Predmét: MM2G

Dnesni latka
» Funkce vice proménnych IlI

» rovnice te€ny a normaly rovinné kfivky
» rovnice te€né roviny a normaly (prostorové) plochy

Literatura: 5
M. KoCandrlova, J. Cerny: GEO-MATEMATIKA 1, str. 184—192,
206—-208



Rovnice te€ny a normaly rovinné kfivky
Jde o aplikaci implicitné definované funkce a jeji derivace.
Tecna v bodé [a1, (a1)]:
y=kx+b=k(x—a1)+b+ka =¢'(ar)(x —ay) + ¢(a),
tedy y — ax — ¢'(ar)(x — a1) =0,
B 9F (a1, ap)
9 (a1, @)
Po dosazeni zlomku za ¢’(a;) a Gpravé dostaneme
rovnici tecny ke grafu implicitni funkce v bodé A = (ay, a):

kde a = p(a1) a ¢'(a1) =

(:))((31782)(Xa1)+(;l;(a1ﬁ32)(y32)20- (1)
Vypocet by ukazal, Ze tento vztah nezavisi na tom, zda lokalné
jde o te€nu ke grafu implicitni funkce proménné x nebo y.
Rovnost (1) Fika: teénu tvoFi véechny body [x, y] € R?, pro néz
plati, Ze vektor v =[x, y| — [a1, az] je kolmy na vektor
VF(a1,an). Vektor v je smérovy vektor tecny, vektor VF(ay, ap)
je smérovy vektor normaly.



Normala v bodé A = [ay, ¢(a1)] je kolmé k te¢né sestrojené
v bodé A. Normalu tvofi vechny body [x, y] € R? takové, Ze
vektor w = [x, y] — [a1, @] je kolmy ke smérovému vektoru
teCny n. Dle (1) musi byt n - VF(ay, a) = 0, tedy vektor w je
néjakym nasobkem vektoru VF(ay, az).

?9,;(81,32)>. Pak w-n= 0
a rovnice normaly grafu implicit. funkce v bodé A = (ay, a2) je

F
Zvolme napt. n = <gy(a1 ,a2), —

(a1, a) (x —ar) - *F(ahaz)(yf a) = 0.

@ ox
., . F F
Shrnuti: Smérovy vektor normaly je (g (a1, a); gy(a1,ag)>,
tj. gradient;
., . . (OF
smeérovy vektor tecny je 8y(a1,a2 a1,ag) nebo

<—g,;(31732) 8F(&H : az))



Priklad: Te€na a normala ke grafu implicitni funkce definované
rovnici sinx + x2 + ycosx — y> +2 =0v bodé A = [0, 2].

Regeni: Oznaéme F(x,y) =sinx + x2 + ycos x — y2 + 2.
Spojita v Dr = R2. Spojité parc. derivace

OF oF
I (x,y) =cosx +2x — ysinx; dy (x,y) =cosx —2y;
oF

oF
ax (02 =1 5 (02)=-3

Rovnice te€ny v bodé A: 1(x — 0) — 3(y — 2) =0, {j.

x—3y+6:0neboy:%x+2.
Rovnice normaly v bodé A: —3(x —0) — 1(y — 2) =0, {].
3x+y—-2=0neboy=-3x+2.



1r ——normala

<
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Vrstevnici F(x, y) = 0 zndzorfuji dvé silnéji vyznacené kfivky,
bod A lezi jen na jedné z nich.




Rovnice tecné roviny a normaly k plo$e z = f(x, y)
Tecna rovina ke grafu funkce z = f(x, y) v bode
(X0, Y0, 20) = (X0, Yo, f(X0, Y0)), viz totélni diferencial:

of of
z—2y= 87()(07}’0)()( — Xo) + @(Xo,}’o)(y - Y0), 2)

of of
Z = (X0, ¥0) + 5 (X0, Yo) (X — X0) + afy(xov}/o)(y —Yo)- (3)
Vektor normaly ke grafu funkce z = f(x, y) v bodé
(X0, Y0, 20) = (X0, Yo, f(X0, ¥0)):
of of

+ <(I)X(X07y0)t @(X07y0)7 _1> .
Je kolmy na vektor (x — Xo, ¥ — Yo, 2 — f(Xo, ¥0)), Viz rovnost (3)
prepsanou do tvaru

0= 5+ 050.30)(x ~ X0) + 5 060.36)(¥ ~ ¥6) = (2 — (0. o).
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Rovnice tecné roviny a normaly k implicitné

zadané plose
Necht Dg je defini¢ni obor funkce G(x, y, z).
MnoZinu {[x,y,z] € Dg: G(x,y,z) =c}, kde c € R,
nazyvame hladina (hladinové plocha) funkce G; je to obdoba
vrstevnice.
Véta (o implicitni funkci): Predpokladejme, ze
1) funkce F(x, y,z) ma spojité parcialni derivace prvniho radu
v néjakém okoli bodu [xo, yo, Zo];
2) F(xo, Y0,20) = 0 (ij. napt. F(x,y,z) = G(x,y,z) — c);

oF
3) E(Xan(%ZO) 7& 0.

Pak existuje okoli U(xp, o) bodu [Xo, ¥o] @ jednoznacné urCena
funkce z = o(x, y) (implicitni funkce) takova, ze ¢(xg, ¥o) = 2o
a v okoli U(xp, yo) plati F(x,y,e(x,y)) = 0. Funkce ¢(x,y) je
v U(xo, Yo) spojitd a ma v U(xy, yo) spojité parcialni derivace
aj(x )77%()(}/*99()(/}/)) aj(x )77?)7,;()(}/*99()(/}/))
ox EXy.0xy) Oy (X, ¥, 9(X,¥))

0z
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Obmeéna bodu 3): gl;(xo,yo, z9) # 0.

Pak existuje U(yo, o) bodu [yo, Zo] @ ... x = (v, 2) ...
F(@b(y’ Z)).yv Z) - 0 atd Pak

ox, . W22 ax, 2E(y.2).y2)
oy = Ty 2y 929D T T 2y 2)

F
Obdobné pro situaci g—(xo,yo, Zp) # 0 dostaneme funkci

y = n(x, z) takovou, ze v okoli bodu [xg, Zy] plati
F(x.n(x,z),z) = 0. Derivace analogicky.



Vektor normaly k plose o : F(x,y,z) =0 v bodé
A= (XanO’ZO) co

. . , . OF y
Z véty o impl. funkci ve varianté g—z(A) # 0 plyne (aspon
lokélni) existence implicitné definované funkce z = ¢(x, y).
Jsme tak v situaci ze strany 6, kde f = ¢. Do vztahu (2) pro
teCnou rovinu k z = ¢(x, y) v bodé A dosadme parc. der.
0z/0x a 0z/dy dané rovnostmi na strané 7 a upravme:

X0, Yo, (X0, Yo

L I ( o )
2B o)
Gy, YO7<P(X07}/0))( )
9E (X0, Yo, 9 (X0, ¥0)) o

F oF
E(XOL}/(M QO(XO,yO))(Z - ZO) = - 5(X07y07 ‘P(XOaYO))(X - XO)

F
- aiy(X()ayOu @(X07y0))(y - yO)



Vyuzitim zy = ¢(Xo, yp) dostaneme rovnici tecné roviny k ploSe
Q- F(X,y,Z) = 0vbode A= (X07y0720) S

OF OF OF

T A= 20) + oAy =)+ (A (- 2) =0 (@)

Vektor VF(A) je kolmy k te¢né roviné v bodé A, je to tedy
normalovy vektor k ploSe o : F(x,y,z) =0 v bodé A.
Poznamka: Vypocet pro zbyvajici varianty, tj. (ZF(XO,}/O, Z5) #0

a gl;(XOaYO,Zo) # 0, by ukazal, Ze rovnice (4) plati obecné,

neni tedy zavisla na konkrétni varianté vety o implicitni funkci.
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Priklad: Te€né rovina o v bodé A = [2, 3, 1] elipsoidu  daného

X2 2 2
vztahemﬁ+§+§—1 =0.
F(x.y,2)

Regeni: Ovéfime F(2,3,1) = 0, tj. bod A lezi na ploge 7.
Spocteme

VF(2,3,1) = (x/6, 2y/27, 22/3)| 551y = (1/3, 2/9, 2/3).
Rovnice te¢né roviny o v bodé A:

1 2 2
g(X—2)+§(y—3)+§(Z—1):O,

ti. o : 3x+2y + 6z — 18 = 0. Normalovy vektor (3,2, 6), je to
nasobek VF(2,3,1).

Geodeticke aplikace v GEO-MATEMATIKA |, kapitola 7.
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Trojice ortogonalnich vektort na grafu funkce

Méjme funkci z = f(x, y) diferencovatelnou v bodé A.
Jiz zname normalovy vektor ke grafu funkce, tj.

of of
= =—(A), —(A), —1).
Vektor te¢ny vrstevnice (kolmy na osu z a V£(A))

v = <—§;(A), g}f((A), o).

Doplnme treti vektor takovy, aby byl kolmy na ni v:

5= (5. 5 AL IVHANE).

Lze ukazat, Ze s je vektor vektor teCny spadnice.

Vektory n, v a s tvofi ortogonalni trojici vektord; mizeme je
uvazovat i s opacnou orientaci (s opaCnymi znaménky).

Obr. na dalsi strané.
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