Predmét;: MM2G

Témata
» Laplaceova rovnice ve 2D a 3D

» Harmonickeé (kruhové a kruznicové) funkce ...

» ... ajejich nalezeni pomoci ODR

Literatura:
Tato prezentace
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Laplaceova rovnice (Pierre-Simon Laplace, 1749-1827)

VARG Y, o’V 0’V 0%V
=2 Tar =0 AV=gataat gz =0 (1)

AV

kde funkce V(x,y) (nebo V(x,y,z)) je spojita se spojitymi
prvnimi a druhymi parcialnimi derivacemi. Aplikace: napf.
gravitacni potencial.

Funkce, které FfeSi L. rovnici, se nazyvaji harmonické funkce.
V geodézii se fika kruhové funkce harmonickym funkcim na
kruhu, které jsou polynomem v x ay, jehoz vSechny ¢leny jsou
stupné n. (Kruznicové funkce ... na jednotkové kruznici...)

PFiklad: V,(x,y) = ax? + 2bxy + cy?, AV, = 2a + 2c. Funkce
VoTieSiAV, =0 a+c¢c=0.

Reseni neni jednozna&né (kupt. V, 4+ C, C € R).
Jednoznacnost az po pridani dalSi podminky — napf. okrajova
tloha.
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Hledame feSeni na kruhu — pfejdéme k polarnim soufadnicim
X =rcoSy, Yy =rsing.

Pak Va(x,y) — Wy (r,¢) = r(acos2¢ + b sin2y).

Obecné: Polynom v x a 'y se transformuje na vyraz sloZzeny z
mochin proménné r a z mocnin funkci cos ¢ a sin ¢, exponenty
v mocninéch jsou pfirozena Cisla.

Lze ukazat, ze V = V (x,y) fesi (1) (ve 2D) «<—
W (r,¢) =V (x(r,¢),y(r,¢)) feSi Laplaceovu rovnici
v polarnich soufadnicich

PW 1 9°W  10W
or2 +r_20¢2 o O @)
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Dlikaz:

OW  dV(rcosg,rsing) —V/ cosp + V{ sing
= = Vx y ’

0°W . .

S == Vi €0S? ¢ + 2V Sin ¢ cos ¢ + Vyy sin® ¢,

ow .

R = —Vgr sinp + Vyr cos ¢,

0*W : .

it Va2 sin? ¢ — 2V r? sin o cos ¢ + Vyyr? cos? ¢

—Vgr cos ¢ — Vyr sin .
Dosadime do (2):
*W 1 9*°W 10w
7 T2 z T T
or r2 dp roor
= Vyx(cos® ¢ + sin® ) 4 0 + Vyy (cos” ¢ + sin® ) + 0 40
= Vyx + Vyy.

Takze pokud plati (2), pak plati i (1), a pokud plati (1), pak platii (2).
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Hledejme feSeni rovnice (2) ve tvaru W = z(r)y(y). Po

1 1
dosazeni do (2) dostaneme [ z” + Fz’ y = —r—zzy”. Za
pfedpokladu z(r)y(¢) # 0

2
5 (204 720) = - Sy

Pfedpoklad, Ze r a ¢ jsou nezavislé proménné vede ke dvéma
rovnicim (pro pevné ¢ a proménnér a pro pevnér a
proménné )

2

% (z”(r) + %z/(r)> = u = konst. , 3)

—th)y/’(w) — . )

Misto (3) pidme r2z"(r) +rz'(r) — pz(r) =
a vySetfeme, pro jaké hodnoty p je z(r) =
rovnice.

0
r" feseni této
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Po dosazeni z(r) = r" do rovnice a zderivovani dostaneme

2

r’n(n — "2 4"t — " =0

& Mnin-1)4+n—p]=0 & pu=n?

Pak (4) pfejde v y”(¢) + n?y(¢) = 0 s obecnym Fedenim (viz
linearni oby¢. dif. rov. 2. fadu s konst. koef.)

y(p) =c1cosng +cpsinnp, c€1,C, € R.
Nakonec tedy feSeni rovnice (2) (kruhova funkce stupné n)
Wi(r,») =r"(cpcosny +cosinnp), kden=1,2,...

Rovnice r2z”(r) +rz/(r) — n?z(r) = 0 je linearni a zname jedno
jeji feSeni z;(r) = r". Redukci f&du ziskdme i druhé linearné
nezavislé feseni.
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Pfipomenme redukci fadu pro rovnici z” + p(r)z’ + q(r)z = O:

» v(r)= [p(r)dr
> u(r) =ev"

1
2

- . : 1 n )
Nase (upravend) rovnice z” + Fz’ Rz = 0 vede k (jestr > 0)

v(r)_/dr Inr, u(r):e_'”r:},

r r

dr 1 1
__¢n __ N -2n __
zo(r)=r /—r2”+1 =r —_an = —onr-

Do fundamentalniho systému pouzijeme feSeni bez konstaty,
tj. r~". Pak W_y(r,¢) = r~"(cp cosng + ¢, sinnyp),
n=1,2,...,je harmonickd, ale neni to transformovany
polynom a neni definovana pror = 0.
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Speciélni pfipad n = 0 V2% ° , — 0 a dvojice rovnic

z”+%z’:0ay”:0.

Ilhned y(¢) = c3p + C4, kde c3, ¢4 € R. Hledand harmonické
funkce musi byt periodicka (tedy z(r)y () = z(r)y(¢ + 27),
jsme na kruhu), odtud c3 = 0 ay(y) = C4.

Z upravené prvni rovnice rz”(r) +z'(r) = (rz/(r))’ =0
dostavame rz’(r) = cs. Pak z(r) = csInr + cg, kde cs,ce € R.
Harmonicka funkce W = zy = csInr + Cg, kde Cs,Cg € R, je
kruhové jen pfi ¢cs = 0, jinak neni transformovanym polynomem

a neni definovana v poc¢atku. Na rozdil od pfedchozich pfipadt
je prechod k harmonické funkci V v proménnych x a y snadny:

V(X,y) = Csln/x2 +y2 + Cg.
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Reseni rovnice x2y”(x) + pxy’(x) + qy(x) = 0, kde p,q € R
a (p —1)2 — 49 > 0 (podminka kladnosti diskriminantu

~r Nz

kvadratické rovnice, kterou odvodime o tfi fadky nize).

Inspirovani pfedchozim vykladem zkusme hledat feSeni ve
tvaru y(x) = x°, kde s € R. Po dosazeni do rovnice dostaneme

s(s—1)x5+psx>+qx°=0 = s?+(p—1)s+q=0.
Kvadraticka rovnice pro neznamou s ma feSeni

o _1-P+V(p-1)*—4q 1-p—vI(p—1)?—4q
1= 2 ) .

Sy = 5

Obecné feSeni tedy je

y(X) = c1x® + cpx%2, kde ¢y, ¢, € R.
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Pfiklad: Najdéte feSeni rovnice x2y”(x) + 7xy’(x) + 2y(x) = 0
s pocateCni podminkouy(1) =1,y’(1) = —3.

Reseni: Je zbyte&né pamatovat si vztahy pro s; a s,. Sta&i
hledat feSeni ve tvaru y(x) = x*. Po dosazeni do rovnice
dostaneme

S(s—1)xS+7sx5+2x°=0 = s +6s+2=0.

Kvadraticka rovnice ma koreny

S1 = > = —

_ 0V 42 a7 s 3T
a obecne feSeni
y(X) = cix 37 4 cox3V7 kde ¢p, ¢, € R,
je definovano na maximalnim intervalu (—oo, 0) nebo (0, +o0).
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V pocatecni podmince je x = 1, jde tedy o feSeni na intervalu
(0, +00).

Zy(l)=1plynecy +c, = 1.

Z derivace y'(x) = C1(—3 + V7)x 4TV7 4 cp(—3 — VT)x 47
a z podminky y’(1) = —3 vyplyva, ze

c1(—3+V7) + (-3 - V7) = —
CZ (-84 VT) + (1 —cy)(-3—VT)=—
:>2\/701—\/7:O:>01:%:>02:%.

~

ReSeni pocatecni ulohy

NI =

y(X) _ (X73+\ﬁ +X,3,\ﬁ)’
kde x € (0, +00).
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ReSeni rovnice x2y”(x) + pxy’(x) + qy(x) = 0, kde p,q € R
a(p — 1) — 4q = 0, je specialnim pfipadem s dvojnasobnym
kofenem s; = s, = (1 — p)/2 ajedno feSeni (prvek
fundamentalniho systému) je y1(x) = x5t = x(:=P)/2_ Druhé
linearné nezavislé feSeni najdeme metodou redukce fadu pro

rovnici upravenou do tvaru

y"(x) + Ey/(x) + )?—zy(x) = 0; pro jednoduchost feSme jen na

intervalu (0, o).

Je tedy v(x / dx =pln|x|, u(x) =e PNl =x-Pa

X dx:xl;zp 1dx:x%lnx.
x(1-p) X

Obecné feSeni y(x) = x = (cl +cyInx), kde cq,c, € R.

Pfiklad: Obecné feSeni rovnice x2y”(x) + 5xy’(x) + 4y(x) = 0

jey(x) = w kde ci,c, e Rax € (0,00).
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Poznamka: Pro feSeni na intervalu (—o0, 0) je

u(x) = e PNXl = (—x)~P. Nastavaji viak problémy s obecnou
. 1-p . v . L . P

mocninou X 2 a s logaritmem vyzadujici praci v komplexnim

oboru. Proto se feSeni na (—oo, 0) nebudeme vénovat.

Poznamka: ReSenf rovnice x2y”(x) 4+ pxy’(x) 4+ qy(x) = 0, kde
p,g € RaD = (p—1)%2 — 4q < 0 je komplikovano tim, ze
kofeny s; a s, jsou komplexni. K fundamentalnimu systému
(tudiz i k obecnému feSeni) se dostaneme prostfednictvim
funkce x>1, je vSak nutné védét, jak interpretovat mocninu

s komplexnim exponentem, viz napf.
https://mathworld.wolfram.com/ComplexExponentiation.html

Na intervalu (0, co) obecné feSeni je

y(x):xl_zp(clcos(nlnx)+czsin(nlnx)), (5)
kde n = y/|D[/2 acy,c; € R.

Lze dokazat dosazenim do dif. rov. a Gpravami — vhodné pro
CAS (Maple, Mathematica), ru€né ponékud pracné.
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Pfiklad: x2y”(x) — xy’(x) + 5y (x) = 0,y(1) = 3,y'(1) = 7.

Re&eni: Z obecného tvaru fedeni (5) po dosazeni p = —1,
g=5mameD =4-20=-16,n=2a

y(x) = c1x cos(2Inx) + cox sin(2Inx) .
Zy(1l) =cyc0s0+cpsin0 = 3 plyne jak c; = 3, tak
y'(x) = ca(sin(2Inx)+2cos(2Inx))+3cos(2Inx)—6sin(2Inx).

Tedyy’(1) =2c,+3=7ac, =2.
ResSeni pocatecni (Cauchyovy) tlohy:

y(x) = 3x cos(2Inx) + 2x sin(2Inx), x € (0, 00).
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