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Rovnice spadnice

Mé&jme systém vrstevnic danych vztahem z = f(x,y), kde z je
parametr. KFfivka, ktera je kolmé ke vSem vrstevnicim, se nazyva
spédnice. (To znamena, Ze v priseciku vrstevnice se spadnici jsou tecné
vektory navzajem kolmé.) Bude nas zajimat jeji préimét do roviny xy.
Jak jej najit?

Necht je spadnice dana vztahemy = y(x) (funkce proménné x), tvori
kfivku sestavajici z bodll [x,y(x)] s te€nym vektorem (1,y’(x)), jenz
je zaroven kolmy na vrstevnici, tj. je néjakym k-nasobkem gradientu
(f2.%) v bod& [x,y] = [x,y(x)]. Tedy

y'(x) _ kiy(x,y)

1=kig(x,y)ay'(x) =kfg(x,y) =

1 kfi(x,y)
£(x.
=y'(x) = fy,&z; 1)

=Ly (x)=1fxy) (2

a rovnost (1) nebo (2) je diferencialni rovnici pro prlimét spadnic.
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Priklad: Necht z = f(x,y) = xy, vrstevnicemi jsou rovnoosé
hyperboly. Pak f; (x,y) =y a fy(x,y) = x. Hledame funkci
y = y(X) spliujici rovnici (2)

y(y'(x) =x, 1i. (yzé)())/ N <X2_2>/

Z rovnosti derivaci plyne rovnost primitivnich funkci

2 2
yéx):%+c:>y2(x)—x2:c, kde ¢ € R. (3)

Pro ¢ > 0 dostaneme modré hyperboly (viz obr. dale), pro

¢ = 0 modré osy kvadrantdl, pro ¢ < 0 hyperboly zelené, kazda

je sestavena ze dvou grafll (x,y(x)), jeden s y(x) > 0, druhy

s y(x) < 0. V8echny prliméty také ziskdme zobecnénim vztahu

(3) na body (x,y) spliiujici y2 — x2 = c, kde ¢ € R.
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—— pramét spadnic B
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Oby ¢ejné diferencialni rovnice (ODR) 1. fadu

Hledame interval | a spojité diferencovatenou funkciy = y(x),
x € 1, aby platilo F(x,y(x),y’(x)) =0 pro Vx € |, kde F je
zadana spoijita funkce (implicitni tvar dif. rovnice).

sin(x)(y'(x)+xy?(x))} -4 =0,  (y'+y)?In(x+y?)+7x% =0

Specialni pripad (explicitni (téz normalni) tvar): rovnice je
rozieSena vzhledem ky": y’ = f(x,y), kde f je zadana spojita
funkce.

y/(x) = x cos(xy?(x)), Yy’ =xcos(xy?), y' =e>y+4Inx.

Lze se setkat i se zapisem P(x,y) dx + Q(x,y)dy = 0 (zvanym
obecny tvar ODR 1. fadu), jenz odpovida vztahu

,__PXy)
Q(x,y)’
kde P a Q jsou dané (spojité) funkce.
Graf feSeni ODR se nazyva integralni kfivka.
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Pfiklad: Diferencialni rovnice y’(x) = —0, 08y (x)
Jeji feSeniy(x) = Ce~%%x kde C € R je libovolné &islo.
Nekonecné mnoho feSeni, vybereme jen tfi, a to takova, ze

y(0) =10, y(0) =30 ay(0) = 60.

Rovnice y’ = —0,08y. Smérnice v bodé (x,y) méa hodnotu —0, 08y.
Vektory v obrazku nezaviseji na souradnici x.

Vektor (1,f(x,y)) je v bodé (x,y) te€ny k integralni kfivce dané
rovnici y’ = f(x,y) a prochazejici bodem (x,y).
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Cauchyova uloha

Obecné feSeni: Mnozina funkci y, které vyhovuji rovnici
F(x,y,y’) = 0 ajsou zavislé na jedné konstanté.
Napfiklady =y’ =y =Ce*,C e R.

Pocatecni podminka: Pozadujeme, aby integralni kfivka
prochazela danym bodem (X, Yo), tj. aby platilo y(xo) = Yo.

Uloha najit feSeni spliujici danou potatecni podminku se
nazyva Cauchyova uloha.

Jestlize bodem (xg, Yo) prochazi vice nezZ jedna integralni
kfivka, nazyva se tento bod singularnim bodem diferenciaini
rovnice. Je-li kazdy bod integrélni kfivky singularnim bodem,
nazyva se prislusné feSeni singularnim resenim.

P¥iklad: Rovnice y’ = 3y2/3 mé& obecné feSeniy = 0 a téz

y =(x —C)3, CcR. Redeniy = 0 je singularni, protoZe kazdy
bod (xp,0), kde Xg € R, je singularnim bodem. Vskutku,
kazdym bodem (X, 0) kromé feSeni y = O prochazi i feSeni

y = (x —x0).
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Existence a jednozna Cnost max. feSeni Cauchyovy ulohy
- e of .
Necht funkce f(x,y) a jeji parcialni derivace W(x,y) jsou
definovany a spojité v né&jaké oblasti G ¢ R?. Necht jsou dana
reélna Cisla xg a yo takova, Ze (X, Yo) € G. Pak existuje
otevreny interval J, pro néjz xo € J, a funkce (x), ktera je
maximalnim feSenim Cauchyovy dlohy y’ = f(x,y), y(Xo) = Yo
na intervalu J. (Maximalni feSeni — nelze prodlouzit; J je maximalni.)
ReSeni ¢(x) a interval J jsou ureny jednoznacné danou
diferencialni rovnici, poc¢atecni podminkou (Xp, yo) @ oblasti G.

PFiklad: Pro rovnici y’ = 3y?/3 je funkce f(x,y) = 3y?/3
definovana a spoijita v R?, ale @(X’ y) = 2y—1/3 je definovana

a spojita jen v R? \ {(x,y) € R?: y = 0}. Pro (Xo, Yo) v horni
(dolIni) poloroviné ma C. uloha pravé jedno maximalni feSeni

y(x) = (x = %o + ¥¥0)*.
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Metoda separace prom énnych je vhodna k feSeni rovnic se
separovanymi promeénnymi, tj. rovnic typu y’ = g(x)h(y), kde g
a h jsou funkce jedné proménné.

Pokud h(c) =0, pak y(x) = c feSi ODR.

MysSlenka: Mé&jme takovou funkci H(y), Zze H'(y) = 1/h(y) na
intervalu, kde h(y) # 0, tj. h neméni znaménko . Uvazujme
sloZenou funkci H(y(x)) a derivujme ji dle x:

dx h(y(x)) dx — h(y(x))

Jestlize tedy najdeme funkci G(x) takovou, Ze G'(x) = g(x),
bude platit, ze

dH(y(x)) 1 dy(x) vy y':g(x)h<y)g(x).

Hly(x)) =G(x)+C

pro n&jakou konstantu C. Pak y(x) = H™(G(x) 4+ C), kde H?!
je funkce inverzni k funkci H, ta existuje, nebot H' neméni
znaménko, tj. H je monoténni na daném intervalu.
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Konkrétni postup. Mame y’(x) = g(x)h(y(x)). Existuje
konstantni feSeni, tj. y(x) = c, kde ¢ € R? Pokud ano, plati
y’(x) = 0 = g(x)h(c) a jelikoZ g(x) neni konstantni funkce
rovna nule (jinak by y’(x) = g(x)h(y) = 0 byla trivialni dif.
rovnice s konstantnim feSenim), muselo by byt h(c) = 0.
Zkouméame tedy, zda h(c) = 0 mé& néjaké feSeni c € R.
Pak se vénujeme hIedénl’jin)’:jch feSeninezy(x) =c, tj.

y

pfedpokladame h(c) # 0. Z Fvi g(x)h(y) dostaneme

/%zjg(x)dx, (4)

kde se také uplatni h(c) # 0. Integraci (4) dostaneme vztah
mezi proménnymiy a X, z néjz odvodime feSeni y(x).
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P¥iklad: Rovnice y’ = 3y?2/3, pogateéni podminka (PP)

y(1) = -8

ReSeni: g(x) = 1, h(y) = 3y?/3. Pro jakou konstantu ¢ je

h(c) =0? Proc =0, tj. y(x) = 0 FfeSi rovnici, ale nefesi Cauch.
tlohu (nespliuje PP).

Z rovnice % = 3y?/3 formalnim trikem dostaneme
dy
32 dx,

/32/3 /dx

y’®=x+C, CeR,
y=(x +C)*® obecné feseni.

y(l)=-8=(1+C)®* = -2=1+C = C=-3

Na intervalu (—oo, 3) dostaneme jednoznacné feSeni
y(x) = (x — 3)3 pot. tlohy. Je mozné prodlouZit, ale ne
jednoznacné (napf. nulovym, pak nenulovym feSenim).
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Vrstevnice a spadnice — priklady

Vratme se ke spadnicim. Pfiklad s f(x,y) = xy jsme fesili
Upravou, zkusme separaci proménnych.

Dle (1)jey’ =fy/fy =x/y, 4.y #0.Pfih(y) =1/y by h(c) =0
znamenalo, Ze 1/c = 0, coZ neni moZné. Rovnice tudiZ nema
konstantni feSeni. Proy # 0 tedy

dy . X .
2

2
odtud y_x + C. A dostavame vztah (3).

2 2
Vysli-li bychom z rovnice (2), tj. y% = X, Vv jeji levé strané

miZeme uvaZzovat y(x) = 0, ale tato funkce nefes$i ODR
d . . .
yd—i = X, protoZe po dosazeni by leva strana ODR byla rovna

nule, kdezto prava strana je nenulova.
Obrazek vrstevnic a spadnic je na strané 4.
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Necht nyni f(x,y) = x? — y2. Vrstevnice x? — y? = K, kde
K ¢ R; jsou to hyperboly a osy kvadrant(.

- o w 7 - d
Rovnice pro prumét spadnice ve tvaru (2): 2x—§ = -2y.

a) Po zkraceni 2 je h(y) = —y a h(c) = 0 dava feSeniy = 0.
dy -y
b) Proy # 0 dostaneme " X {j

/%:—/% = Inly|=—Injx|+C, CeR

C
= Inly|]=—In|x|+InC, C >0 = Inly|=In—

x|

C

=y X[ ()
Z Gvah o abs. hodnotach vyplynou feSeni (hyperboly)
y(x) =k/x, kde k € R, prok > 0v . alll. kvadrantu, pro k < 0
v Il. a IV. kvadrantu, pro k = 0 dostaneme i feSeniy = 0.
Resenim ODR v3ak neziskame pfimku x = 0, které je také
priimétem spadnice. Vyhovuje viak zobecnéni vztahu (5), a to
x|ly|=C.C >0.
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Srovnejte s obr. na str. 4 a povSimnéte si, Ze kfivky si vyménily
role.
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Vezméme f(x,y) = x2 + y2. Vrstevnice x? + y2 = K, kde
K > 0; jsou to kruznice.

- o w 7 - d
Rovnice pro prumeét spadnice ve tvaru (2): 2xd—i =2y.
a) Po zkraceni 2 je h(y) =y ah(c) = 0 davafeSeniy = 0.

b) Proy # 0 dostaneme dy = % t,x#0a

dx

/dy /—:>In\y| In\x|+6,6e]R

= Inly|=In|x|+InC, C >0 = Inly| =In(C|x|)
=yl =Clx|.

Z uvah o abs. hodnotach vyplynou feSeni (pfimky) y(x) = kx,
kde k € Rax # 0, pro k = 0 dostaneme dokonce i feSeni

y = 0. ReSenim ODR v3ak neziskame pfimku x = 0, ktera je
také primeétem spadnice. Museli bychom sestavit a vyresit
ODR pro funkci x(y).
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Na zavér necht f(x,y) = y/x, kde x # 0. Vrstevnice y = KX.

. cdy /1 yy o X
Rovnice ve tvaru (1): o -\ / (——) =y
a) Jelikoz h(y) = 1/y, musi byty # 0; je vylouCen pfipad
h(c) =0.
b) Po integraci [y dy = — [ x dx obdrZime (C je obecna
konstanta, je zbyte€né rozliSovat CacC jako vyse)

y2 X2

7:_7+C:>x2+y2:C,C>07 (6)

ziskavame kruznice, avdak bez nékterych bodd, viz x # 0
ay # 0 vySe.

- d 1 o .
V rovnici ve tvaru (2): —X—Zd—i =3 funkce y = 0 je pfipustna,
ale neni feSenim. Dojdeme vSak opét k vyrazu (6), jenZ nyni
odpovida kruznicim bez bodU, pro néz x = 0.
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