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Uvod

Pivodné byly z nékolika pfikladu sestaveny dva soubory. V jednom byly ptiklady s podrobnym fesenim,
v druhém piiklady jen se struéné zachycenymi hlavnimi kroky feSeni nebo jen s vysledkem. Toto
uspofadani se mi vSak postupem casu zacalo jevit jako nepraktické, proto jsem piiklady sloucil do jed-
noho souboru — sbirky — a jesté nékolik malo piikladu piidal.

Téz piibyla kratkd stat o komplexnich éfslech, protoze jen Est posluchacii se s nimi setkala na
stfedni Skole. Je pravda, ze v tématech matematiky pro geodety na komplexni ¢isla nenarazime, snad
jen s vyjimkou kofenu charakteristického polynomu, nicméné mit aspon zdkladni ponéti o komplexnich
¢islech patii k intelektudlni vybavé posluchacu a posluchacek vysoké §koly technického zaméfeni.

Uvitdm, kdyz mé ¢tendii upozorni na chyby, a tim napomohou vylepSeni sbirky. Za upozornéni
na zavazny preklep dékuji M. Borikovi.

1 Komplexni cisla

Komplexni ¢islo ma tvar o = a + ib, kde a a b jsou

(4 s . . . , imaginarni osa
realnd ¢isla a i je imaginarni jednotka, pro niz plati \

12:—1, 13:—1, ‘=1 .
b L a=a+ib
Reéalné ¢islo a se nazyva redlné ¢ast cisla a, redlné r
¢islo b se nazyva imagindrni cast ¢isla a. Je-li a = 0, o4
© . realna osa

nazyvame « ryze imaginarnim c¢islem. t
a
Mnozinu komplexnich &isel zna¢ime C, mnozinu redlnych ¢isel zna¢ime R.
Scitani a nasobeni komplexnich ¢isel — dle pravidel pro ipravu algebraickych vyrazu:

(a1 + ibl) + (CLQ + ibz) = (a1 + ag) + i(bl + bg),
(al + ibl)(CLQ + ibg) = (alag — blbg) + i(albg + agbl).

Napiiklad?

—24+4i+7-5i=5—1,
(=2 + 4i)(7 — 5i) = —14 + 28i + 10i — 20i* = 6 + 38i.

Cislu a — ib Fikdme ¢islo komplexné sdruzené k &fslu a = a + ib, komplexni sdruzenost oznacujeme @.
Pro komplexni ¢isla «, 3, v plati

@im=a+s as-ap (%)=L
Y v
kde v # 0.
Absolutni hodnotou komplexniho ¢isla o = a + ib nazyvdme reélné ¢islo |a| = va? 4+ b?. Napiiklad
|3 —4i| = /32 + (—4)2 = /25 = 5.
Prevracend hodnota komplexniho ¢isla a + ib je komplexni ¢islo 1/(a 4 ib). Tento tvar ¢isla ndm
vSak neddva dobrou predstavu o realné a imaginarni slozce prevracené hodnoty, g)roto je zddouci vhodna
a—i

uprava. Je zalozena na vynasobeni hodnotou 1 zapsanou ve tvaru zlomku —. Pak
a—1i

1 a—ib_ a—1ib
a+iba—ib  a?+ b2’

3 4

1 .
314 25 25"

Konkrétné napiiklad

1P#i zapisu komplexnich ¢isel se ¢asto setkdvdme s tim, Ze v neciselném zépisu a + ib imagindrni jednotka i pfedchazi
proménnou, tj. b, kdezto u ¢iselného zapisu je tomu naopak, napt. 5 — 7i.



S podilem dvou komplexnich ¢isel si poradime stejnym zpusobem:

c+id c+ida—ib  (c+id)(a—ib)
a+ib  a+iba—ib a2+
Konkrétné naptiklad
2-3i  (2-3i)(3—4i) 6— 8i— 9i+12i? 6 .17

314 (314)(3-4) 32— (4)2 25 95

[jpravou tedy dostavame komplexni ¢islo ve tvaru p+iq, kde p a ¢ ovSem mohou byt redlnd ¢isla ve tvaru
zlomka.
Nenulova komplexni ¢isla lze psat v goniometrickém tvaru

o =a+ib=r(cosy +ising) = re'?,
kde r = |a| a tihel ¢ (viz? obrazek) je ddn (az na celé nasobky 27) vztahy

a . b
—, S =—F—.
a? 4 b? PV p

Vyhodou goniometrického vyjadieni je snadné ndsobeni komplexnich &fsel, nebot pro a; = 71(cos 1+
isinpg) a ag = 12(cos g + isin pg) plati, ze

cosy =

arag = r112[cos(p1 + @2) + isin(py + p2)].

Dalsi informace napiiklad v [1, Kapitola 1.6]).

2 Lokalni extrémy funkci

Piiklad: Urcete lokdlni extrémy funkce f(x,y) = (x —1)% e + (y — 3)* + 5.
Resend: Funkce je definovéna v celé roviné zy. Nejprve najdeme stacionarni body, tj. body, v nichz je
Vf(z,y) = (0,0). Derivovanim odvodime

iy =2 —1)e** +2(x—1)*e® =2e¥x (z — 1),

fy(z,y) =2y — 6.

Soustava

2%z (x —1) =0,
2y—6=0

mé dvé feseni, ato x4 =0, y4 =3 a zp = 1, yp = 3. Staciondrni body tedy jsou A =[0,3] a B = [1, 3].
Nyni spoc¢teme druhé derivace

7 (zy) =2 +8(x—1)e® +4(z—1)%e®® = (4;102 —2) e

T
foy(@,9) =2,
oy (2,y) =0

i i

vystupujici v matici M(x,y) = ( Q/C/x(% y) ”;",y(x’ y)) . V bodech A a B vyhodnotime determinanty Dy

oy (T y)  fo(T,y)

a Dy matice M, viz prednésku.?

2Toto misto je mi piilezitost{ k vyzvé ctenditm, aby nepodléhali hromadnému bludu a nepsali za viz tecku. V angli¢ting
se piSe viz., ale vyznam je zcela odlisny. Kdo v ¢eském textu piSe viz., nedéla si dobrou reklamu.

3Prezentace https://mat.fsv.cvut.cz/chleboun/JCh_vyuka/101MM2G/MM2G_10predn-lokal _extr.pdf
Pozor, pii kopirovani odkazu se mohou zménit nékteré specidlni znaky, adresa je pak nespravna a objevi se chybové hlaseni
0 neexistujici strance.



-2 0

extrém, bod A je sedlovy bod.

2
M(1,3) = (28 g), odtud D;(B) = 2¢? a Do(B) = 4e?, z ¢echoz plyne, ze v bodé B funkce f m4

ostré lokalni minimum; f(1,3) = 5.

odtud D1(A) = —2 a Dy(A) = —4, z ¢ehoz plyne, ze v bodé A funkce f nemd

\Y tlli"l"
N\ gy 0y 0,

25
-05 -1

35 05

1
Piiklad: Urcete lokélni extrémy funkce f(z,y) = - + 5 +y.

Reseni: Funkce je definovana v roviné zy kromé os = a y. Nejprve najdeme stacionérni body, tj. body,
v nichz je Vf(z,y) = (0,0). Derivovanim odvodime

f;(xvy):__'__: 2

. a® + Yy Z/2 — T P 2 2 , . 2 Jus
Rovnice —— =0 a 5— = 0 upravime na z° +y = 0 a y* — x = 0. Z druhé rovnice vyjadiime

x = 32 a dosadfme do prvni rovnice. Nenulové feseni rovnice y* +y = y(y> + 1) =0 je y = —1. Z druhé
rovnice = 1 (z prvni rovnice se zda, ze by mohlo byt i = —1, ale pak by druhd rovnice neméla redlné
feseni; komplexni feSeni této tloze nevyhovuji). Staciondrni bod tedy je A = [1, —1].

Nyni spoc¢teme druhé derivace

2

f:;/m(x7y) = _Fa
2x

fgllly(x7y) = ?7
1

ng(gjvy) = _?



2 1
" " __3 __2
vystupujici v matici M(x,y) = < o (z,y) ”,”,y(x’ y)) = xl 2%, . V bodé A vyhodnotime deter-
oy (T y)  fyy(2,y) i
vy
minanty Dy a Do matice M, viz prednasku.
M(1,-1) = <:? :;), odtud Dy(A) = —2 a Dy(A) =4 —1 = 3, z ¢ehoz plyne, ze v bodé A funkce
f ma ostré lokalni maximum a f(1,—1) = —3.

Piiklad: Urcete lokélni extrémy funkce f(z,y) = (2y2 -+ 1)2.

Resent: Funkce je definovéna v celé roviné zy. Nejprve najdeme staciondrni body, tj. body, v nichz je
Vf(z,y) = (0,0). Derivovanim odvodime
Falwy) =2(z — 2¢° = 1),
fyla,y) = =8 (x —2y> = 1) y.
Soustava rovnic 2(z — 2y — 1) =0 a —8 (:U — 2% — 1) y = 0 ma nekonecné mnoho feseni, totiz vSechny
body [z,y] € R? spliaujici z = 2y + 1. Tyto body vytvéieji parabolu p v roviné zy, tj. graf kvadratické
funkce (y € R je nezavisla proménnd, x je zavisld proménnd).
Uz to, ze Vf(z,y) = (0,0) na celé kiivce p, dava tusit, ze pokud mé funkce lokdlni extrém, nebude
ostry. Téz vidime, ze p je vlastné vrstevnice o koté 0.
Pokracujme vySetfenim staciondrnich bodu. Nyni vypocitdme druhé derivace

fé/m(x7 y) = 27

i (z,y) = 32y% — 8 (x — 24> — 1) = 48y® — 8z + 8,

foy(x,y) = =8y

ve(T:y) foy (2, y))

2 _
vystupujici v matici M (z,y) = < ,, = 8y > . Zajim4 nas matice M

:cy(xv y) gl/ly(xa y) N (—Sy 48y2 —8x + 8
ve stacionarnich bodech, tj.  nahradime vyrazem 2y + 1:



2 —8y 2 -8y , .
2 _ _
M2y +1,y) = < Sy 48y — 8(2y2 + 1) 8) = ( Sy 32y2>' Vyhodnotime determinanty Dq a Do

matice M (2y? + 1,y). Dostaneme D;(y) = 2 a Dy(y) = 0, z ¢ehoz plyne, ze ndm véta o postacujicich
podminkach pro existenci ostrych lokalnich extrému nepomuze. Vystacime vsak s jednoduchou tvahou.

Povéimneme si, ze jestlize [x,y] € R? \ p, pak f(z,y) > 0. Odtud plyne, Ze kazdy bod paraboly p je
bodem lokélniho neostrého minima a funkce f v ném nabyva hodnoty nula, viz obrazek.

Piiklad: Urcete lokélni extrémy funkce f(z,y) = (2y*> — x + 1)3.

Resend: Funkce je definovéna v celé roviné zy. Nejprve najdeme stacionarni body, tj. body, v nichz je
Vf(z,y) = (0,0). Derivovanim odvodime

fé((lﬁ,y) = 3(‘97 - 2y2 - 1)27
fylzy) = —12(x — 2y° — 1)%y.

Soustava rovnic 3(z —2y? —1)2 = 0 a —12(z — 2y? — 1)%y = 0 m4 nekoneéné mnoho Feseni, totiz véechny
body [z,y] € R? spliaujici z = 2y + 1. Tyto body vytvéieji parabolu p v roviné zy, tj. graf kvadratické
funkce (y € R je nezavisld proménnd, x je zavisld proménnd).

Uz to, ze Vf(z,y) = (0,0) na celé kiivce p, dava tusit, ze pokud mé funkce lokalni extrém, nebude
ostry. Téz vidime, ze p je vlastné vrstevnice o koté 0.

Mohli bychom pokracovat vysettenim staciondrnich bodi. Zjistili bychom, ze f;, (z,y) = 0, f, (z,y) =
0, a fyy(z,y) = 0 pro viechny body [z,y] € p a Ze ndm véta o postacujicich podminkdch pro existenci
ostrych lokalnich extrému opét nepomuze.

Zaméime se na hodnoty funkce f v okoli paraboly p. Parabola p je definovana predpisem g(z,y) = 0,
kde g(x,y) = —2y*—1. V bodé [z, y] je vektor normély n(z,y) k parabole p dén takto n(z,y) = (1, —4y).

Ukazme si myslenku postupu nejprve v jednom bodé, napi. A = [1,0] € p. Pak je n(1,0) = (1,0).
Zvolme body B a C' lezici zaroven na normaéle paraboly p prochézejici bodem A a zaroven ve vzdalenosti
d > 0 od bodu A. Konkrétné B = A+ (1,0)0 = [1+0,0] a C = A—(1,0)0 = [1 — 4,0]. Pak f(A) =0,



f(B) = (=93 <0a f(C)= 6> 0. Vidime, ze v jakkoli malém okoli bodu A lezi bod s hodnotou vétsi
nez f(A) =0 a bod s hodnotou mensi nez f(A) = 0. V bodé A tedy neni lokalni extrém.

Nyni stejnou myslenku aplikujme na obecny bod [z,y] € p a definujme bod D = [z,y] + on(z,y) =
[z + 8,y — 4yd] a piipustme ¢ € R (v okamziku, kdy § mén{ znaménko, piekracuje bod D parabolu p).
Pak (pfi tipravé vyuzijeme toho, ze 2y? — x + 1 = 0, nebot [z, y] € p)

f(D)=(2(y —4ys)* —z — 0 + 1)3 = (0(326y° — 16y* — 1))3.

Necht nyni A = [z,y] € p je libovolny bod na parabole p. Pro hodnoty (af kladné nebo zéporné)
§ dostatecné blizké k nule je hodnota vyrazu ve vnitini zavorce zépornd, protoze —16y%> — 1 < —1 pro
kazdé y € R. Odtud vidime, ze pro kladnd ¢ blizké k nule je f(D) < 0 = f(A), kdezto pro zdpornd §
blizka k nule je f(D) > 0= f(A). V obecném bodé A € p tedy neni lokdlni extrém, viz obrazek.

3 Tayloriv polynom

Priklad: Urcete Tayloruv polynom 2. stupné

2

a) funkce f(z,y) = T ;y— Y bods A = [2, —1];
22 +y .

b) funkce f(z,y) = pra—y v bodé A = [-3,2];

c) funkce f(z,y) = arctg(xy) v bodé A = [—1, 3];

1+ sin(x)

d) funkce f(z,y) = cos(y)

v bodé A = [—m/4,7/4].

Vysledky:



(x —2)°

a) Ta(myy)=—1—5£—2y+ —(z-2)(y+1)-2(y+1)7%

4 8
b) Tg(x,y):—g_i_% %_ 6(:cl2+53)2 - 13(1’4-1?;)5(3/—2) - 6(;,12_52)2;
c) T2($7y)=—arctg3—5)4_?_1_‘;’3_’_27(?0‘5 n* 2(:1:+12)5(y—3) 3(y1(;03)2;
d) Ta(z,y) z—WJFHZ_ (—2+ﬂ)2(y—2§)x/§+ (xJ;j;)Q
e T) (p-T) - 22DV = 8)

4 Funkce definovana implicitné

Piiklad: Ukazte, Ze rovnici In y/22 + y2 — aurctgg = 2 a podminkou ¢(e?) = 0 je implicitné definovand
x

funkce y = (x) proménné x, a vypoctéte derivaci ¢’ (e?). Napiste rovnici tecny ke grafu funkce y = ()
v bodé [e?,0]. Ddle odvod'te vyraz pro ¢”(z), spoctéte ¢”(e?) a v bodé 2o = e? odvod'te z funkce ¢
Tayloruv polynom druhého stupné.

Resend: Voditkem ndm bude prezentace? .
In (:E2 + y2)

Definujme funkei f(z,y) = In/22 + 3% — zaurctgg —2= 5
x
rovnice ekvivalentni se vztahem f(z,y) = 0. Bod A = [x0,y0] = [e?,0] spliiuje f(A) =Ine? —0—2=0.

— arctg(g> — 2, pak je zadand
x

Derivujme
x Yy T+y
w24+y? 2 (Zé + 1) z“+y
Y 1 —r+y
fo(@,y) =

:x2+y2_m<%+l) x2+y2’

obé parcidlni derivace jsou spojité v néjakém okoli bodu A (jmenovatel je kladny v malém okoli bodu
A). Dosazenim zjistime, zZe f;(ez, 0) = —e~2 # 0, tim je ovéfen i tieti pfedpoklad pro existenci implicitné
definované funkce y = () v néjakém okoli bodu e? a s vlastnosti f(z,(z)) = 0 pro = z tohoto okoli.
Urcime derivaci
fald) _ e?

_ -1

@/(62) = fé(A) T 2

a tecnu

y=¢'(e*)(@—e*) +p(e?) =x ¢

7 ptedchoziho vime, ze

falzy)  xty
fizy) -y

Pak ¢"(z) ziskdme opétovnym derivovanim vyrazu (1) s tim, ze y je funkel z a v/ = ¢/(z) = ¢'(x)

¢'(z) =

S (z) = <x+y>': I+y)z—y - (+y)(d-y) _ <1+%> (@—y) = (z+y) (1—%>

T —y (x —y)? (z —y)?
xT 2 T 2
Loyt S aoy S oy @y’ 2024y
(x —y)? (. —y)? (x—y)3 (x —y)?

‘https://mat.fsv.cvut.cz/chleboun/JCh_vyuka/101MM2G/MM2G_8predn-derivace . pdf
Pozor, pii kopirovani odkazu se mohou zménit nékteré specidlni znaky, adresa je pak nespravna a objevi se chybové hlaseni
0 neexistujici strance.



2
Dosazenim z = e a y = 0 obdrzime ¢ (e?) = 2

Pokud by cilem bylo jen spoéitani ¢ (e?), tak staéi dosadit hned do vyrazu s 4/, nebot ' = ¢/ (e?) =
¢'(e?) = 1, jak jiz vime. Vskutku

e’ — e? —
ey~ (LEDE 9-@r0u-n_2

(e? e?

Ziskané derivace muzeme vyuzit k sestrojeni Taylorova polynomu 715, jenz v okoli bodu = = e
aproximuje funkci ;

2

2 1
To(z) =0+ 1(z — e?) + — 502 (xr—e)=z—c+ e—Q(x —e?)2,

tefna Tavl. pol st 2 |

vistevnice

5 Ortogonalizace a aproximace funkci

1
Piiklad:® a) Nejproe k systému funkei {, x, x2} urcete na intervalu (1, 2) systém funkei ortogondalnich
T

vzhledem ke skaldrnimu soucinu (f, g) fl x)dz. Za prvni ortogonalni funkci zvolte 1/x, pak
ortogonalizujte x, nakonec x2. Integrujte presne a uvedte postup vypoctu. Rada: Zde i v b) a c) se
nékteré diléi vypocty (integrace) mohou opakovat, vyuzijte jiz diive vypoctené mezivysledky.

b) Potom ze ziskané trojice ortogonélnich funkei vyberte jen dvé proni funkce (tj. neobsahujici kva-
draticky élen 22). S uzitim téchto dvou ortogondlnich funkci metodou nejmensich étvercii na daném

Inz
intervalu aproximujte funkci y(x) = —— funkei yap,,. Pocitejte presné, kalkulacku pouzijte az v iplném
x

1
zaveru, kdy yapr upravte na tvar yap, = a— + Sz s (kalkulackovymi) redlnymi ¢isly a a 3.
x

5Zadéni ze zkousky 14. 6. 2023.



21In?z In?2

¢) S vyuzitim (y,y) = / 5 dr = ——5 —In2+1. Vypoeitejte chybu aproximace ||y —Yapr||£2(0,2)-
1T '

Chybu nemusite vyjadfovat pfesnym vyrazem, postaci jeho vyéisleni pomoci kalkulacky.

d) Vypoctéte I = f12 y(z) dz presnou integraci. Potom I aproximujte hodnotou I, ziskanou nume-
rickou integraci lichobéznikovou metodou s krokem h = 1/4. Odhadnéte shora (viz oficidlni tahak pro
MM2G) hodnotu |I — Ir| a srovnejte odhad se skute¢nou hodnotou |I —I1,|. V odhadu je mj. nutné urcit
maximum absolutni hodnoty druhé derivace, vysvétlete, jak jste toto maximum nalezli. Rada: Zamyslete

se nad tieti derivaci.

Resend: a) Ozna¢me zadané funkce po fadé ug, us, us. Za vychozi ortogonalni funkci zvolme

’al =u; =1/x ‘ Hleddme Uy = ug + 1y = = + 015, aby platilo

S 21 1 2 1
0 = (u1,u2) = —|z+ec— | dr= l+ca— | dz
1 T xr 1 X

112 1 1
:1+C1[—x} =1—c1[2—1]:1+012:>61:—2:> U =2 — — |
1

Nyni u3 = ug + diuy + dotis a vztahy

2 9 2 2) 2
0 = (ug,us) = (ug,us) + do(ug, uz) = / (ﬂ? — > 22 dz + dg/ (ZL‘ — ) dx
1 1

2 4
x3—2x)dx+d2/ <a:2—4+2> dx
1 a

3 2372 1 3 7 3 1
22 i (1] —a4as ) =24 dy (L —2) =2 +dy=
e ([5] aest) - Fean(f-2) - 3o

I
| — |
| 8
| I —
— o

. 19 2 9 31
vedou k U3:m2_3x_4(x_37>:$2_4x+2x'

b) MNC: Soustava linedrnich algebraickych rovnic pro Yapr = C1U1+C2Uz se diky ortogonalité redukuje

na (ﬂz,ﬂl)az = (y,ﬁi), 1= 1,2.
V predchozich mezivysledcich se uz objevilo (jako integraly u ¢; a da)

10



~ 1 - 1
(Ulaul) = 5 a (u2,u2) = §'
2 1 2
1 = =2 1
R A o i B L
1 T 'U:? 'U:—E X 1
11 2—1—1
- _T1p -
2 2’
2 2
~ 1 2 2
(y,u2)=/ M(:L‘—) d:U:/ lnx<1—2> dz
1 X X 1 X
1
u=Inz u ==
_ T
- 2 2
v=1-— 5 V=24 =
T T
2\ 12 21 2 2 2
:{lnx<x+>} —/ <x+> da::31n2—/ <1+2> dx
A 1 1 X e 1 e
1
:3ln2—1—2§:31n2—2
Maticovée

o N =
W= O

1 2 13—-191n2
Yapr(2) = (1 —ln2); +(—6+91n2) (:L‘— x) = %

1
Yapr () = 0, 2383246252 — 0, 16979643;.

¢) K odhadu chyby potfebujeme

21
21n?x u=In’z o = — ln x
(y,y) = 5 do = 1 b=
1 x 'U/:— V= ——
2 x
/ 1 2
u=Inz u=-— In22 Inx
N e e
’U,:—Q V= —— 2 & 1 1
T T

In22
== - In2+1~0,0666263124

T 1
atake [ LT 02 _§ln2 T3] ~0,06601220.

) = —%1112—!—% feseni L = In2
(&) - 3ln2 —2 ’ —6+91n2 )

+(9In2 — 6)z.

Pak ||y — Yapr 12(0.2) = +/0, 06662631 — 0,06601220 = +/0, 00061411 = 0, 02478124291,

t=Inzx xr=1, = t=0

lnx
d) I = =
) / dt:@, r=2 = t=1In2
x

Tedy I ~ 0,2402265070.
Hodnoty funkce y v bodech sité (1,5/4,3/2,7/4,2) jsou
(0,41n(5/4)/5,21n(3/2)/3,41n(7/4)/7,1n(2) /2)
In(3) (3 W) mE
o I = n(4) n H(2) n(4) + 111(6) ~ 0,2354730397.
|I — Ir| =0,2402265070 — 0,2354730397| = 0,0047534673.

—-3+21
K odhadu chyby potiebujeme (viz oficidln{ tahdk) y”(z) = ¥
x
11-61
Je to na [1,2] zdpornd funkce a je rostouci, nebot 3" (x) = 74]”
x

zédpornd a klesajici. Tedy maxima |y”(z)| se na [1,2] nabyvé v x = 1.

11

In2 +2 In2 n29
= tdt = | — = —.
0 2, 2

> 0 na [1,2], pfestoze —61Inz je



211 11, 1
Pak |R),| < ——— — M) = ——3 = — ~ 0,015625.
ok [Rn] < 5= e (@) = 35963 = 53 ¥ 0

Odhad 0,015625 je vétsi nez skuteéna chyba 0,0047534673.

Pi#iklad: Na intervalu I = [—2,2] jsou ddny funkce @1 = 1+ = a s = 2. Metodou nejmensich étverct
aproximujte na I funkci g = 2. Spocitejte velikost chyby aproximace.

Mezivysledky a vysledky: Bez ortogonalizace, rozsifena soustava

28 16 64
3 3 5
16 6 | 250
3 5 7
o . 12 12
s feSenfm (—12/35,3)Y, tj. gapr = 322 — T )
S ortogonalizaci. Ortogondlni systém < 1 + z, 22 — -T = 7}. Rozsitend soustava
28 64
_ 0 J—
3 5
1024 1024
105 35
48 4 4 12 12
s feSenfm (48/35,3)Y, gapr = g(a: +1)+3 (:U2 7 7) =322 — =r " 5
5
Jiny ortogonalni systém {1'2, —ExQ +x+ 1}.
64 256
R 0 _
5 7
, 64| 20
9 105

s fesenim (20/7, —12/35)T.

13312
Norma ||g — gapr||Lz(_2’2) = 1/71575 ~ 2,907243280.
2 4

Piiklad: Na intervalu I; = [—3,3] jsou dény funkce ¢g = 1, p1 = =z + 2, 92 = 2° —z a p3 = 2.
Vytvotte z nich ortogonalni systém, pfi ortogonalizaci postupujte od ¢g k 3. Varianta: totéz na intervalu
I, =0,3].

54 243
Vysledky: Na I: {1,:5,1‘2 -3, 24— 7.%2 + o [
S 1080, 861,20

3
Na Io: {l,x—z,x2—3x+2,x 7 T 3530 35

6 Vrstevnice a spadnice

Piiklad: Pro funkci f(z,y) = 222 + y* — 42 — 4y + 6

a) urCete typ kiivek, které tvoii vrstevnice; vrstevnice nacrtnéte; vypoctéte souradnice pruseciku
vrstevnice odpovidajici kété v € R se soufadnymi osami;

b) sestavte a vyfeste diferencidlni rovnici prumétu spadnic v roviné zy, pruméty spadnic nacrtnéte
(nezapomerte na specidlni pripad(y)!).

12



Vysledky:
a) Upravme f(z,y) =222 +y? — 4o — 4y +6 =2(z — 1)% + (y — 2)%

—9)2
Po tpravé 2(z — 1) + (y — 2)> = v na (x — 1)? + -2° = — vidime, ze vrstevnice jsou elipsy se

2 2
stfedem v bodé [1,2].
Pruseciky s osami. Je-li z = 0, pak |y — 2| = Vv —2, tj. y = 2 £ /v — 2, ale jen pro v > 2. Je-li

y=0,pak [z — 1] =+/(v—4)/2,tj. z =1+ /(v —4)/2, ale jen pro v > 4.

b) Diferencidln{ rovnice priméti spadnic f;(x,y)y'(x) = f,(2,y). Po dosazeni parcidlnich derivaci
2(x — 1)y = (y — 2)%2. Vidime, 7e y(z) = 2 je feSeni, primétem spadnice je pifmka y = 2. Dalsf
feSeni hleddme metodou separace proménnych, tj. nejprve od diferencidlni rovnice prejdeme k rovnosti
integralu, pak integrujeme a vyjddiime (pokud to jde) y jako funkci proménné z:

dy
dr—1)—=2(y—2
1 1 1
— dy == dz,

y—2Y T 9r 1

1 1 1

. dy=-[——a
/y—2 Y 2/3;—1 *

1

ln|y—2|:§ln|$—1\+01, Cy € R,

Inly — 2| =In(Cy/|z - 1), C >0,

y—2=C\lr—1], C>o0. 2)

Vyraz (2) upravime® s pfihlédnutim k mnozindm

| x (=00,2], y=2-CV1-uz,
| % [2,00), y=2+CV1—u,
(—0,2], y=2-CvVz—1,
[2,00), y=2+4CVz—1.

Obrézek ukazuje vrstevnice (hnéda, pferusovand) a pruméty spadnic: v M; Cervend, z < 1 a y < 2;
v Ms magenta, r < lay>2;v Mgzelend, z>1ay<2;v My modra, z >1ay> 2.

Z rovnice, kterd byla odvozena za piedpokladu, ze prumeét spadnice je grafem funkce y = y(z),
nedostaneme priuméty spadnic, které jsou kolmé na osu z.” Nicméné primét spadnice dany vztahem z = 1
(Cerné, prerusované) snadno ziskdme z obrazku vrstevnic. Jde vlastné o limitni piipad parabolickych
prumétu spadnic.

STrochu jiny postup preferuje pan kolega Milan Boffk. V absolutni hodnoté na levé strané (2) je &fslo bud’ kladné, nebo
zdporné (pfipomenme, Ze piipad y = 2 jsme uz zpracovali). Je-li kladné, lze levou absolutni hodnotu bez dalsich tprav
odstranit. Je-li zdporné, Ize levou absolutni hodnotu odstranit s tim, Ze na pravé strané uvazujeme konstantu —C. Obé
moznosti muzeme sjednotit zavedenim konstanty K € R

y—2=K/|z—1],
y=2+K|z—1].
Pii K = 0 jsme dokonce ziskali i ono konstatni feseni y = 2. Misto ¢tyf pitipadid M, ..., M4y dostaneme jen dva
M, = (—00,1], y=2+KV1—2z a M, = [1,00), y=2+4+KvVr—1,

kde K € R.
"Takové praméty bychom dostali z rovnice odvozené za piedpokladu = = z(y), aviak neziskali bychom priméty spadnic
kolmé na osu y.

13
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Pi#iklad: Pro funkci f(z,y) = 2% + o3
a) napiste obecné rovnice vrstevnic; vrstevnice nacértnéte; vypoctéte souradnice pruseciku vrstevnice
odpovidajici kété v € R se soufadnymi osami;
b) sestavte a vyfeste diferencidlni rovnici prumétu spadnic v roviné zy, prumeéty spadnic nacrtnéte

(nezapomente na specidlni piipad(y)!).

Vysledky:
a) Implicitni funkci 22 + y* = v lze v tomto pifpadé vyjadiit i explicitné

y = Vv — 22, kde x € R. Priiseéik s osou y v bodé [0, ¢/v], priiseciky s osou z pouze pro v > 0, a to v
bodech [—+/v,0] a [y/v,0], pro v = 0 splyvaji v jeden bod dotyku s osou z.

b) Diferencidln{ rovnice priméti spadnic f; (v, y)y'(x) = f,(z,y). Po dosazeni parcidlnich derivaci
22y = 3y?. Vidime, ze y(x) = 0 je feeni, primétem spadnice je osa x. Dal§f fegeni hleddme metodou
separace proménnych, tj. nejprve od diferencidlni rovnice pfejdeme k rovnosti integralu, pak integrujeme

14



a vyjadiime (pokud to jde) y jako funkci proménné z:

dy 2
922 =3
xdx y?
2 3

2
/Zdy:/?)dx,
Yy T

—2 :3ln\x]+01, C1 e R,

1
—2= =In(|z|*) +InCs, C3 >0,
—2= = In(Cylz?),

” (Calz[”)

_2; — 3In(3/Cola)),

- 3)

Y T3 m(YCola])
Vyraz (3) uz dava dobrou piedstavu o pritbéhu a definiénim oboru® fegeni, avsak bude vhodné se zbavit
absolutni hodnoty tim, ze kladnost sou¢inu /Cs|z| zajistime kladnosti nebo zdpornosti konstanty na

misté 7/ Cs.

2
Pro C <0 je y(z) = “3In(Ca)’ kde z € (—o0,1/C) nebo x € (1/C,0).
Pro C >0 je y(x) = _3111(26’93)’ kde z € (0,1/C) nebo x € (1/C, c0).

Vidime, ze pro kazdé C' € R\ {0} m4 feeni dvé vétve.

Obrézek ukazuje vrstevnice (hnédd) a pruméty spadnic: pro C = —0,6 (modrd, x < 0), C = 0,6
(modrd, z > 0), C = —1 (zelend, z < 0), C =1 (zelend, x > 0), C = —2 (Cervend, z < 0), C = 2
(Cervend, x > 0), pro C' = —5 (magenta, x < 0), pro C =5 (magenta, x > 0).

Svisld asymptota prumétu spadnic (pro pevné C € R\ {0}) je x = 1/C, vodorovna asymptota je
osa x.

Prumétem spadnice, ktery neodvodime z rovnice, je osa y.

8Nesmi byt z = 0 a ¢/Ca|z| = 1.
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7 Linearni obycejné diferencialni rovnice druhého radu

7.1 Homogenni rovnice s konstatnimi koeficienty

Piiklad: Vyfeste Cauchyovu tlohu y” + 6y’ = 0, y(0) = 2, 4/(0) = 6.

Resend: Charakteristicky polynom A2 + 6\ = 0 ma kofeny A\; = 0 a Ay = —6. Z teorie vime (viz
napf. oficidln{ tahdk pro MM2G), ze fundamentélni systém tvoif funkce y; = eM? = 1 a yp = 2% = ¢ 767,
Obecné Fesent: y(x) = 1 + coe %% 2 € (—00,0), c1,c2 € R.
7 pocatecnich podminek odvodime rovnice pro ¢y a ca:
y(0) =1+ e " E2,
Y (0) = —6ese767| = —6ey L™ 6.
Odtud ¢; = 3, c2 = —1 a fesen{ C. tilohy y(x) = 3 — e % 2 € (—00,00). Spravnost fesen{ lze ovéfit

jednoduchou zkouskou, tj. dosazenim funkce y do zadané rovnice a téz ovérenim splnéni pocatecnich
podminek.

Pi#iklad: Vyfeste Cauchyovu tlohu y” — 6y’ + 9y = 0, y(2) = €7, y/(2) = €°.

Reseni: Charakteristicky polynom A2 — 6\ + 9 = 0 méd dvojndsobny kofen A = 3. Z teorie vime (viz
napf. oficidlni tahdk pro MM2G), Ze fundamentaln{ systém tvoii funkce y; = M = 3% a yy = ze’* =
ze3®, Obecné fesent: y(x) = c1e3® + cowe®®, x € (—00, ), c1,c2 € R.

7 pocatecnich podminek odvodime rovnice pro c; a co:
y(2) = c1e% + cp2eb caddno .7 c1+ 2co = e,
Y (2) = (€13¢%" + c2e3* + cp0:3¢%7) |m22 = (3¢1 + Tco) €8 addno 6 3ey 4 Tep = 1.
Odtud ¢; = Te — 2, ca = 1 — 3e a feseni C. tlohy y(x) = (7Te — 2+ x — 3ex)e?®, x € (—o0, 00).

Piiklad: Vyteste Cauchyovu ulohu y” — 4y’ 4+ 20y = 0, y(0) = 1/2, /(0) = 9.
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Resend: Charakteristicky polynom A? — 4\ + 20 = 0 mé komplexné sdruzené kofeny A\; = 2 —4i a \p =
2 4 4i. Z teorie vime (viz napf. oficidlni tahdk pro MM2G), ze fundamentalni systém tvoii funkce y; =
e?® cos 4z a Yo = €2 sin 4x. Obecné feseni: y(r) = c1e?* cosda + ce?*sindx, z € (—00, ), c1,c2 € R.
7 pocatecnich podminek odvodime rovnice pro c; a co:
zadano
y(()) =t = 9
¥/ (0) = ((—4c1 sinda + 4ep cos4x) €2 + (1 cos da + ¢z sin 4x) 2e27) |m:0 — 2¢; + dey P09

1
Odtud ¢; = 5 2= 2 a fesen{ C. tlohy y(z) = (3 cosdx + 2sindx) €®®, z € (—00, 00).

7.2 Metoda redukce radu
Piiklad: Vyieste Cauchyovu tlohu (1 — z2)y” — 2zy’ + 2y = 0, y(0) = —2, ¥/(0) = 1, jestlize vite, ze
funkce y(x) = = vyhovuje diferencidlni rovici.”
Resend: Rovnici je zapotiebi prevést do tvaru, v némsz je koeficient u 3 roven jedné:
2x 2
1 /
1—27 + 1— a2

N——
p(z)

=0.

Z upraveného tvaru ihned vidime podminku |z| # 1. Odtud vznikaji tfi podintervaly redlné osy, a to
I = (—o0,—1), Iy = (—1,1) a I3 = (1,00). Defini¢ni obor hledaného fegeni bude lezet'® v intervalu I,
nebot bod, v némz jsou zaddny pocdteéni podminky, lez{ v intervalu Io.

Pfi vypoctu druhého (tj. linedrné nezévislého) teseni yo postupujeme podle napi. oficidlniho tahdku
pro MM2G:

— 72

v(z) = /p(x) dz = / 1—2x dz =In|1 — 2% = In(1 — 2?), (4)

_ v(z) _ —In(1—x2) 1
u(z) =e e T2
(z) = /u(m) dx—x/l_lgﬁzda:rozkladx/ldx—x/ dx
yE =0 yi(z) x? B x? x?—1
1 =z, |z—1 z, 11—z z, 1+
T 211x+1‘ 2 et RS (5)

v (4) a (5) jsme pii odstraniovani absolutni hodnoty vyzili toho, ze x € Is.

1
+x>,ﬂf€_[2, c1,c0 € R.
1—z

Obecné fesent: y(z) = c1z + 2 (—1 + gln
Urceni parametru ¢y a co:
y(0) = —cz " =2 = ¢y =2,
=

1 14+
"(0) = — 11 In...)

pti vypoctu 3/ (0) neni nutné derivovat az do uiplného konce, nebot ¢€len z(In...)" je pro # = 0 roven

zadéano
=1

)

nule.
. , 14z
Reseni Cauchyovy ulohy: y(z) = x <1 +In 1

)—er@&@)

— T

7.3 Rovnice se specialnimi nekonstatnimi koeficienty
Piiklad: Vyfeste Cauchyovu tlohu 22y” + 72y’ + 4y = 0, y(1) = -2, ¢/(1) = —1.

Resent: Reseni hleddme ve tvaru y(x) = 2%, viz oficidln{ tahdk pro MM2G. Po dosazeni do rovnice a po
tipravé dostaneme 2°(s% +6s+4) = 0. Rovnost m4 platit pro véechna z z néjakého intervalu (definiéniho

9Jde jen o rovnici, nikoli o poéiteéni podminky. Ty funkce y(z) = x zfejmé nespliuje.
10Prozatim nevime, zde hledané feseni bude definovdno na celém intervalu I nebo jen na jeho ¢asti.
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intervalu fesenf), coz miize nastat jen tehdy, pokud s% +6s+4 = 0. Odtud s; = —3 — /5, so = —3+ /5.
Fundamentalni systém tedy sestéva z funkef yy(z) = 2737V5 a yy(x) = 23+V5.

Obecné fesen y(z) = c1273V5 4 2735 nds zajima na intervalu (0, 00), nebot v ném lez bod, v
némz jsou zadany pocatecni podminky:.

7 pocétecnich podminek dostaneme rovnice ¢; + ¢z = 1 a (=3 — v/5)e; + (=3 +1/5)ca = —1, z nich

1 1
nakonec feseni Cauchyovy tlohy: y(x) = (2 — ?) 3V 4 (2 + ?) 93_3+‘/5, z € (0,00).

Piiklad: Vyfeste Cauchyovu dlohu 2?y” + 7zy’ + 9y = 0, y(1) = 2, ¢/(1) = —1.

Resend: Stejnym postupem jako v predchozim pifkladu odvodime rovnici s2+6s5+9 = 0 s dvojndsobnym
kofenem s = —3. Jedno fesen{ tedy je y;(x) = 273 (pro = # 0), druhé nalezneme metodou redukce fadu,
soustfedime se na interval (0, 00).

. , .y w1
Nejprve upravime rovnici na tvar y” +— ¢’ + Y= 0.
T T

~~
p(z)

v(x):/p(x)dx:/idm:’?ln]:d:7ln:v, (6)

u(x) _ e—v(z) _ e—7ln:c _ .%'_7,
u(x) P 5 [1 Inz
yg(:c):yl/y%(x)dx:x /ﬁdx:m ;dx:?, (7)
v (6) a (7) jsme vyuzili toho, ze x > 0.
1 1
Obecné tesen: y(z) = c1— + CQL;:, x > 0.
x x 3
7 pocatecnich podminek dostaneme rovnice ¢; = 2 a —3¢; + co = —1, tj. co = 5. ResSeni Cauchyovy
) 24+5Inzx
lohy: y(z) = ———, = > 0.
x

Piiklad: Vyfeste Cauchyovu tlohu 22y” + 72y’ + 9y = 0, y(—1) = 2, y/(—1) = —1.

Resend: Oproti predchozimu pifkladu je zménén jen bod, v némz jsou zadény pocateéni podminky. Opét
dostaneme jedno feseni y1 (z) = 273, ale tentokrat se zaméifme na interval (—oo, 0). Druhé fesen{ ziskdme
metodou redukce fadu, pii upravach vyuzijeme toho, ze x < 0.

o(z) = /p(x) do = / g do = Tln|z| = 7ln(—2),

u(l‘) _ e—v(z) _ e—?ln(—z) _ (_1,)—7 _ _$—7’
u(x) P A 5 [1 In(—x)
y2($)_y1/y%($)dx—x / poe dr = —x ;dx:— et
1 In(—
Obecné fesen: y(z) = c1— + CQLE;E), x < 0.
T x .
7 pocatecnich podminek dostaneme rovnice —¢; = 2 a —3c¢1+co = —1, tj. co = —7. ReSeni Cauchyovy
) 24 7In(—x)
tilohy: y(z) = ————5—7, 2 <0.
x
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