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Úvod

Původně byly z několika př́ıklad̊u sestaveny dva soubory. V jednom byly př́ıklady s podrobným řešeńım,
v druhém př́ıklady jen se stručně zachycenými hlavńımi kroky řešeńı nebo jen s výsledkem. Toto
uspořádáńı se mi však postupem času začalo jevit jako nepraktické, proto jsem př́ıklady sloučil do jed-
noho souboru — sb́ırky — a ještě několik málo př́ıklad̊u přidal.

Též přibyla krátká stat’ o komplexńıch č́ıslech, protože jen část posluchač̊u se s nimi setkala na
středńı škole. Je pravda, že v tématech matematiky pro geodety na komplexńı č́ısla nenaraźıme, snad
jen s výjimkou kořen̊u charakteristického polynomu, nicméně mı́t aspoň základńı ponět́ı o komplexńıch
č́ıslech patř́ı k intelektuálńı výbavě posluchač̊u a posluchaček vysoké školy technického zaměřeńı.

Uv́ıtám, když mě čtenáři upozorńı na chyby, a t́ım napomohou vylepšeńı sb́ırky. Za upozorněńı
na závažný překlep děkuji M. Boř́ıkovi.

1 Komplexńı č́ısla

Komplexńı č́ıslo má tvar α = a + ib, kde a a b jsou
reálná č́ısla a i je imaginárńı jednotka, pro niž plat́ı

i2 = −1, i3 = −i, i4 = 1.

Reálné č́ıslo a se nazývá reálná část č́ısla α, reálné
č́ıslo b se nazývá imaginárńı část č́ısla α. Je-li a = 0,
nazýváme α ryze imaginárńım č́ıslem. -
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Množinu komplexńıch č́ısel znač́ıme C, množinu reálných č́ısel znač́ıme R.
Sč́ıtáńı a násobeńı komplexńıch č́ısel — dle pravidel pro úpravu algebraických výraz̊u:

(a1 + ib1) + (a2 + ib2) = (a1 + a2) + i(b1 + b2),

(a1 + ib1)(a2 + ib2) = (a1a2 − b1b2) + i(a1b2 + a2b1).

Např́ıklad1

−2 + 4i + 7− 5i = 5− i,

(−2 + 4i)(7− 5i) = −14 + 28i + 10i− 20i2 = 6 + 38i.

Č́ıslu a− ib ř́ıkáme č́ıslo komplexně sdružené k č́ıslu α = a+ ib, komplexńı sdruženost označujeme α.
Pro komplexńı č́ısla α, β, γ plat́ı

(α+ β) = α+ β, αβ = αβ,

(
α

γ

)
=
α

γ
,

kde γ 6= 0.
Absolutńı hodnotou komplexńıho č́ısla α = a + ib nazýváme reálné č́ıslo |α| =

√
a2 + b2. Např́ıklad

|3− 4i| =
√

32 + (−4)2 =
√

25 = 5.
Převrácená hodnota komplexńıho č́ısla a + ib je komplexńı č́ıslo 1/(a + ib). Tento tvar č́ısla nám

však nedává dobrou představu o reálné a imaginárńı složce převrácené hodnoty, proto je žádoućı vhodná

úprava. Je založena na vynásobeńı hodnotou 1 zapsanou ve tvaru zlomku
a− ib

a− ib
. Pak

1

a+ ib

a− ib

a− ib
=

a− ib

a2 + b2
.

Konkrétně např́ıklad
1

3 + 4i
=

3

25
− 4

25
i.

1Při zápisu komplexńıch č́ısel se často setkáváme s t́ım, že v neč́ıselném zápisu a + ib imaginárńı jednotka i předcháźı
proměnnou, tj. b, kdežto u č́ıselného zápisu je tomu naopak, např. 5− 7i.
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S pod́ılem dvou komplexńıch č́ısel si porad́ıme stejným zp̊usobem:

c+ id

a+ ib
=
c+ id

a+ ib

a− ib

a− ib
=

(c+ id)(a− ib)

a2 + b2
.

Konkrétně např́ıklad

2− 3i

3 + 4i
=

(2− 3i)(3− 4i)

(3 + 4i)(3− 4i)
=

6− 8i− 9i + 12i2

32 − (4i)2
= − 6

25
− i

17

25
.

Úpravou tedy dostáváme komplexńı č́ıslo ve tvaru p+iq, kde p a q ovšem mohou být reálná č́ısla ve tvaru
zlomk̊u.

Nenulová komplexńı č́ısla lze psát v goniometrickém tvaru

α = a+ ib = r(cosϕ+ i sinϕ) = reiϕ,

kde r = |α| a úhel ϕ (viz2 obrázek) je dán (až na celé násobky 2π) vztahy

cosϕ =
a√

a2 + b2
, sinϕ =

b√
a2 + b2

.

Výhodou goniometrického vyjádřeńı je snadné násobeńı komplexńıch č́ısel, nebot’ pro α1 = r1(cosϕ1+
i sinϕ1) a α2 = r2(cosϕ2 + i sinϕ2) plat́ı, že

α1α2 = r1r2[cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)].

Daľśı informace např́ıklad v [1, Kapitola 1.6]).

2 Lokálńı extrémy funkćı

Př́ıklad: Určete lokálńı extrémy funkce f(x, y) = (x− 1)2 e2x + (y − 3)2 + 5.

Řešeńı: Funkce je definována v celé rovině xy. Nejprve najdeme stacionárńı body, tj. body, v nichž je
∇f(x, y) = (0, 0). Derivováńım odvod́ıme

f ′x(x, y) = 2 (x− 1) e2x + 2 (x− 1)2 e2x = 2 e2xx (x− 1) ,

f ′y(x, y) = 2y − 6.

Soustava

2 e2xx (x− 1) = 0,

2y − 6 = 0

má dvě řešeńı, a to xA = 0, yA = 3 a xB = 1, yB = 3. Stacionárńı body tedy jsou A = [0, 3] a B = [1, 3].
Nyńı spočteme druhé derivace

f ′′xx(x, y) = 2 e2x + 8 (x− 1) e2x + 4 (x− 1)2 e2x =
(
4x2 − 2

)
e2x,

f ′′yy(x, y) = 2,

f ′′xy(x, y) = 0

vystupuj́ıćı v matici M(x, y) =

(
f ′′xx(x, y) f ′′xy(x, y)

f ′′xy(x, y) f ′′yy(x, y)

)
. V bodech A a B vyhodnot́ıme determinanty D1

a D2 matice M , viz přednášku.3

2Toto mı́sto je mi př́ıležitost́ı k výzvě čtenář̊um, aby nepodléhali hromadnému bludu a nepsali za viz tečku. V angličtině
se ṕı̌se viz., ale význam je zcela odlǐsný. Kdo v českém textu ṕı̌se viz., nedělá si dobrou reklamu.

3Prezentace https://mat.fsv.cvut.cz/chleboun/JCh vyuka/101MM2G/MM2G 10predn-lokal extr.pdf

Pozor, při koṕırováńı odkazu se mohou změnit některé speciálńı znaky, adresa je pak nesprávná a objev́ı se chybové hlášeńı
o neexistuj́ıćı stránce.
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M(0, 3) =

(
−2 0
0 2

)
, odtud D1(A) = −2 a D2(A) = −4, z čehož plyne, že v bodě A funkce f nemá

extrém, bod A je sedlový bod.

M(1, 3) =

(
2e2 0
0 2

)
, odtud D1(B) = 2e2 a D2(B) = 4e2, z čehož plyne, že v bodě B funkce f má

ostré lokálńı minimum; f(1, 3) = 5.

Př́ıklad: Určete lokálńı extrémy funkce f(x, y) = −1

x
+
x

y
+ y.

Řešeńı: Funkce je definována v rovině xy kromě os x a y. Nejprve najdeme stacionárńı body, tj. body,
v nichž je ∇f(x, y) = (0, 0). Derivováńım odvod́ıme

f ′x(x, y) =
1

x2
+

1

y
=
x2 + y

x2y
,

f ′y(x, y) = − x

y2
+ 1 =

y2 − x
y2

.

Rovnice
x2 + y

x2y
= 0 a

y2 − x
y2

= 0 uprav́ıme na x2 + y = 0 a y2 − x = 0. Z druhé rovnice vyjádř́ıme

x = y2 a dosad́ıme do prvńı rovnice. Nenulové řešeńı rovnice y4 + y = y(y3 + 1) = 0 je y = −1. Z druhé
rovnice x = 1 (z prvńı rovnice se zdá, že by mohlo být i x = −1, ale pak by druhá rovnice neměla reálné
řešeńı; komplexńı řešeńı této úloze nevyhovuj́ı). Stacionárńı bod tedy je A = [1,−1].

Nyńı spočteme druhé derivace

f ′′xx(x, y) = − 2

x3
,

f ′′yy(x, y) =
2x

y3
,

f ′′xy(x, y) = − 1

y2
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vystupuj́ıćı v matici M(x, y) =

(
f ′′xx(x, y) f ′′xy(x, y)

f ′′xy(x, y) f ′′yy(x, y)

)
=

−
2

x3
− 1

y2

− 1

y2

2x

y3

 . V bodě A vyhodnot́ıme deter-

minanty D1 a D2 matice M , viz přednášku.

M(1,−1) =

(
−2 −1
−1 −2

)
, odtud D1(A) = −2 a D2(A) = 4− 1 = 3, z čehož plyne, že v bodě A funkce

f má ostré lokálńı maximum a f(1,−1) = −3.

Př́ıklad: Určete lokálńı extrémy funkce f(x, y) =
(
2y2 − x+ 1

)2
.

Řešeńı: Funkce je definována v celé rovině xy. Nejprve najdeme stacionárńı body, tj. body, v nichž je
∇f(x, y) = (0, 0). Derivováńım odvod́ıme

f ′x(x, y) = 2(x− 2y2 − 1),

f ′y(x, y) = −8
(
x− 2y2 − 1

)
y.

Soustava rovnic 2(x− 2y2 − 1) = 0 a −8
(
x− 2y2 − 1

)
y = 0 má nekonečně mnoho řešeńı, totiž všechny

body [x, y] ∈ R2 splňuj́ıćı x = 2y2 + 1. Tyto body vytvářej́ı parabolu p v rovině xy, tj. graf kvadratické
funkce (y ∈ R je nezávislá proměnná, x je závislá proměnná).

Už to, že ∇f(x, y) = (0, 0) na celé křivce p, dává tušit, že pokud má funkce lokálńı extrém, nebude
ostrý. Též vid́ıme, že p je vlastně vrstevnice o kótě 0.

Pokračujme vyšetřeńım stacionárńıch bod̊u. Nyńı vypoč́ıtáme druhé derivace

f ′′xx(x, y) = 2,

f ′′yy(x, y) = 32y2 − 8
(
x− 2y2 − 1

)
= 48y2 − 8x+ 8,

f ′′xy(x, y) = −8y

vystupuj́ıćı v matici M(x, y) =

(
f ′′xx(x, y) f ′′xy(x, y)

f ′′xy(x, y) f ′′yy(x, y)

)
=

(
2 −8y
−8y 48y2 − 8x+ 8

)
. Zaj́ımá nás matice M

ve stacionárńıch bodech, tj. x nahrad́ıme výrazem 2y2 + 1:

5



M(2y2 + 1, y) =

(
2 −8y
−8y 48y2 − 8(2y2 + 1) + 8

)
=

(
2 −8y
−8y 32y2

)
. Vyhodnot́ıme determinanty D1 a D2

matice M(2y2 + 1, y). Dostaneme D1(y) = 2 a D2(y) = 0, z čehož plyne, že nám věta o postačuj́ıćıch
podmı́nkách pro existenci ostrých lokálńıch extrémů nepomůže. Vystač́ıme však s jednoduchou úvahou.

Povšimneme si, že jestliže [x, y] ∈ R2 \ p, pak f(x, y) > 0. Odtud plyne, že každý bod paraboly p je
bodem lokálńıho neostrého minima a funkce f v něm nabývá hodnoty nula, viz obrázek.

Př́ıklad: Určete lokálńı extrémy funkce f(x, y) =
(
2y2 − x+ 1

)3
.

Řešeńı: Funkce je definována v celé rovině xy. Nejprve najdeme stacionárńı body, tj. body, v nichž je
∇f(x, y) = (0, 0). Derivováńım odvod́ıme

f ′x(x, y) = 3(x− 2y2 − 1)2,

f ′y(x, y) = −12(x− 2y2 − 1)2y.

Soustava rovnic 3(x− 2y2− 1)2 = 0 a −12(x− 2y2− 1)2y = 0 má nekonečně mnoho řešeńı, totiž všechny
body [x, y] ∈ R2 splňuj́ıćı x = 2y2 + 1. Tyto body vytvářej́ı parabolu p v rovině xy, tj. graf kvadratické
funkce (y ∈ R je nezávislá proměnná, x je závislá proměnná).

Už to, že ∇f(x, y) = (0, 0) na celé křivce p, dává tušit, že pokud má funkce lokálńı extrém, nebude
ostrý. Též vid́ıme, že p je vlastně vrstevnice o kótě 0.

Mohli bychom pokračovat vyšetřeńım stacionárńıch bod̊u. Zjistili bychom, že f ′′xx(x, y) = 0, f ′′yy(x, y) =
0, a f ′′xy(x, y) = 0 pro všechny body [x, y] ∈ p a že nám věta o postačuj́ıćıch podmı́nkách pro existenci
ostrých lokálńıch extrémů opět nepomůže.

Zaměřme se na hodnoty funkce f v okoĺı paraboly p. Parabola p je definována předpisem g(x, y) = 0,
kde g(x, y) = x−2y2−1. V bodě [x, y] je vektor normály n(x, y) k parabole p dán takto n(x, y) = (1,−4y).

Ukažme si myšlenku postupu nejprve v jednom bodě, např. A = [1, 0] ∈ p. Pak je n(1, 0) = (1, 0).
Zvolme body B a C lež́ıćı zároveň na normále paraboly p procházej́ıćı bodem A a zároveň ve vzdálenosti
δ > 0 od bodu A. Konkrétně B = A + (1, 0)δ = [1 + δ, 0] a C = A − (1, 0)δ = [1 − δ, 0]. Pak f(A) = 0,
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f(B) = (−δ)3 < 0 a f(C) = δ3 > 0. Vid́ıme, že v jakkoli malém okoĺı bodu A lež́ı bod s hodnotou větš́ı
než f(A) = 0 a bod s hodnotou menš́ı než f(A) = 0. V bodě A tedy neńı lokálńı extrém.

Nyńı stejnou myšlenku aplikujme na obecný bod [x, y] ∈ p a definujme bod D = [x, y] + δn(x, y) =
[x + δ, y − 4yδ] a připust’me δ ∈ R (v okamžiku, kdy δ měńı znaménko, překračuje bod D parabolu p).
Pak (při úpravě využijeme toho, že 2y2 − x+ 1 = 0, nebot’ [x, y] ∈ p)

f(D) =
(
2(y − 4yδ)2 − x− δ + 1

)3
=
(
δ(32δy2 − 16y2 − 1)

)3
.

Necht’ nyńı A = [x, y] ∈ p je libovolný bod na parabole p. Pro hodnoty (at’ kladné nebo záporné)
δ dostatečně bĺızké k nule je hodnota výrazu ve vnitřńı závorce záporná, protože −16y2 − 1 ≤ −1 pro
každé y ∈ R. Odtud vid́ıme, že pro kladná δ bĺızká k nule je f(D) < 0 = f(A), kdežto pro záporná δ
bĺızká k nule je f(D) > 0 = f(A). V obecném bodě A ∈ p tedy neńı lokálńı extrém, viz obrázek.

3 Taylor̊uv polynom

Př́ıklad: Určete Taylor̊uv polynom 2. stupně

a) funkce f(x, y) =
x2 + y

xy
v bodě A = [2,−1];

b) funkce f(x, y) =
x2 + y

x− y
v bodě A = [−3, 2];

c) funkce f(x, y) = arctg(xy) v bodě A = [−1, 3];

d) funkce f(x, y) =
1 + sin(x)

cos(y)
v bodě A = [−π/4, π/4].

Výsledky:
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a) T2(x, y) = −1− 5x

4
− 2y +

(x− 2)2

8
− (x− 2) (y + 1)− 2 (y + 1)2;

b) T2(x, y) = −2

5
+

19x

25
+

6y

25
− 6 (x+ 3)2

125
− 13 (x+ 3) (y − 2)

125
− 6 (y − 2)2

125
;

c) T2(x, y) = −arctg 3− y

10
+

3

5
+

3x

10
+

27 (x+ 1)2

100
− 2 (x+ 1) (y − 3)

25
+

3 (y − 3)2

100
;

d) T2(x, y) = −
(
−2 +

√
2
)√

2

2
+ x+

π

4
−
(
−2 +

√
2
) (
y − π

4

)√
2

2
+

(
x+ π

4

)2
2

+
(
x+

π

4

)(
y − π

4

)
−

3
(
−2 +

√
2
)√

2
(
y − π

4

)2
4

.

4 Funkce definovaná implicitně

Př́ıklad: Ukažte, že rovnićı ln
√
x2 + y2 − arctg

y

x
= 2 a podmı́nkou ϕ(e2) = 0 je implicitně definovaná

funkce y = ϕ(x) proměnné x, a vypočtěte derivaci ϕ′(e2). Napǐste rovnici tečny ke grafu funkce y = ϕ(x)
v bodě [e2, 0]. Dále odvod’te výraz pro ϕ′′(x), spočtěte ϕ′′(e2) a v bodě x0 = e2 odvod’te z funkce ϕ
Taylor̊uv polynom druhého stupně.

Řešeńı: Vod́ıtkem nám bude prezentace4 .

Definujme funkci f(x, y) = ln
√
x2 + y2 − arctg

y

x
− 2 =

ln
(
x2 + y2

)
2

− arctg
(y
x

)
− 2, pak je zadaná

rovnice ekvivalentńı se vztahem f(x, y) = 0. Bod A = [x0, y0] = [e2, 0] splňuje f(A) = ln e2 − 0− 2 = 0.
Derivujme

f ′x(x, y) =
x

x2 + y2
+

y

x2
(
y2

x2
+ 1
) =

x+ y

x2 + y2
,

f ′y(x, y) =
y

x2 + y2
− 1

x
(
y2

x2
+ 1
) =

−x+ y

x2 + y2
,

obě parciálńı derivace jsou spojité v nějakém okoĺı bodu A (jmenovatel je kladný v malém okoĺı bodu
A). Dosazeńım zjist́ıme, že f ′y(e

2, 0) = −e−2 6= 0, t́ım je ověřen i třet́ı předpoklad pro existenci implicitně
definované funkce y = ϕ(x) v nějakém okoĺı bodu e2 a s vlastnost́ı f(x, ϕ(x)) = 0 pro x z tohoto okoĺı.

Urč́ıme derivaci

ϕ′(e2) = −f
′
x(A)

f ′y(A)
= − e−2

−e−2
= 1

a tečnu
y = ϕ′(e2)(x− e2) + ϕ(e2) = x− e2.

Z předchoźıho v́ıme, že

ϕ′(x) = −f
′
x(x, y)

f ′y(x, y)
=
x+ y

x− y
. (1)

Pak ϕ′′(x) źıskáme opětovným derivováńım výrazu (1) s t́ım, že y je funkćı x a y′ = y′(x) = ϕ′(x)

ϕ′′(x) =

(
x+ y

x− y

)′
=

(1 + y′)(x− y)− (x+ y)(1− y′)
(x− y)2

=

(
1 + x+y

x−y

)
(x− y)− (x+ y)

(
1− x+y

x−y

)
(x− y)2

=
2x− x− y + (x+y)2

x−y
(x− y)2

=
x− y + (x+y)2

x−y
(x− y)2

=
(x− y)2 + (x+ y)2

(x− y)3
=

2(x2 + y2)

(x− y)3
.

4https://mat.fsv.cvut.cz/chleboun/JCh vyuka/101MM2G/MM2G 8predn-derivace.pdf

Pozor, při koṕırováńı odkazu se mohou změnit některé speciálńı znaky, adresa je pak nesprávná a objev́ı se chybové hlášeńı
o neexistuj́ıćı stránce.
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Dosazeńım x = e2 a y = 0 obdrž́ıme ϕ′′(e2) =
2

e2
.

Pokud by ćılem bylo jen spoč́ıtáńı ϕ′′(e2), tak stač́ı dosadit hned do výrazu s y′, nebot’ y′ = y′(e2) =
ϕ′(e2) = 1, jak již v́ıme. Vskutku

ϕ′′(e2) =
(1 + 1)(e2 − 0)− (e2 + 0)(1− 1)

(e2 − 0)2
=

2

e2
.

Źıskané derivace můžeme využ́ıt k sestrojeńı Taylorova polynomu T2, jenž v okoĺı bodu x = e2

aproximuje funkci ϕ;

T2(x) = 0 + 1(x− e2) +
2

2e2
(x− e2)2 = x− e2 +

1

e2
(x− e2)2.

5 Ortogonalizace a aproximace funkćı

Př́ıklad:5 a) Nejprve k systému funkćı

{
1

x
, x, x2

}
určete na intervalu 〈1, 2〉 systém funkćı ortogonálńıch

vzhledem ke skalárńımu součinu (f, g) =
∫ 2

1 f(x)g(x) dx. Za prvńı ortogonálńı funkci zvolte 1/x, pak
ortogonalizujte x, nakonec x2. Integrujte přesně a uved’te postup výpočtu. Rada: Zde i v b) a c) se
některé d́ılč́ı výpočty (integrace) mohou opakovat, využijte již dř́ıve vypočtené mezivýsledky.

b) Potom ze źıskané trojice ortogonálńıch funkćı vyberte jen dvě prvńı funkce (tj. neobsahuj́ıćı kva-
dratický člen x2). S užit́ım těchto dvou ortogonálńıch funkćı metodou nejmenš́ıch čtverc̊u na daném

intervalu aproximujte funkci y(x) =
lnx

x
funkćı yapr. Poč́ıtejte přesně, kalkulačku použijte až v úplném

závěru, kdy yapr upravte na tvar yapr = α
1

x
+ βx s (kalkulačkovými) reálnými č́ısly α a β.

5Zadáńı ze zkoušky 14. 6. 2023.
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c) S využit́ım (y, y) =

∫ 2

1

ln2 x

x2
dx = − ln2 2

2
−ln 2+1. Vypoč́ıtejte chybu aproximace ‖y−yapr‖L2(0,2).

Chybu nemuśıte vyjadřovat přesným výrazem, postač́ı jeho vyč́ısleńı pomoćı kalkulačky.
d) Vypočtěte I =

∫ 2
1 y(x) dx přesnou integraćı. Potom I aproximujte hodnotou IL źıskanou nume-

rickou integraćı lichoběžńıkovou metodou s krokem h = 1/4. Odhadněte shora (viz oficiálńı tahák pro
MM2G) hodnotu |I− IL| a srovnejte odhad se skutečnou hodnotou |I− IL|. V odhadu je mj. nutné určit
maximum absolutńı hodnoty druhé derivace, vysvětlete, jak jste toto maximum nalezli. Rada: Zamyslete
se nad třet́ı derivaćı.

Řešeńı: a) Označme zadané funkce po řadě u1, u2, u3. Za výchoźı ortogonálńı funkci zvolme

û1 = u1 = 1/x . Hledáme û2 = u2 + c1û1 = x+ c1
1

x
, aby platilo

0 = (û1, û2) =

∫ 2

1

1

x

(
x+ c1

1

x

)
dx =

∫ 2

1

(
1 + c1

1

x2

)
dx

= 1 + c1

[
−1

x

]2

1

= 1− c1

[
1

2
− 1

]
= 1 + c1

1

2
⇒ c1 = −2 ⇒ û2 = x− 2

x
.

Nyńı û3 = u3 + d1û1 + d2û2 a vztahy

0 = (û1, û3) = (û1, u3 + d1û1) =

∫ 2

1

1

x

(
x2 + d1

1

x

)
dx =

∫ 2

1

(
x+ d1

1

x2

)
dx

=

[
1

2
x2

]2

1

+ d1
1

2
=

3

2
+ d1

1

2
⇒ d1 = −3,

0 = (û2, û3) = (û2, u3) + d2(û2, û2) =

∫ 2

1

(
x− 2

x

)
x2 dx+ d2

∫ 2

1

(
x− 2

x

)2

dx

=

∫ 2

1

(
x3 − 2x

)
dx+ d2

∫ 2

1

(
x2 − 4 +

4

x2

)
dx

=

[
x4

4

]2

1

− 2
3

2
+ d2

([
x3

3

]2

1

− 4 + 4
1

2

)
=

3

4
+ d2

(
7

3
− 2

)
=

3

4
+ d2

1

3

⇒ d2 = −9

4

vedou k û3 = x2 − 3
1

x
− 9

4

(
x− 2

x

)
= x2 − 9

4
x+

3

2

1

x
.

b) MNČ: Soustava lineárńıch algebraických rovnic pro yapr = c1ũ1+c2ũ2 se d́ıky ortogonalitě redukuje
na (ûi, ûi)ai = (y, ûi), i = 1, 2.

V předchoźıch mezivýsledćıch se už objevilo (jako integrály u c1 a d2)
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(û1, û1) =
1

2
a (û2, û2) =

1

3
.

(y, û1) =

∫ 2

1

lnx

x2
dx =

∣∣∣∣u = lnx u′ = 1
x

v′ = 1
x2

v = − 1
x

∣∣∣∣ = −
[

1

x
lnx

]2

1

+

∫ 2

1

1

x2
dx

= −1

2
ln 2 +

1

2
,

(y, û2) =

∫ 2

1

lnx

x

(
x− 2

x

)
dx =

∫ 2

1
lnx

(
1− 2

x2

)
dx

=

∣∣∣∣∣∣∣
u = lnx u′ =

1

x

v′ = 1− 2

x2
v = x+

2

x

∣∣∣∣∣∣∣
=

[
lnx

(
x+

2

x

)]2

1

−
∫ 2

1

1

x

(
x+

2

x

)
dx = 3 ln 2−

∫ 2

1

(
1 +

2

x2

)
dx

= 3 ln 2− 1− 2
1

2
= 3 ln 2− 2

Maticově 1

2
0

0
1

3

(c1

c2

)
=

(
−1

2
ln 2 +

1

2
3 ln 2− 2

)
, řešeńı

(
1− ln 2
−6 + 9 ln 2

)
.

yapr(x) = (1− ln 2)
1

x
+ (−6 + 9 ln 2)

(
x− 2

x

)
=

13− 19 ln 2

x
+ (9 ln 2− 6)x.

yapr(x) ≈ 0, 238324625x− 0, 16979643
1

x
.

c) K odhadu chyby potřebujeme

(y, y) =

∫ 2

1

ln2 x

x2
dx =

∣∣∣∣∣∣∣
u = ln2 x u′ =

2 lnx

x

v′ =
1

x2
v = −1

x

∣∣∣∣∣∣∣ =

[
− ln2 x

x

]2

1

+ 2

∫ 2

1

lnx

x2
dx

=

∣∣∣∣∣∣∣
u = lnx u′ =

1

x

v′ =
1

x2
v = −1

x

∣∣∣∣∣∣∣ = − ln2 2

2
− 2

[
lnx

x

]2

1

+ 2

∫ 2

1

1

x2
dx

= − ln2 2

2
− ln 2 + 1 ≈ 0, 0666263124

a také

(
1− ln 2
−6 + 9 ln 2

)T
(
−1

2
ln 2 +

1

2
3 ln 2− 2

)
≈ 0, 06601220.

Pak ‖y − yapr‖L2(0,2) =
√

0, 06662631− 0, 06601220 =
√

0, 00061411 = 0, 02478124291.

d) I =

∫ 2

1

lnx

x
dx =

∣∣∣∣∣ t = lnx x = 1, ⇒ t = 0

dt =
dx

x
, x = 2 ⇒ t = ln 2

∣∣∣∣∣ =

∫ ln 2

0
t dt =

[
t2

2

]ln 2

0

=
ln2 2

2
.

Tedy I ≈ 0,2402265070.
Hodnoty funkce y v bodech śıtě (1, 5/4, 3/2, 7/4, 2) jsou

(0, 4 ln(5/4)/5, 2 ln(3/2)/3, 4 ln(7/4)/7, ln(2)/2)

a IS =
ln
(

5
4

)
5

+
ln
(

3
2

)
6

+
ln
(

7
4

)
7

+
ln(2)

16
≈ 0,2354730397.

|I − IL| = |0,2402265070− 0,2354730397| = 0,0047534673.

K odhadu chyby potřebujeme (viz oficiálńı tahák) y′′(x) =
−3 + 2 lnx

x3
.

Je to na [1, 2] záporná funkce a je rostoućı, nebot’ y′′′(x) =
11− 6 lnx

x4
> 0 na [1, 2], přestože −6 lnx je

záporná a klesaj́ıćı. Tedy maxima |y′′(x)| se na [1, 2] nabývá v x = 1.
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Pak |Rh| ≤
2− 1

12

1

42
max
x∈[1,2]

|y′′(x)| = 1

12

1

16
3 =

1

64
≈ 0,015625.

Odhad 0,015625 je větš́ı než skutečná chyba 0,0047534673.

Př́ıklad: Na intervalu I = [−2, 2] jsou dány funkce ϕ1 = 1 + x a ϕ2 = x2. Metodou nejmenš́ıch čtverc̊u
aproximujte na I funkci g = x4. Spoč́ıtejte velikost chyby aproximace.

Mezivýsledky a výsledky: Bez ortogonalizace, rozš́ı̌rená soustava
28

3

16

3

64

5
16

3

64

5

256

7


s řešeńım (−12/35, 3)T, tj. gapr = 3x2 − 12

35
x− 12

35
.

S ortogonalizaćı. Ortogonálńı systém

{
1 + x, x2 − 4

7
x− 4

7

}
. Rozš́ı̌rená soustava


28

3
0

64

5

0
1024

105

1024

35


s řešeńım (48/35, 3)T, gapr =

48

35
(x+ 1) + 3

(
x2 − 4

7
x− 4

7

)
= 3x2 − 12

35
x− 12

35
.

Jiný ortogonálńı systém

{
x2, − 5

12
x2 + x+ 1

}
.


64

5
0

256

7

0
64

9
−256

105


s řešeńım (20/7,−12/35)T.

Norma ‖g − gapr‖L2(−2,2) =

√
13312

1575
≈ 2, 907243280.

Př́ıklad: Na intervalu I1 = [−3, 3] jsou dány funkce ϕ0 = 1, ϕ1 = x + 2, ϕ2 = x2 − x a ϕ3 = x4.
Vytvořte z nich ortogonálńı systém, při ortogonalizaci postupujte od ϕ0 k ϕ3. Varianta: totéž na intervalu
I2 = [0, 3].

Výsledky: Na I1:

{
1, x, x2 − 3, x4 − 54

7
x2 +

243

35

}
.

Na I2:

{
1, x− 3

2
, x2 − 3x+

3

2
, x4 − 108

7
x2 +

864

35
x− 243

35

}
.

6 Vrstevnice a spádnice

Př́ıklad: Pro funkci f(x, y) = 2x2 + y2 − 4x− 4y + 6

a) určete typ křivek, které tvoř́ı vrstevnice; vrstevnice načrtněte; vypočtěte souřadnice pr̊useč́ık̊u
vrstevnice odpov́ıdaj́ıćı kótě v ∈ R se souřadnými osami;

b) sestavte a vyřešte diferenciálńı rovnici pr̊umět̊u spádnic v rovině xy, pr̊uměty spádnic načrtněte
(nezapomeňte na speciálńı př́ıpad(y)!).
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Výsledky:
a) Upravme f(x, y) = 2x2 + y2 − 4x− 4y + 6 = 2(x− 1)2 + (y − 2)2.

Po úpravě 2(x − 1)2 + (y − 2)2 = v na (x − 1)2 +
(y − 2)2

2
=
v

2
vid́ıme, že vrstevnice jsou elipsy se

středem v bodě [1, 2].
Pr̊useč́ıky s osami. Je-li x = 0, pak |y − 2| =

√
v − 2, tj. y = 2 ±

√
v − 2, ale jen pro v ≥ 2. Je-li

y = 0, pak |x− 1| =
√

(v − 4)/2, tj. x = 1±
√

(v − 4)/2, ale jen pro v ≥ 4.

b) Diferenciálńı rovnice pr̊umět̊u spádnic f ′x(x, y)y′(x) = f ′y(x, y). Po dosazeńı parciálńıch derivaćı
2(x − 1)y′ = (y − 2)2. Vid́ıme, že y(x) = 2 je řešeńı, pr̊umětem spádnice je př́ımka y = 2. Daľśı
řešeńı hledáme metodou separace proměnných, tj. nejprve od diferenciálńı rovnice přejdeme k rovnosti
integrál̊u, pak integrujeme a vyjádř́ıme (pokud to jde) y jako funkci proměnné x:

4(x− 1)
dy

dx
= 2(y − 2),

1

y − 2
dy =

1

2

1

x− 1
dx,∫

1

y − 2
dy =

1

2

∫
1

x− 1
dx,

ln |y − 2| = 1

2
ln |x− 1|+ C1, C1 ∈ R,

ln |y − 2| = ln(C
√
|x− 1|), C > 0,

|y − 2| = C
√
|x− 1|, C > 0. (2)

Výraz (2) uprav́ıme6 s přihlédnut́ım k množinám

M1 = (−∞, 1]× (−∞, 2], y = 2− C
√

1− x,
M2 = (−∞, 1]× [2,∞), y = 2 + C

√
1− x,

M3 = [1,∞)× (−∞, 2], y = 2− C
√
x− 1,

M4 = [1,∞)× [2,∞), y = 2 + C
√
x− 1.

Obrázek ukazuje vrstevnice (hnědá, přerušovaná) a pr̊uměty spádnic: v M1 červená, x ≤ 1 a y ≤ 2;
v M2 magenta, x ≤ 1 a y ≥ 2; v M3 zelená, x ≥ 1 a y ≤ 2; v M4 modrá, x ≥ 1 a y ≥ 2.

Z rovnice, která byla odvozena za předpokladu, že pr̊umět spádnice je grafem funkce y = y(x),
nedostaneme pr̊uměty spádnic, které jsou kolmé na osu x.7 Nicméně pr̊umět spádnice daný vztahem x = 1
(černě, přerušovaně) snadno źıskáme z obrázku vrstevnic. Jde vlastně o limitńı př́ıpad parabolických
pr̊umět̊u spádnic.

6Trochu jiný postup preferuje pan kolega Milan Boř́ık. V absolutńı hodnotě na levé straně (2) je č́ıslo bud’ kladné, nebo
záporné (připomeňme, že př́ıpad y = 2 jsme už zpracovali). Je-li kladné, lze levou absolutńı hodnotu bez daľśıch úprav
odstranit. Je-li záporné, lze levou absolutńı hodnotu odstranit s t́ım, že na pravé straně uvažujeme konstantu −C. Obě
možnosti můžeme sjednotit zavedeńım konstanty K ∈ R

y − 2 = K
√
|x− 1|,

y = 2 + K
√
|x− 1|.

Při K = 0 jsme dokonce źıskali i ono konstatńı řešeńı y = 2. Mı́sto čtyř př́ıpad̊u M1, . . . ,M4 dostaneme jen dva

M̂1 = (−∞, 1], y = 2 + K
√

1− x a M̂2 = [1,∞), y = 2 + K
√
x− 1,

kde K ∈ R.
7Takové pr̊uměty bychom dostali z rovnice odvozené za předpokladu x = x(y), avšak neźıskali bychom pr̊uměty spádnic

kolmé na osu y.
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Př́ıklad: Pro funkci f(x, y) = x2 + y3

a) napǐste obecné rovnice vrstevnic; vrstevnice načrtněte; vypočtěte souřadnice pr̊useč́ık̊u vrstevnice
odpov́ıdaj́ıćı kótě v ∈ R se souřadnými osami;

b) sestavte a vyřešte diferenciálńı rovnici pr̊umět̊u spádnic v rovině xy, pr̊uměty spádnic načrtněte
(nezapomeňte na speciálńı př́ıpad(y)!).

Výsledky:
a) Implicitńı funkci x2 + y3 = v lze v tomto př́ıpadě vyjádřit i explicitně

y = 3
√
v − x2, kde x ∈ R. Pr̊useč́ık s osou y v bodě [0, 3

√
v], pr̊useč́ıky s osou x pouze pro v ≥ 0, a to v

bodech [−
√
v, 0] a [

√
v, 0], pro v = 0 splývaj́ı v jeden bod dotyku s osou x.

b) Diferenciálńı rovnice pr̊umět̊u spádnic f ′x(x, y)y′(x) = f ′y(x, y). Po dosazeńı parciálńıch derivaćı
2xy′ = 3y2. Vid́ıme, že y(x) = 0 je řešeńı, pr̊umětem spádnice je osa x. Daľśı řešeńı hledáme metodou
separace proměnných, tj. nejprve od diferenciálńı rovnice přejdeme k rovnosti integrál̊u, pak integrujeme
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a vyjádř́ıme (pokud to jde) y jako funkci proměnné x:

2x
dy

dx
= 3y2,

2

y2
dy =

3

x
dx,∫

2

y2
dy =

∫
3

x
dx,

−2
1

y
= 3 ln |x|+ C1, C1 ∈ R,

−2
1

y
= ln(|x|3) + lnC2, C2 > 0,

−2
1

y
= ln(C2|x|3),

−2
1

y
= 3 ln( 3

√
C2|x|),

y = − 2

3 ln( 3
√
C2|x|)

. (3)

Výraz (3) už dává dobrou představu o pr̊uběhu a definičńım oboru8 řešeńı, avšak bude vhodné se zbavit
absolutńı hodnoty t́ım, že kladnost součinu 3

√
C2|x| zajist́ıme kladnost́ı nebo zápornost́ı konstanty na

mı́stě 3
√
C2.

Pro C < 0 je y(x) = − 2

3 ln(Cx)
, kde x ∈ (−∞, 1/C) nebo x ∈ (1/C, 0).

Pro C > 0 je y(x) = − 2

3 ln(Cx)
, kde x ∈ (0, 1/C) nebo x ∈ (1/C,∞).

Vid́ıme, že pro každé C ∈ R \ {0} má řešeńı dvě větve.
Obrázek ukazuje vrstevnice (hnědá) a pr̊uměty spádnic: pro C = −0, 6 (modrá, x < 0), C = 0, 6

(modrá, x > 0), C = −1 (zelená, x < 0), C = 1 (zelená, x > 0), C = −2 (červená, x < 0), C = 2
(červená, x > 0), pro C = −5 (magenta, x < 0), pro C = 5 (magenta, x > 0).

Svislá asymptota pr̊umětu spádnic (pro pevné C ∈ R \ {0}) je x = 1/C, vodorovná asymptota je
osa x.

Pr̊umětem spádnice, který neodvod́ıme z rovnice, je osa y.

8Nesmı́ být x = 0 a 3
√
C2|x| = 1.
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7 Lineárńı obyčejné diferenciálńı rovnice druhého řádu

7.1 Homogenńı rovnice s konstatńımi koeficienty

Př́ıklad: Vyřešte Cauchyovu úlohu y′′ + 6y′ = 0, y(0) = 2, y′(0) = 6.

Řešeńı: Charakteristický polynom λ2 + 6λ = 0 má kořeny λ1 = 0 a λ2 = −6. Z teorie v́ıme (viz
např. oficiálńı tahák pro MM2G), že fundamentálńı systém tvoř́ı funkce y1 = eλ1x = 1 a y2 = eλ2x = e−6x.

Obecné řešeńı: y(x) = c1 + c2e−6x, x ∈ (−∞,∞), c1, c2 ∈ R.
Z počátečńıch podmı́nek odvod́ıme rovnice pro c1 a c2:

y(0) = c1 + c2
zadáno

= 2,

y′(0) = −6c2e−6x
∣∣
x=0

= −6c2
zadáno

= 6.
Odtud c1 = 3, c2 = −1 a řešeńı C. úlohy y(x) = 3 − e−6x, x ∈ (−∞,∞). Správnost řešeńı lze ověřit
jednoduchou zkouškou, tj. dosazeńım funkce y do zadané rovnice a též ověřeńım splněńı počátečńıch
podmı́nek.

Př́ıklad: Vyřešte Cauchyovu úlohu y′′ − 6y′ + 9y = 0, y(2) = e7, y′(2) = e6.

Řešeńı: Charakteristický polynom λ2 − 6λ + 9 = 0 má dvojnásobný kořen λ = 3. Z teorie v́ıme (viz
např. oficiálńı tahák pro MM2G), že fundamentálńı systém tvoř́ı funkce y1 = eλx = e3x a y2 = xeλx =
xe3x. Obecné řešeńı: y(x) = c1e3x + c2xe3x, x ∈ (−∞,∞), c1, c2 ∈ R.

Z počátečńıch podmı́nek odvod́ıme rovnice pro c1 a c2:

y(2) = c1e6 + c22e6 zadáno
= e7 ⇒ c1 + 2c2 = e,

y′(2) =
(
c13e3x + c2e3x + c2x3e3x

)∣∣
x=2

= (3c1 + 7c2) e6 zadáno
= e6 ⇒ 3c1 + 7c2 = 1.

Odtud c1 = 7e− 2, c2 = 1− 3e a řešeńı C. úlohy y(x) = (7e− 2 + x− 3ex)e3x, x ∈ (−∞,∞).

Př́ıklad: Vyřešte Cauchyovu úlohu y′′ − 4y′ + 20y = 0, y(0) = 1/2, y′(0) = 9.
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Řešeńı: Charakteristický polynom λ2 − 4λ+ 20 = 0 má komplexně sdružené kořeny λ1 = 2− 4i a λ2 =
2 + 4i. Z teorie v́ıme (viz např. oficiálńı tahák pro MM2G), že fundamentálńı systém tvoř́ı funkce y1 =
e2x cos 4x a y2 = e2x sin 4x. Obecné řešeńı: y(x) = c1e2x cos 4x+ c2e2x sin 4x, x ∈ (−∞,∞), c1, c2 ∈ R.

Z počátečńıch podmı́nek odvod́ıme rovnice pro c1 a c2:

y(0) = c1
zadáno

=
1

2
,

y′(0) =
(
(−4c1 sin 4x+ 4c2 cos 4x) e2x + (c1 cos 4x+ c2 sin 4x) 2e2x

)∣∣
x=0

= 2c1 + 4c2
zadáno

= 9.

Odtud c1 =
1

2
, c2 = 2 a řešeńı C. úlohy y(x) =

(
1
2 cos 4x+ 2 sin 4x

)
e2x, x ∈ (−∞,∞).

7.2 Metoda redukce řádu

Př́ıklad: Vyřešte Cauchyovu úlohu (1 − x2)y′′ − 2xy′ + 2y = 0, y(0) = −2, y′(0) = 1, jestliže v́ıte, že
funkce y(x) = x vyhovuje diferenciálńı rovici.9

Řešeńı: Rovnici je zapotřeb́ı převést do tvaru, v němž je koeficient u y′′ roven jedné:

y′′− 2x

1− x2︸ ︷︷ ︸
p(x)

y′ +
2

1− x2
= 0.

Z upraveného tvaru ihned vid́ıme podmı́nku |x| 6= 1. Odtud vznikaj́ı tři podintervaly reálné osy, a to
I1 = (−∞,−1), I2 = (−1, 1) a I3 = (1,∞). Definičńı obor hledaného řešeńı bude ležet10 v intervalu I2,
nebot’ bod, v němž jsou zadány počátečńı podmı́nky, lež́ı v intervalu I2.

Při výpočtu druhého (tj. lineárně nezávislého) řešeńı y2 postupujeme podle např. oficiálńıho taháku
pro MM2G:

v(x) =

∫
p(x) dx =

∫
−2x

1− x2
dx = ln |1− x2| = ln(1− x2), (4)

u(x) = e−v(x) = e− ln(1−x2) =
1

1− x2
,

y2(x) = y1

∫
u(x)

y2
1(x)

dx = x

∫ 1
1−x2

x2
dx

rozklad
= x

∫
1

x2
dx− x

∫
1

x2 − 1
dx

= −x1

x
− x

2
ln

∣∣∣∣x− 1

x+ 1

∣∣∣∣ = −1− x

2
ln

1− x
x+ 1

= −1 +
x

2
ln

1 + x

1− x
, (5)

v (4) a (5) jsme při odstraňováńı absolutńı hodnoty vyžili toho, že x ∈ I2.

Obecné řešeńı: y(x) = c1x+ c2

(
−1 +

x

2
ln

1 + x

1− x

)
, x ∈ I2, c1, c2 ∈ R.

Určeńı parametr̊u c1 a c2:

y(0) = −c2
zadáno

= −2 ⇒ c2 = 2,

y′(0) =

(
c1 + c2

1

2

(
ln

1 + x

1− x
+ x(ln . . . )′

))∣∣∣∣
x=0

= c1
zadáno

= 1,

při výpočtu y′(0) neńı nutné derivovat až do úplného konce, nebot’ člen x(ln . . . )′ je pro x = 0 roven
nule.

Rešeńı Cauchyovy úlohy: y(x) = x

(
1 + ln

1 + x

1− x

)
− 2, x ∈ (−1, 1).

7.3 Rovnice se speciálńımi nekonstatńımi koeficienty

Př́ıklad: Vyřešte Cauchyovu úlohu x2y′′ + 7xy′ + 4y = 0, y(1) = −2, y′(1) = −1.

Řešeńı: Řešeńı hledáme ve tvaru y(x) = xs, viz oficiálńı tahák pro MM2G. Po dosazeńı do rovnice a po
úpravě dostaneme xs(s2 +6s+4) = 0. Rovnost má platit pro všechna x z nějakého intervalu (definičńıho

9Jde jen o rovnici, nikoli o počátečńı podmı́nky. Ty funkce y(x) = x zřejmě nesplňuje.
10Prozat́ım nev́ıme, zde hledané řešeńı bude definováno na celém intervalu I2 nebo jen na jeho části.
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intervalu řešeńı), což může nastat jen tehdy, pokud s2 + 6s+ 4 = 0. Odtud s1 = −3−
√

5, s2 = −3 +
√

5.

Fundamentálńı systém tedy sestává z funkćı y1(x) = x−3−
√

5 a y2(x) = x−3+
√

5.

Obecné řešeńı y(x) = c1x
−3−

√
5 + c2x

−3+
√

5 nás zaj́ımá na intervalu (0,∞), nebot’ v něm lež́ı bod, v
němž jsou zadány počátečńı podmı́nky.

Z počátečńıch podmı́nek dostaneme rovnice c1 + c2 = 1 a (−3−
√

5)c1 + (−3 +
√

5)c2 = −1, z nich

nakonec řešeńı Cauchyovy úlohy: y(x) =

(
1

2
−
√

5

5

)
x−3−

√
5 +

(
1

2
+

√
5

5

)
x−3+

√
5, x ∈ (0,∞).

Př́ıklad: Vyřešte Cauchyovu úlohu x2y′′ + 7xy′ + 9y = 0, y(1) = 2, y′(1) = −1.

Řešeńı: Stejným postupem jako v předchoźım př́ıkladu odvod́ıme rovnici s2 +6s+9 = 0 s dvojnásobným
kořenem s = −3. Jedno řešeńı tedy je y1(x) = x−3 (pro x 6= 0), druhé nalezneme metodou redukce řádu,
soustřed́ıme se na interval (0,∞).

Nejprve uprav́ıme rovnici na tvar y′′ +
7

x︸︷︷︸
p(x)

y′ +
9

x2
y = 0.

v(x) =

∫
p(x) dx =

∫
7

x
dx = 7 ln |x| = 7 lnx, (6)

u(x) = e−v(x) = e−7 lnx = x−7,

y2(x) = y1

∫
u(x)

y2
1(x)

dx = x−3

∫
x−7

x−6
dx = x−3

∫
1

x
dx =

lnx

x3
, (7)

v (6) a (7) jsme využili toho, že x > 0.

Obecné řešeńı: y(x) = c1
1

x3
+ c2

lnx

x3
, x > 0.

Z počátečńıch podmı́nek dostaneme rovnice c1 = 2 a −3c1 + c2 = −1, tj. c2 = 5. Řešeńı Cauchyovy

úlohy: y(x) =
2 + 5 lnx

x3
, x > 0.

Př́ıklad: Vyřešte Cauchyovu úlohu x2y′′ + 7xy′ + 9y = 0, y(−1) = 2, y′(−1) = −1.

Řešeńı: Oproti předchoźımu př́ıkladu je změněn jen bod, v němž jsou zadány počátečńı podmı́nky. Opět
dostaneme jedno řešeńı y1(x) = x−3, ale tentokrát se zaměř́ıme na interval (−∞, 0). Druhé řešeńı źıskáme
metodou redukce řádu, při úpravách využijeme toho, že x < 0.

v(x) =

∫
p(x) dx =

∫
7

x
dx = 7 ln |x| = 7 ln(−x),

u(x) = e−v(x) = e−7 ln(−x) = (−x)−7 = −x−7,

y2(x) = y1

∫
u(x)

y2
1(x)

dx = x−3

∫
−x−7

x−6
dx = −x−3

∫
1

x
dx = − ln(−x)

x3
.

Obecné řešeńı: y(x) = c1
1

x3
+ c2

ln(−x)

x3
, x < 0.

Z počátečńıch podmı́nek dostaneme rovnice −c1 = 2 a −3c1+c2 = −1, tj. c2 = −7. Řešeńı Cauchyovy

úlohy: y(x) = −2 + 7 ln(−x)

x3
, x < 0.
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