Predmét: MM2G

Dnesni latka

» urcity integral — funkce horni meze

» nevlastni integraly

» néekteré aplikace urcitého integralu
M. Kocandrlova, J. Cerny: GEO-MATEMATIKA [, oddil Ill,
kapitoly 2, 5, 6

Text doc. A. Nekvindy
http://mat.fsv.cvut.cz/nales/prednasky2/kniha.pdf
kapitola 5 (od strany 44), aplikace v kapitole 4 (od strany 39)



Funkce horni meze urcitého integralu
Pripomenme, Ze (pokud existuje) urdity integrél/ f(t)dtje
Cislo s geometrickym vyznamem obsahu plochy \7ymezené
grafem funkce f a intervalem [a, b] na ose t.

Predstavme si, ze dolni mez integralu bude pevna, ale horni
nikoli. Pak hodnota urcitého integralu bude zaviset na horni
mezi — dostaneme funkci jedné proménné, tj. horni meze.
Podrobnéji:

Necht funkce f je spojita na intervalu [a, b]. Pro x € [a, b]
definujeme funkci F pfedpisem

F(x) = /X £(1)dt.

X

pak/ f(t)dt = G(x) — G(a), kde G je néjaka primitivni funkce
ke spojité funkei f na intervalu [, b].



Pozorovéni

! — =
Fix) = 500 = gy | f(01dt = 5600 - 6@) = ).
kde x € (a, b)
Kazdou primitivni funkci W tedy Ize psat

X
— / f(t)dt + C, kde C € R je konstanta.
a

X
Analogicky g(x) = g(a) + / g'(t)dt, pokud ¢’ je spojita na
[a, b] (Ize oslabit). :

X
Pozor: Obecné g(x) # / g'(t)dt, rovnost jen pokud g(a) = 0.
a
N b
Funkee (integral) dolni meze: F(x) / £(1)dt = G(b) — G(x),
kde x € [a, b] a G je néjaka primitivnf’(funkce k f na [a, b].
Pro x € (a,b) je F'(x) = —f(x).



Ekvivalence N a R. integralu (spojitych funkci)

Méli jsme F(x) = [ f(t)dt a F'(x) = f(x), kde integral je
Newton(v a F je (jak se ukézalo) primitivni funkce funkce f na

intervalu [a, b].
Definujme nyni F f f(t) dt pomoci Riemannova integralu.
PoCitejme N
Fi(x) = lim F(x + h) — F(x)
h—)0+ h
. 1 x+h X
— Jm / (1) dt —/a (1) dt
1 .
~ Jm / )t = lim Lhf(€) = lm f(eh) = (),

kde &y, € (x, x + h); vyuzili jsme vétu o stfedni hodnoté

a spojitost funkce f. Stejny vysledek i pro limy_,q_.

Vidime, ze F(x) je také primitivni funkce dané funkce f. Jelikoz
F(a) =0 = F(a), jest F(x) = F(x) pro x € [a, b].



Nevlastnim integralem nazveme ...

b
. integral / f(t)dt, pokud
(A) f neni naa(a, b) omezena (nevlastni integral vlivem funkce)

nebo
(B) @a= —o0 €i b = +o0o (nevlastni integral vlivem intervalu).

1B



Definice: Necht f € C([a, b)) je neomezena v levém okoli bodu
b (pfipousti se i b = +o0c) nebo omezena v levém okoli b = +co
(levéa okoli +oo tvofi vSechny neomezené intervaly definované takto

l. ={x €R: x > a}, kde « je zvolené realné &islo).

Rekneme, Ze integral / f(x) dx je konvergentni (konverguje),

jestlize existuje vlastni I?mita
c
lim / f(x)dx =1 (1)
c—b_ J4

b
a hodnotu integralu definujeme touto limitou / f(x)dx = I.

a
Jestlize limita (1) neexistuje nebo je nevlastni, fekneme, ze
integral je divergentni (diverguje).

Obdobné pro pravé okoli bodu a (pfipousti se i a = —).
Integralu budeme fikat konvergentni, pokud limita

b
lim / f(x)dx = [ je vlastni.
C

c—as



Obdobna situace, je-li f neomezena v okoli bodu d € (a, b).

b
/ f(x) dx je konvergentni, jestlize konverguji oba integraly
a

d b b
l4 :/ f(x)dx, bk :/ f(x)dx. Pak / f(x)dx =l + b.
a d a

b
Jestlize I1 nebo & je divergentni, fekneme, ie/ f(x)dx
a

diverguje (je divergentni).

Priklady: viz externi zdroj



Konvergence, divergence — porovnavaci kritérium

Pozorovani: Jestlize v intervalu J = [a, b) (nebo J = (a, b],
pfipadné J = (a, b)) plati

0 < f(x) < 9(x), (@)
kde f a g jsou po ¢astech spojité v J, pak
b b

z konvergence / g(x) dx plyne konvergence / f(x)dx,

a a

b b
z divergence/ f(x)dx plyne divergence/ g(x)dx.

a a

Plati-li (2), fekneme, Ze g je majoranta funkce f nebo f je
minoranta funkce g.

Priklady: viz externi zdroj



Nékteré aplikace urcitého integralu

b
Obsah rovinného obrazce: P = / (f(x) — g(x)) dx, kde

f(x)>g(x) >0ax e [a,b]

<D \




Obsah rovinného obrazce: slozitéj$i pfipad, kdy je obrazec
vymezen vice kfivkami. Napfiklad

= " (600 — g (x) dx + / ®(h(x) — g1(x)) dx

Cy

b
+/ (f(x) — g2(x)) dx

Co

S
/R 9,

q < Ca b X

Priklad: viz externi zdroj
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b
Objem rotaéniho télesa: Vi = [ f2(x)dx (funkce f

a
proménné x, graf y = f(x) rotuje kolem osy x):
b

Vy = 7r/ (f(x) — g3(x)) dx

141 /18



Objem rotacniho télesa: stejny princip, jen nyni graf funkce f
promenné y rotuje kolem osy y

d
e
c

o
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Objem rotacniho télesa: Pozor — stejna osa rotace, funkce jiné

proménné! Funkce f proméenné x, graf y = f(x) rotuje kolem
b

osyyV, = 27r/ xf(x)dx
a

y f

-

Priklady: viz externi zdroj
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Délka ¢ grafu funkce f nad intervalem [a, b]:

b
(= / 1 + f2(x) dx, kde f’ je po Castech spoijita na [a, b].
oV (x) [a, b]

Ayi
AX;

85— \fian s @np = 1+ (B) % a1 - 0
s~ Y Asia Y Axiy/1+ (F(x))? ~ /b V14 (F(x)%dx

AS|

Vysvétleni: f/(x;) =

Priklad: viz externi zdroj
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Statické momenty rovinného obrazce daného grafy funkci f a g:
Predpoklady: 0 < g(x) < f(x), kde x € [a, b]; hustota rovna 1

Staticky moment Sy vzhledem k ose x
1 o 2 2

SX_Q/a (f (x)—g (x)) dx

Staticky moment S, vzhledem k ose y

b
S, = / x(f(x) — g(x)) dx
a
Teziste T rovinneho obrazce se stat. momenty Sy a Sy:

Sy
M

T=0ryr), Xr=+7 yr=

)

S«
M

kde M = /ab (f(x) —g(x)) dx.

Ptiklad: viz externi zdroj
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