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tr?E l Jr{t/a+i/un)a',, 

kde k= {(',s)€ R' ff+W - <Fl (o>0).[Nri,vod:

Parametrizujtekiivku k (asteroidu) rovnicemi c=ocos3t, A= asinst, te (0,22r).]

tr?6.1 loffiur, kde /c c R2 je kiivka (jeden ,,oblouk" cykloidy) danii parametrickfmi

rovnicemi s = a(t- sinl), U = a(I- cost), t e (0,2r) (o > 0).

lr??f lrO' + 92) ds, kde ,t c R2 je kiivka (iii,st evolventy kruZnice) danr{ parametrickfmi

rovnicemi o=a(cosl*tsint), U= a(sint*lcost), te (0,2r) (o>0).
?-

le?81 | s,/'"+u' ds,
Jr

kde ,t C R2 je uzavieni{, kiivka, kterr{, je hranicf mnoZiny

M = {(*,u)eR2 :x2 +g2 < a2 A 0< g S c} (o> 0).
f A-

[gzg,] I *, kde ,b c R2 je kiivka (iri,st logaritmick6 spir6ly) majfci v poli,rnfchJ*u'iU'
souiadnicfch rovnici Q = o,ebe, g e 10,2T, (o > 0, b > 0).

Fsol Vypoitdte
"If- l-"F, krle ,t" = {(c,s) € R' iu = acosh(r/a) A u e (-c,c)},

c e (0, *m) (k" je t:i,st ietdzovky) .(o > 0).

Ve cvidenfch 981-984 vypodtdte dan6 kiivkov6 integrdly prvnfho druhu v R3.
I A.

lget. I I T+1-=, kde k c R3 je kiivka (jeden ,,zdvit" Sroubovice) dan6 parametric-J*r'tY'+z'
kfmirovnicemi r=ocost, U= asint, z=bt, te(0,211 (r)0, b>0).,_

' lgaz. I JrQt/r, 1y2 - z)ds, kde ,b c R3 je kiivka (jeden ,,z6.vit" kuZelov6 Sroubovice)

daniiparametrickfmirovnicerni u =tcost, U= fsinf, z=t, t€.(0,2tr).
f_. lgee.l l t/zy' lz2ds, kde k= {(c,y,z)€R3 :c2 +y2 +22 = a2 A u--y} (o>0).

- 
Jx

I
, I eea. I Jr@, 

+ zz) d.s,,

kde ,t:{(r,A,z)€ R3:c2 +y2 +22 =a2 A c)0 A gr>0 A 220 A rlz= 0} (e jeobvod
sf6rick6ho trojrihelnika) (o > 0).

9. N6kter6 aplikace kiivkov6ho integr6lu prvniho druhu

L2.62, Piiklad. Vypoiitejrne d6lku kiivky & C R3 (jednoho ,,,zdvitu" kuZelov6 Sroubovice)
dan6 parametrickfmi rovnicerni

(12.62.1) x=tcost, g=tsinfr z=t, t€.(0,2tr).

Reient. Nechf g je vektorovii, funkce definovanii rovnicemi (12.62.1). Pro kaZd6 t € (0,2n)
platf

g' (t) = (cos t - f sin f,sin t * t cost, 1),

ls'U)l = = \E+t2.
Podle MII, vzorce (12.89.1) (s pouZitirn vzorce (12.56.1)) vypodteme, Ze d6lka kiivky k (jde o
hladkf oblouk) je rovna dislu

i

,t
, .l

,= 
lolds= l,'" ,Eud,! [h (rn,+\F+L.") *+ n/z*-*tl'o" =

*r
l;

1

+ 2o2) * 2r2).

218

= ln(t/i r *
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Ve cvidenfch 1009-1013 piedpoklidejte, ie hustoty danlich homogennfch hmotnfch kiivek
v kaZd6m jejich bod6 jsou rovny jedn6.

11009.-l Vypodtdte momenty setrvainosti vzhledem k obdma osd,m souiadnic homogennf kiivky
,t ze cvid. 1004 (,,hornf poloviny" kardioidy).

h010f Vypoit6te momenty setrvadnosti vzhledem k ob6ma osdm souiadnic hornogennf kfivky

1101il Vypodt6te moment setrvadnosti vzhledem k ose y homogennf kiivky

k = {(c,s) € R' : x e ffr,fr| n a = irz}.

|101rl Vypoitdte moment setrvadnosti vzhledem k ose z homogennf kiivky

k={(x,y,z)€ R3:12 +u2 +22 =a2 A r20 A y> 0 A z)_0 A ayz=0}

(k je obvod sf6rick6ho trojrihelnfka).

h013f Vypodtdte momenty setrvatnosti vzhleclem k osiirn rtUt z homogennf kiivky ft C R3

(jednoho,,z6vituo' Sroubovice) dan6 parametrickj"rni rovnicemi r = acost, U = asint, z =bt,,
te(0,2trl (o>0, b>0).

F014] Vypoitdte moment setrvadnosti vzhledem k ose z nehomogennf kiivky (frt6ti k6nick6
spirr{ly)dan6parametrickymirovnicemi t=aet cosl,3r =aetsint, z=bet, te(0r2rl (o}0,
b t 0), jestliZe hustota v kaZd6m bod6 kiivky k je nepifmo rimdrnii vzdii,lenosti tohoto bodu od
roviny Pcy, piitemZ v bod6 (12,0, 6) je rovna jedn6.

ll0iEl Vypodtdte rnornenty setrvadnosti vzhleclern k obdma osd,m souiadnic nehomogennf
hmotnd kruinice v R2 se stiedern v poidtku a polom6rem .R, jestliite jeji hustota je popsi{,na

funkcf h(r,y) = lcl + lgl.

10. Kiivkovf integr6l druh6ho druhu

L2.67, Pozndmka. Nechf (k) je orientovan;f hladkf oblouk v R2, resp. v R3, jehoZ paramet-
tlzaceje dr{,na vektorovou funkcf gi x = g(t), t € (a,b), a jehoZ trajektorii je mnoZina &"

a) Vzorec, jfmi je definoviin kiivkovf integrii,l druh6ho druhu pod6l orientovan6ho obloukrr'
(k) vektorov6ho pole f (dvou, resp. tif promdnnfch s hodnotami v R2, resp. u Rt), kter6 je
definovan6 a spojit6 na mnoiind k (viz I\i[ II, vzorec (12.98.1), resp. vzorec zMII, hesla L2.107),
m,riZeme vyjri,diit ve ,,vektorov6m" tvaru takto:

(12.67.t) f(x) . ds =

(v integrrilu napravo je skaliirnf souiin dvou vektorri).
Viude v t6to dristi kapitoly (aniZ to budeme zdriraziovat) budeme pracovat pouze s takovfmi

parametrizacemi orientovanlich hladkf ch obloukri, pii nichZ je moZn6 pouZit vzorec (12.67.L)

[podrobndji (ve smyslu *b)) viz posledni dva odstavce v pozn. 12.56].
*b) O parametrizaci orierrtovan6ho hladk6ho otrlouku bychom mohli iici tot6Z, co v pozn. L2.57

o parametrizaci hladk6ho obiouku.
Dodejme, Ze pro kaZdd t € (a,b) ,,souhlasi" orientace jednotkov6ho tedn6ho vektoru t(x)

hladk6ho oblouku ,t sestrojen6ho v bo<ld x = g(t) € k, kterli je pro t € (a,6) dr{,n piedpisem

t,, I"o """' 
' g'g)at

(12.67.2)

224

f(x)=#e

12. lntegr6lni potet funkci vlce promEnnfch
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t
lfoZo.l I -Udx*xd.y, kde (e) j"cestadanii,parametrick;fmirovnicemi a=ecost,

- 

J(&)

U - bsint, t e (0,4trl (a ) 0, b > 0) ((k) j" elipsa,,prob6hnutri dvakrdt proti sm€ru pohybu
hodinovfch rudidek").

E02?:l vypoitdte cirkulaci vektorovr6ho pole f (r,y) = (21x2 * y2), (c + u)2) pod6l oriento-
van6hoobvodutrojrihelnfkasvrcholya=(1,1), b- (2,2), c=(1,3), jehoZorientace jed:{,na
uvednfm poiadfm vrchohi.

l10r& I Vypodtdte pri{,ci vektorov6ho pole f (r,y) = (0, c2) podrSl orientovanr6ho oblouku s po-
idteinim bodem (0, 1) a koncovfm bodem (1,0), jehoZ trajektorie je ir{stf paraboly U2 = \ - x.

{ E0rr.l Na oblasti G = R2 * {(0,0)i j" d6no vektorov6 pole f takov6, i,e v kaldlm bod6
(t,g) e G vektor f(r,U) sm6iuje do podritku a jeho velikost je rovna jedn6. Vypodt6te prr{,ci
vektorov6ho pole f pod6l orientovan6ho oblouku dan6ho parametrickfmi rovnicemi s = acost,
U=Dsint, te (0,1") (o>0, b>0).

Ve cvidenfch 1030-1035 vypoit6te dan6 kiivkov6 integri{ly druh6ho druhu v R3.

t
lroso.l I @'-221d.**2yzd.y=12d", k<le (fr) jeorientovan;f obloukdanliparametricklimi

r(h)
rovnicemi t=t, U=t2, z=t3, t€ (0,1).

I

l1ml-l I nrdr+ttfiTFdylzydz, kde (,t) jeorientovanf obloukdanf parametric-

- 

./(e)

kfmirovnicemi r=acosf, y=asint, z=bt, te(0,2r) (o)0, b>0).

tlmr.l t zyd,r ! yzdu * zxd.z, krle (,k) je orientovanf oblouk s trajektorif
J (k)

k- {(r,u,z)e R3 i*+U2+22 =2ar Az=a AA > 0}, piidemZ pb(e) = (0,0,0),
kb(e) - (a,0,a) (o > 0).

ol
OI

z(.

(1

V
fi
(i

0L

n
(

(

kde (&) je jednoduchii, uzavienii, cesta s trajektorii

ft= { (r,y,r) € R3: ,2 +u2 = a2 A z.= ru},piiiemzorientacecesty (&) je je dr{,napoiadfm
bodri (a,0,0), (0, a,0), (-a,0,0) (o > 0).

t
ltosa.l I Q'-a2)M+(r2-22)dy*(y'-xz)dz, kde (k) jejednoduch6uzavieni{cestar

J(&)

strajektorif k = { (r,y,r) € R3: x2*U2*22 = a2 Aa 2 0Ay ) 0Az20Axyz = 0}, piitemZ
orientace cesty (,t) je d6na poiadfm vrchohi (a,0,0), (0,a,0), (0,0,@) sf6rick6ho trojrihelnika,

t
lross.l / ydx + zdy * xd,z,

J(e)

jehoZ obvodem je kiivka k.
?

lrosrrl I y'd.r I z2 d.y + x2 dz,

- 

J(k\

I
(

(

kde (&) ju jednoduch6 uzavienii, cesta s trajektorii

k={(a,g,z) e R3 ,12+y2*22 --a2 Ax2*y2 =ax Az > 0} (ejesmyikaVivianiovykiivky),
piitemZ orientace cesty (k) je takovii, Ze jejfrn tednjrn vektorem v bodd (0,0,o) € k (viz pozn.
I2.57)je vektor (0, -1,0) (o > 0).

llm*6.] Vypodtdte cirkulaci vektorov6ho pole f (r,y,z) = (2,37,a) pod6l jednoduch6 uzavien6
cesty(,t),jejfZtrajektorifjetrojrihelnfksvrcholy a - (1,0,0), b= (0,1,0), c = (0,0,1),
piidemZ orientace cesty (k) je dri,na uveden;im poiadfm vrchohi.

[lffi?.-l Naoblasti G = R3-{(r, y,,z)€ R3: c = 0 A y = 0} jecl{noiektorov6pole f takov6,
Ze pro kai'd! bod xe € G je f (xs) vektor, iehoZ velikost je rovna pievrii,cen6 hodnot6 vzdi{lenosti
bodu x6 od osy z,apto kterf polopfirnka x = x0 1tf(xs), , € (0,*m), kolmo protfni{,
osu z. Vypoitdte pri{,ci vektorov6ho pole f pod6l orientovandho oblouku dandho parametrick;imi
rovnicemi s=o,cost,-g=b, ? =osint, te(0,*") (o)0, b+0).

12. lntegrdlni poEet funkci vice promEnnfch



-

Itz lyugsJNl IAOXAITX'III

['n4,rt;1 nou

-alA.,zn uu ,ry nrlnolqo dpoq pler4 nosf ,{poq pr;ule.r1 ?luritaf 'no41as} ry {nolqo elgldoq :po,r'eg]

.io. ;1 (0'o)'=irylqi'io'b) = (ryiqa q;"fid'i0 < ft v xn = en + zt i zy]1n'c)) = ry

g.ros4a[e.r1 s {nolqo ltuerroluapo ef (ry) ap{ 'fp(t - 6soc,a) + cP @ - ftu1s'a) I l'prOf l

.(O < r) {(en- za)zo} r(rfr+ rc) v 0 <fr v 0 ? c'rt t jfrt)} = 1
Itselqo ?ua{Aezn arlu"rq 9u"Ao}uorro gupep1 at (ry) aP{ 'fr'P er - "p rfi J | 'SlOf 

I

.{*gl> fr ; x v v} rfr + zt} I: rU ) (n'")} - ru l}s"lqo

oua{A"zn artu"rq gu"Aotuauo qupel{ ai (ry) ap{ 'un 1""* 
2* 

.ola"n|''l i'z?oil

't3gy t fr >0 v (:r'0) ) o : rU ) (n't)) = /[ t]selt[o

grra{A"znarr-u€rqguenolriapo?upspt"f (ry) apl 'frp(fturs-rt)"a-op(dsoc-')':ttl f-u*t
(o,r1rn 'o < r)

t = GQlz|*(rnlrx) esdrla gu"Aolualro ?uP"pt "f (ry) apl 'ftP(ft-c)-cp (n1c)'"/ @
'f1grr flou

-aar' lsorrrod 6U A nqnrp oqgqnrp .,{1er3a1u1 g^o)t^I{)t gu"P a}?}?oddrr 7791-gt0l qrFa?l^c aA

gu"Aotualro ?uPePt "l (ry)

-oupef I?Pod zU ^ 
nqnrp

'{o =n v o 7 o: 7u > (/i't)} - cu =c
\q)r _

+ o)ul + ftn\ft + rp ,fr + ,xf 
' 'l 

l'6s0ll
(ry)r

.3f, = p,fr.p(nr + :.; rx!+'p(z -,r)rftI I t'gso]l
.1s"lqo guep af eu ) 5l aP{ ', ) y'f lrselqo gua{Aezn.,"J"!?" atlu"rt{

"z.pr"c 
iclgiS"ioi puf*p Lo ,tren fnouaerS noruod (ry) '{xsae ?qrnP

oqgq"tp dpr8alur 9^o)t^l{{ au"p alpa^a{d 6t0I (9961 qe}ue?!m aA

rNgCIAS

tr 'vou# -'I :rc^ryz

.(ler,ozirleurered (ary) autnu o1,tc1au olord) 6 = 6 al zq > (ft 't) 9p?*'{ ord : O

.(pres guqo;pod aXparrora) 61'61 'uzod z nrrozl ,trourod 1e1;1odfr eursl lgr8alul : t

.o = cp ;""[f - u "n ,u'"''l 1-

' rou#,= ("3 + 0 - r,' I + 0 - )L?,)' u' t F

T tp (? rsof, + l rsocT - l rsorg + 3soc, - r) 
"rof 

u' 1 =tP u(lsor -'),ro[ u' t =

= rp,[(rurs-3)o]'6(?.or- I)rr 
"ro{ 

,= xprfi("t-T i = tP ,u'"'l 1-

:.{1gr3a1u1 g^o{^I*{ an lloupal aurfa 1,t1od't1

(zc)r (It)1 ^ (v)1" 
^'*ptfr'"l 1-"per I1-=rPrfi' J1-="t

nlsl? ua^or llsou?"Arlos

tuauour ,,tuepa1q al U'U 'uzod z arrozn alPod '(;qord) (]ry.-) n{nolqo oq91"}-o}ualro ltuaf,lulor

rrrr,txr*raurered nosl (r.qr.zr) aolu^ou't?ry|1'(try) = iry) "z'9iro>1e1 
nosf (2ry) '.(Iry) n{noiqo

'ftpl(rfr 4 ,t

qr4u

'(o

al t,

aso

t>

oxz

I[w
lI{'

nu

o3l

'(r
FI
zo



orientovand, hranice n6jak6 omezend uzavienrS oblasti M C R2 , kterr{, je symetrickii:

a) podle poiritku; b) podle piimky U = x.

t1o4?f Pomocf Greenovy vdty vypodt6te obsah rovinn6ho obrazce M, jehoi: hranicf je kiivka
,t danri implicitni rovnicf (o > 0):

a) W+W=i@t
c) iFt+ i/W= ifi.

b) {|4+ iM= ifr;

[Nrivod: UvaZujte prfinik dan6ho obrazce s (uzavienfm) prvnim kvadrantem. e rest kiivky k lei:ici
vprvnimkvadrantuparametrizujterovnicemi s=ocosat, A=asin't, t€(0,*o), kdenje
vhodn6 piirozen6 iislo.l

h048f Pomocf Greenovy vdty vypoitdte obsah rovinn6ho obrazce, jehoi hranicf je kiivka ze

cvit. 987 (epicykloida).

i104il I Pomoci Greenovy vdty vypoitdte obsah rovinn6ho obrazce, jehoZ hranicf je kiivka ze

cvii. 988 (hypocykloida).

l105Ol Pomocf Greenovy v6ty vypoit6te obsah rovinnt6ho obrazce, jehoZ hranicf je kiivka
(smytkaDescartovalistu) danri.implicitnf rovnicf ,3 +U3 -larU anerovnicemi c ) 0, g 2 0

(o > o).

[105i:l Pomocf Greenovy vdty vypoitdte souiadnice t6Zi5t6 homogenni tenk6 desky M C R2

z piikl. 12.75.

l105tl Pomocf Greenovy v6ty vypodt6te souiaclnice tdZiit6 homogennf tenk6 desky M C R2,
jejfZ hranicf je kiivka ,k = &r Uk2U h3, kde /c1, resp. fr2 je risedka s krajnirni body (0,0), (0,4),
resp. (0,0), (a,0), a kde ,b3 je kiivka danii implicitnf rovnici ,,/i + fi = tfr @, q.

t1053I Pomocf Greenovy v€ty vypodtdte moment setrvadnosti vzhledem k ose o homogennf
tenk6 desky M C R2 ze cvii. 1052. Piedpokki,dejte, Ze (ploSnr{) hustota v kaZd6m bod6 desky
M je rovna jedn6.

ild4.| Nechf O c R3 je t6leso (uzavienii oblast), kter6 vznikne rotaci kolem osy z rovinn6-
ho obrazce (uzavien6 oblasti) M c R2 leZicfho v rovin6 Pxz. Piedpokli{,dejme, Ze pro viechna
(a,z)eMjea)0aZehranicfmnoZinyMjejednoduchri,uzavienii,podii,stechhladkri,kilv-
ka k. Necht (k) je kladnd orientovan6 kiivka /c. DokaZte, Ze pro objem V tdlesa O a moment
setrvadnosti f, vzhledem k ose z homogennr'ho t6lesa J? (s jednotkovou hustotou) plati:

|J6.-45".l Pomocf Greenovy v6ty vyieite cvii. 1027.

h04o.l DokaZte, i:,eplat{ t (grt+",)dcf (ca3+r"v)dy = 0, jestliie(hrM) jekladn6
J(fu MI

v=o I r2d.r,
J (k)

Je

r(
p
n

12. Nezdvislost kiivkov6ho integrdlu druh6ho druhu na ceste

L2.76. Poznri.mka. a) V pozn. 12.7I jsrne definovali pojem rotace rovinn6ho vektorov6ho
pole. Definujme dalif pojem: O rovinn6m vektorov6m poli f = (.f,g), kter6 je definovan6 a
tiidy Cr na oblasti G C R2, i'eknerne, Ze je na G neu{roud, jestliZe pro kaZd6 (r,y) e G platf
rctf (x,y) = (Asl0x)(*,s) - (Af lAy)(o,u) = 0.

Pii pouZitf t6to terminologie mriZeme tvrzenf z MII, hesla 12.118 formulovat takto:
Jestli\e je G C R2 jednoduie souuisld oblast a { uektoroud pole, kter6. je definouand. a titdy

Cr no G, patom f je na G potencidlnt Ttrdui tehdy, ktly| f je na G neutrouL. [Nenf-li oblast
G jednodu5e souvislii,, potom plati pouze irnplikace: Je-li f na G potencidlnf, pak f je na G
nevfrov6.-(Obriiceni{, implikace neplati - viz ieseni piikl. 12.78.)l

I
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J (KJ
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ilN
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deJ
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llo?Ll t@,il= (' ro{, * yz), #), G = R2,

o?rl r@,y)= (t - {,o"9, sio i * I.", #),
t(2,t )

I r@,g/)..1".
J (t,r)

r(o'-1)

J,,,o,

G = {(n,

lT-?g"l Dokazte, Ze vektorov6 pole

cii{lni na oblasti G = R2

h0?4fl Vvpottdte cirkulaci vektorov6ho pole t(*,y) = (ffi, ?fu) pod6l libovolnrl

jednoduch6 uzavienri kladn6 orientovan6 cesty (k) takov6, Ze:

a) (0,0)ekUIntk; b) (0,0) e lnt &.

(N6vod: Vyjd6te z rivah uvedenfch v M II, pozn. 12.LlL a z pozn. 12.78.)

li0lSTl DokaZte, Ze pro kaZclou spojitou funkci h: (0,*m) -* R je cirkulace vektorovdho pole
f @,il = (rh(rz + u2), uh(r2 + u2)) pod6l libovoln6 uzavien6 cesty v R2 rovna nule" (Nr{,vod:
Najddte potenciiil vektorov6ho pole f na R2.)

t10?el Nechf funkce H z R2 -* R je tifdy Cl na R2. Najdete nutnou a postaiujfcf podminku
pro to, aby kiivkovf integrril druh6ho druiru vektorov6ho pole f(r,y) = (yH(x,g),xH(a,y))
nezi{,visel v R2 na cest6.

Ve cvidenfch 107?, 1078 ukaZte, ie kiivkov6 integriily druh6ho druhu danfch vektorovfch polf
f nezdrvisi v danfch oblastech G C R3 na cest6, a vypodt6te dan6 integri{ly.

I

./"iJ i' ,!'(

),
At I)) I/l

"1

ho?il f (r,u, z) = (x2 - 2yz, y2 - 2zr, z2 - 2ry),

f (r,y,z). ds.

|10?&l r(*,y,4= (2,,*;,-V,,, * i), G = {(,,s,2)€ R3: s > 0},

I 1o?9. I DokaZte, Ze vektorov6 pole

je potencir{lnf na oblasti G = R3 - {(0,0,0)}, a vypodtdte 1?'-r'rl f (r,y,z). ds.
./(1,0,2)

h0801 Vypodtdte priici vektorov6ho pole f(e, u,z)= (r,y',-23) pod6l libovoln6 orientovan6
cesty v R3 s podii,tednfm bodern (1, 1,1) a koncovlim bodem (2,9,-4).

furh'4'l'f(c, y) . ds.

R2:o>0),y)e

') [r:,

f (-r ,2,-2)
G=R3, I f(r,y,z).ds.

J(1,1,1)
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,l&tl
,ro !61
/,0'U\

4( I ,2 ,3)

l,-,,,,-,,
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