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/({‘/-x_“-i- Yyt)ds, kde k={(z,9) € R?: 22+ /4% = /a®} (a>0). [Navod:
Parametri:ujte kiivku k (asteroidu) rovnicemi z = acos®t, y = asin®t, t € (0,2r).]

/ \/Q—y ds, kde k C R? je kiivka (jeden ,oblouk“ cykloidy) dand parametrickymi
rovnicemi ’zv =a(t —sint), y = a(l — cost), t € (0,2r) (a > 0).

/ (z24+y?)ds, kde k C R? je kiivka (&4st evolventy kruznice) dand parametrickymi
rovnicemi k:c = a(cost +tsint), y = a(sint —tcost), t € (0,27) (a >0).

/ e\/‘w ds, kde k C R? je uzaviend kfivka, ktera je hranici mnoziny
M={(av,yk)€R2 izl +y2<a® A0<y<Lz} (a>0).

/k mz—?—:ﬁ, kde k C R? je kiivka (¢4st logaritmické spirdly) majici v polérnich
soufadnicich rovnici o = ae®?, ¢ € (0,27) (¢ >0, b>0).

d
Vypoitéte lim ——i, kde k.= {(z,y) € R?:y = acosh(z/a) A z € (—c,c) },
c—++00 ke Y
c € (0,+00) (k. je cast fetézovky) (a > 0).
Ve cvicenich 981 984 vypoctéte dané kiivkové integrély prvniho druhu v R3.
- , kde k C R3? je kiivka (jeden ,z4vit“ sroubovice) dans parametric-
L T2+ Y2+ 22 + y? + 2 ‘
kymi rovmceml o= @cost; y=asinl, 2=bt, tc(0.2n) (a>0, b W
/(2\/' z? +y? — 2)ds, kde k C R3 je kfivka (jeden ,z4vit“ kuZelové sroubovice)
k

dand parametrickymi rovnicemi z = tcost, y =tsint, z =1, t € (0,27).

/\/2y2+z2ds, kde k={(z,9,2) eERP:2’+ 2+ 22 =a®> A=y} (a0
k
, [y +#)as,

k

kde k= {(z,y,2)€R*: 22 + 42 +22=a? A220Ay>0A2>0A 2yz=0} (kje obvod
sférického trojihelnika) (a > 0).

9. Neékteré aplikace kiivkového integralu prvniho druhu

12.62. Piiklad. Vypocitejme délku kiivky k¥ C R® (jednoho ,zdvitu“ kuzelové sroubovice)
dané parametrickymi rovnicemi

(12.62.1) o= teost, g=1lsimt, =i (0 27)

Reseni. Necht g je vektorovd funkce definovand rovnicemi (12.62.1). Pro kazdé t € (0,2r)
plati

g'(t) = (cost — tsint,sint + tcost, 1),
lg'(t)] = v/(cost — tsint)? + (sint + tcost)? + 12 = /2 + 2.

Podle M1I, vzorce (12.89.1) (s pouzitim vzorce (12.56.1)) vypolteme, Ze délka kiivky k (jde o
hladky oblouk) je rovna &islu

27 i 2m
= [ 1ds= \/2+t2dt$[l (%\/ﬁt+,/1+lt2>+lt\/2+t2] =
/k s A i3 7] 2 0

:1n(ﬁ7r+\/1+27r2)+7r\/2(1+27r2).
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Ve cvicenich 1009-1013 piedpoklddejte, Ze hustoty danych homogennich hmotnych kfivek
v kazdém jejich bodé jsou rovny jedné.

1009.| Vypoctéte momenty setrvacnosti vzhledem k obéma osam soufadnic homogenni kfivky
k ze cvi€. 1004 (,horn{ poloviny“ kardioidy). '

l 1010. l Vypoctéte momenty setrvacnosti vzhledem k obéma osdm soufadnic homogenni{ kfivky
k C R? (asteroidy) dané implicitni rovnici /22 + /4% = {/a? (a > 0).
1011.| Vypoctéte moment setrvacnosti vzhledem k ose y homogenni kiivky

k={(z,9) € R 12 € (-VZ,v2) Ay = }a?).

| 1012.| Vypoctéte moment setrvacnosti vzhledem k ose z homogenni kiivky
k={(z,9,2) eR: 22+ ? + 2 =a® A2>20Ay>0A2>0A zyz=0}

(k je obvod sférického trojihelnika).

1013.| Vypoitéte momenty setrvanosti vzhledem k osdm z, y, z homogenni kfivky k& C R3
(jednoho ,,zdvitu® Sroubovice) dané parametrickymi rovnicemi z = acost, y = asint, z = bt,
t€(0,2r) (a>0, b>0).

Vypoctéte moment setrvaénosti vzhledem k ose z nehomogenni kiivky (&dsti kénické
spirdly) dané parametrickymi rovnicemi z = ae’cost, y = ae’sint, z = bef, t € (0,27) (a > 0,
b > 0), jestlize hustota v kazdém bodé kfivky k je nepfimo dmérnd vzdilenosti tohoto bodu od
roviny Pzy, pficemz v bodé (a,0,b) je rovna jedné.

1015.| Vypoététe momenty setrvaénosti vzhledem k obéma osam soufadnic nehomogenni
hmotné kruZnice v R? se stfedem v pocdtku a polomérem R, jestlize jeji hustota je popsina
funkei h(z,y) = |z]| + |yl

10. Krivkovy integral druhého druhu

12.67. Poznamka. Necht (k) je orientovany hladky oblouk v R?, resp. v R3, jehoZ paramet-
rizace je déna vektorovou funkci g: x = g(t), t € (a,b), a jehoz trajektorii je mnoZina k.

a) Vzorec, jimZ je definovan kfivkovy integrdl druhého druhu podél orientovaného oblouku
(k) vektorového pole f (dvou, resp. tii proménnych s hodnotami v R?, resp. v R3), které je
definované a spojité na mnoziné k (viz M II, vzorec (12.98.1), resp. vzorec z M II, hesla 12.107),
mizeme vyjadfit ve ,vektorovém® tvaru takto:

(12.67.1) F(x).ds = /  e() . gVt
(k) a

(v integralu napravo je skaldrni souéin dvou vektori).

V3ude v této ¢dsti kapitoly (aniZ to budeme zdiraziovat) budeme pracovat pouze s takovymi
parametrizacemi orientovanych hladkych obloukd, pfi nichZ je mozné pouzit vzorec (12.67.1)
[podrobnéji (ve smyslu *b)) viz posledni{ dva odstavce v pozn. 12.56].

*b) O parametrizaci orientovaného hladkého oblouku bychom mohli fici totéz, co v pozn. 12.57
o parametrizaci hladkého oblouku.
Dodejme, Ze pro kazdé t € (a,b) ,souhlasi“ orientace jednotkového te¢ného vektoru #(x)
hladkého oblouku k sestrojeného v bodé x = g(t) € k, ktery je pro ¢t € (a,b) dén pfedpisem

(12.67.2) t(x) = é :Egl

224 12. Integrélni poet funkci vice prom&nnych
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1026. / —ydz + z dy, kde (k) je cesta dand parametrickymi rovnicemi z = acost,
(k)

y = bsint, t € (0,47) (a >0, b>0) ((k)je elipsa ,prob&éhnutd dvakrat proti sméru pohybu
hodinovych ruéicek“).

1027.| Vypottéte cirkulaci vektorového pole f(z,y) = (2(z? + ?), (z + y)?) podél oriento-
vaného obvodu trojihelnika s vrcholy a = (1,1), b= (2,2), ¢ = (1,3), jehoz orientace je ddna
uvednym pofadim vrchold.

1028.| Vypoctéte praci vektorového pole f(z,y) = (0,z?) podél orientovaného oblouku s po-
¢atecnim bodem (0,1) a koncovym bodem (1,0), jehoZ trajektorie je &4sti paraboly y% =1 —z.

Na oblasti G = R? — {(0,0)} je ddno vektorové pole f takové, ze v kazdém bodé
(z,y) € G vektor f(z,y) sméfuje do politku a jeho velikost je rovna jedné. Vypoététe prici
vektorového pole f podél orientovaného oblouku daného parametrickymi rovnicemi z = acost,
y =bsint, t€ (0,37} (a>0, b>0).

Ve cvicenich 1030-1035 vypoitéte dané kiivkové integrdly druhého druhu v R3.

/ (y*—2%)dz+2yzdy—22dz, kde (k) je orientovany oblouk dany parametrickymi
(k)

revnicemi z =1 y=1, z=1 (0,1}

/ yzdr +2va? —22dy+zydz, kde (k) je orientovany oblouk dany parametric-
: (k)

kymi rovnicemi z =acost, y =asint, z="5t, t€(0,2r) (a>0, b>0).

/ zydz + y2dy + zz dz,
(k)

k= {(z,9,2) e R®P: 2 + 42 + 22 = 2az Az = = A y > 0}, pfitemz pb(k) = (0,0,0),
kb(k) = (a,0,a) (a >0).

kde (k) je orientovany oblouk s trajektorif

1033. / ydz + 2dy + z dz, kde (k) je jednoduchéd uzaviend cesta s trajektorif
(k)

kE={(z,9,2) € R®:2? + y? = a® A z = zy}, pficem? orientace cesty (k) je je ddna pofadim
bodi (a,0,0), (0,a,0), (—a,0,0) (a>0).

/ (22 —y*)de + (22 — 2%) dy + (y> — 2?)d2z, kde (k) je jednoduch4 uzaviens cesta
(k)

s trajektorii k= {(z,,2) € R®: 22 +32+22 =a? A2 > 0Ay>0A 2> 0Azyz =0}, piidems
orientace cesty (k) je dana pofadim vrchold (a,0,0), (0,q,0), (0,0,a) sférického trojihelnika,
jehoz obvodem je kfivka k.

1035% / yidz + 22 dy + 2 dz, kde (k) je jednoduchd uzaviens cesta s trajektorif
(k)

k={(z,9,2) eR®: 22+ 2+ 2 =a® Az’ +y? =az A 2 > 0} (k je smycka Vivianiovy kiivky),

pfi¢emz orientace cesty (k) je takova, ze jejim teénym vektorem v bodé (0,0,a) € k (viz pozn.

12.57) je vektor (0,—1,0) (a > 0).
Vypottéte cirkulaci vektorového pole f(z,y,z) = (z,y,z) podél jednoduché uzaviené

“cesty (k), jejiz trajektorif je trojihelnik s vrcholy a = (1,0,0), b = (0,1,0), ¢ = (0,0,1),

pficemz orientace cesty (k) je ddna uvedenym pofadim vrchold.

Na oblasti G = R®*—{(z,y,2) €R3:2=0Ay =0} jeddno vektorové pole f takové,
Ze pro kazdy bod xo € G je f(xo) vektor, jehoz velikost je rovna pfevracené hodnoté vzdalenosti
bodu xp od osy z, a pro ktery polopfimka x = xo + ¢ f(x), t € (0,400), kolmo protini
osu z. Vypoctéte prici vektorového pole f podél orientovaného oblouku daného parametrickymi
rovnicemi & = acost, y =b, z=asint, t€(0,37) (a>0, b#0).

228 12. Integréini poZet funkcf vice prom&nnych
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1045.| Pomoci Greenovy véty vyieSte cvi¢. 1027.

10486. | Dokaite, Ze plati / (yz® +e¥)dz+(zy3 +ze¥)dy = 0, jestlize (hr M) je kladné
(hr M)
orientovana hranice néjaké omezené uzaviené oblasti M C R2, kterd je symetrické:

a) podle pocatku; b) podle piimky y = z.

1047.| Pomoci Greenovy véty vypocltéte obsah rovinného obrazce M, jehoZ hranici je kfivka
k dand implicitni rovnici (a > 0):

a) Y2+ /v = Y/ b) /Tl + ¥/l = Ve
o) 1+ YWl = ¥a.
[Ndvod: Uvazujte priinik daného obrazce s (uzavienym) prvnim kvadrantem. Cést kiivky k lezici
v prvaim kvadrantu parametrizujte rovnicemi = = acos™t, y = asin™t, t € (0, %r), kde n je
vhodné piirozené ¢&islo.]
1048.| Pomoci Greenovy véty vypoctéte obsah rovinného obrazce, jehoz hranici je kiivka ze
cvic. 987 (epicykloida).
1049.| Pomoci Greenovy véty vypoctéte obsah rovinného obrazce, jehoZ hranici je kfivka ze
cvic. 988 (hypocykloida).
1050.| Pomoci Greenovy véty vypocltéte obsah rovinného obrazce, jehoZz hranici je kfivka

(smyéka Descartova listu) dand implicitni rovnici z® + y® = 3azy a nerovnicemi z >0,y > 0
(a > 0).

.{1051.| Pomoci Greenovy véiy vypoctéte soufadnice t&Zisté homogenni tenké desky M C R?

z.pitkl. 12.75.
1052.| Pomoci Greenovy véty vypoététe soufadnice tézisté homogenni tenké desky M C R?,

~ jejiz hranici je kfivka k = k; Uky U ks, kde kq, resp. k; je isecka s krajnimi body (0, 0), (0,a),

resp. (0,0), (a,0), a kde kj je kiivka dand implicitn{ rovnici +/z + \/_ — \/Zz- (a > 0).

Pomoci Greenovy véty vypocététe moment setrvacnosti vzhledem k ose x homogenni
tenké desky M C R? ze cvié. 1052. Predpoklidejte, ze (plosnd) hustota v kazdém bodé desky
M je rovna jedné.

Necht 2 C R3 je téleso (uzaviena oblast), které vznikne rotaci kolem osy z rovinné-
ho obrazce (uzaviené oblasti) M C R? leziciho v roviné Pzz. Piedpoklddejme, Ze pro viechna
(z,2) € M je z > 0 a Ze hranici mnoZiny M je jednoduchd uzaviend po Castech hladkd kfiv-
ka k. Necht (k) je kladné orientovand kiivka k. Dokaite, ze pro objem V télesa {2 a moment
setrvacnosti I, vzhledem k ose z homogenniho télesa {2 (s jednotkovou hustotou) plati:

V=7r/ 2% dz, Izz%n/ zt dz.
(k) (k)

12. Nezavislost kfivkového integralu druhého druhu na cesté

12.76. Poznamka. a) V. pozn. 12.71 jsme definovali pojem rotace rovinného vektorového
pole. Definujme dal3i pojem: O rovinném vektorovém poli f = (f,g), které je definované a
tfidy C? na oblasti G C R?, fekneme, Ze je na G nevirové, jestlize pro kazdé (z,y) € G plati
rot f(z,y) = (9g/0z)(z,y) — (0f/0y)(z,y) = 0.

Pii pouziti této terminologie mizeme tvrzeni z M II, hesla 12.118 formulovat takto:

Jestlize je G C R? jednoduse souvisld oblast a f vektorové pole, které je definované a tridy
C' na G, potom f je na G potencidini prdvé tehdy, kdyz f je na G nevirové. [Neni-li oblast
G jednoduse souvisld, potom plati pouze implikace: Je-li f na G potencidlni, pak f je na G
nevirové. {Obracend implikace neplati — viz feSenf pifkl. 12.78.)]
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2 (0,-1)
e = (om0 1), 25), a=r, [ ). as
: (

e 2,0)
2
e et e = 25
1072. f(a:,y)-<1 zzcosz,smz-i—xcosx), G={lz,y)eR 250},
(2,7)
/ f(z,y).ds.
(

1,m)

: e : z y .
1073.| Dokazte, Ze vektorové pole f(z,y) = + v, +z e poten-
e 109) = (it e te) oo
(5,12)
cidlni na oblasti G = R? — {(0,0)}, a vypoététe / f(z,y).ds.
(3,4)

1074¥ Vypoctéte cirkulaci vektorového pole f(z,y) = ( 2—y e = 2) podél libovolné
z-+y° zc+4+y

jednoduché uzaviené kladné orientované cesty (k) takové, Ze:
a) (0,0) ¢ kUIntk; : b) (0,0) € Int k.
(Névod: Vyjdéte z dvah uvedenych v MII, pozn. 12.111 a z pozn. 12.78.)

Dokazte, Ze pro kazdou spojitou funkci A: (0,+00) — R je cirkulace vektorového pole
f(z,y) = (zh(z? + y*), yh(z? +y?)) podél libovolné uzaviené cesty v R? rovna nule. (N4vod:
Najdéte potencidl vektorového pole f na R?%.)

Necht funkce H: R? — R je tfidy C! na R?. Najdéte nutnou a postagujici podminku
pro to, aby kfivkovy integrdl druhého druhu vektorového pole f(z,y) = (yH(z,y), zH(z,y))
nezdvisel v R? na cests.

Ve cvicenich 1077, 1078 ukazte, Ze kiivkové integrly druhého druhu danych vektorovych poli
f nezdvisi v danych oblastech G C R® na cest&, a vypoctéte dané integraly.
(—1|27_2)

f(z,y,2) = (2° - 2yz, 4 - 22z, 2 — 2zy),. G =R3, / f(z,y,2).ds.

(1,1,1)

1 1
f(z,9,2) = (22:z+ e -—:E;;Z, z? +—y~), G={(z,9.2)€eR: y>0)},

(1,2,3)
/ f(z,y,2) ds.
(-113)_2)

e ; T Y Z
79. = :
Dokazte, Ze vektorové pole f(@,y, z) (:ﬁ fen s 22)
(2,-1,1)
je potencidln{ na oblasti G = R® - {(0,0,0)}, a vypoctéte / f(z,y,2).ds.
(1,0,2)

1080.| Vypoctéte prici vektorového pole f(z,y,2) = (z,y?, —2%) podél libovolné orientované
cesty v R s potdteénim bodem (1,1,1) a koncovym bodem (2,3,-4).
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