
Př́ıklad ze cvičeńı MA04 ze dne 1.12.2022

Je dána úloha −((1 + x)u′)′ = 2 s okrajovými podmı́nkami u(0) = 1 a u′(1) = 3.
a) Určete konstanutu pozitivńı definitnosti c.
b) Najděte přibližné řešeńı w1 Ritzovou metodou s pomoćı funkce ψ1(x) = x(x− 2).
c) Napǐste soustavu rovnic pro nalezeńı přibližného řešeńı w2 Ritzovou metodou s pomoćı funkćı
ψ1 a ψ2(x) = x(x2 − 3).
d) Najděte horńı odhad normy chyby ‖w1 − û‖2, kde û je přesné řešeńı .

Nejdř́ıve převedeme úlohu na tvar s homogenńımi okrajovými podmı́nkami, a to tak, že najdeme

jednoduchou funkci ϕ, která splňuje okraj. podmı́nky: ϕ(x) = 3x+ 1 , a zavedeme substituci
u = v + ϕ:

−((1 + x)(v + ϕ)′)′ = 5, v(0) + ϕ(0) = 1, v′(1) + ϕ′(1) = 3,

což po úpravě dá

−((1 + x)v′)′ = 2, v(0) = 0, v′(1) = 0.

a) Převedeme (Au, v) na symetrický tvar

(Au, v) =

∫ 1

0

−((1 + x)u′)′vdx = [−(1 + x)u′v]10 +

∫ 1

0

(1 + x)u′v′dx =

∫ 1

0

(1 + x)u′v′dx

a odhadneme (Av, v) zdola (s použit́ım Fridrichsovy nerovnosti):

(Av, v) =

∫ 1

0

(1 + x)v′v′dx ≥
∫ 1

0

v′v′dx ≥ 2

1

∫ 1

0

v2dx,

tedy c = 2.

b) Přibližné řešeńı bude w1 = α1ψ1 + ϕ, kde

α1 =
(5, ψ1)

(Aψ1, ψ1)
.

Dostaneme

(Aψ1, ψ1) =

∫ 1

0

(1 + x)(2x− 2)2dx =
5

3

(5, ψ1) =

∫ 1

0

5x(x− 2)dx = −10

3
.

Tedy w1 = −2ψ1 + ϕ = −2x(x− 2) + 3x+ 1 = −2x2 + 7x+ 1 .

c) Přibližné řešeńı bude w2 = β1ψ1 + β2ψ2 +ϕ, kde β1 a β2 dostaneme vyřešeńım soustavy rovnic
s rozš́ı̌renou matićı(

(Aψ1, ψ1) (Aψ2, ψ1) (5, ψ1)
(Aψ1, ψ2) (Aψ2, ψ2) (5, ψ2)

)
=

(
5
3

16
5 − 10

3
16
5

63
10 − 25

4

)
.

Dostaneme β1 ≈ −3.85 a β2 ≈ 0.96.

d) Pro odhad použijeme vzorec ‖w1− û‖2 = ‖α1ψ1− v̂‖2 ≤ 1
c‖5−Aα1ψ1‖2, kde v̂ je přesné řešeńı

úlohy s homogenńımi okraj. podmı́nkami:

‖w1 − û‖2 ≤ 1

2

(∫ 1

0

(5−A(−2)ψ1)2dx

) 1
2

=
1

2

(∫ 1

0

(5 + 2Aψ1)2dx

) 1
2

=
1

2

(∫ 1

0

(5 + 2(−4x))2dx

) 1
2

=
1

2

(∫ 1

0

(5− 8x)2dx

) 1
2

=
1

2

(
19

3

) 1
2

≈ 1.26 .
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