Priklad ze cviceni MA04 ze dne 1.12.2022

Je déna dloha —((1 + z)u')’ = 2 s okrajovymi podminkami «(0) =1 a /(1) = 3.

a) Urcete konstanutu pozitivni definitnosti c.

b) Najdéte priblizné feseni w; Ritzovou metodou s pomoci funkce 9 (x) = z(x — 2).

¢) Napiste soustavu rovnic pro nalezeni pfiblizného feseni wy Ritzovou metodou s pomoci funkef
Y1 a o(x) = z(z? - 3).

d) Najdéte horni odhad normy chyby ||w; — @l|2, kde u je pFesné Fesenf .

Nejdiive prevedeme tlohu na tvar s homogennimi okrajovymi podminkami, a to tak, ze najdeme

jednoduchou funkci ¢, kterd spliiuje okraj. podminky: m, a zavedeme substituci
uU=v+:

—((T+2)(v+¢)) =5 v0)+p(0)=1, V(1)+¢'(1)=3,
coz po upraveé da

’ —((1 420" =2, v(0) =0, o'(1)=0. ‘

a) Pievedeme (Au,v) na symetricky tvar

= /01 —((1 + 2)u) vdr = [—(1 + z)u'v]§ + /01(1 +z)u'v'dx = /01(1 +z)u'v'dz

a odhadneme (Awv,v) zdola (s pouzitim Fridrichsovy nerovnosti):

1 1 1
2
(Av,v) = /(1+x)v’v’dx2/ U”U'doszf/ v2dr,
0 0 L Jo

tedy ¢ = 2.

b) Piiblizné feseni bude w; = a191 + ¢, kde

e ()
YT (A )
Dostaneme
1
(AY1, 1) = /0(1+$)(2$—2)2da::§
1
(5th) = /05x(x—2)dx:_1730.

Tedy |wy = 201 +p = ~22(z —2) + 3z +1 = ~22° + 7o + 1]

c) Piiblizné feseni bude wy = 111 + Batha + o, kde B a By dostaneme vyFesenim soustavy rovnic
s rozsifenou matici
(Awlawl) (A7/12,¢1) (537/}1) _ % ? 7%
(A1 1h2) (A, vb2) | (5,12) 8 &2 )
Dostaneme (31 =~ —3.85 a 35 ~ 0.96.

-,

d) Pro odhad pouzijeme vzorec [|[wy — |2 = [|a11 — V]2 < 1[|5 — Aa1¢ |2, kde ¥ je piesné fesent
ilohy s homogennimi okraj. podminkami:
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