M je trojuhelnik s vrcholy (—1,0), (0,3), (2,1).
M je rovnobé&inik s vrcholy (-1,-7), (2,-1), (2,3), (-1,-3).
- M je uzaviend mnozina ohranicend kfivkami y® = z, y? = 4 — 3.

- M je uzaviend mnozZina ohranitend pfimkami y = —:c, y = 3z a obloukem hyperboly
zy = 12 leZicim v prvnim kvadrantu.

m Zaméite pofadi integrace ve dvojndsobnych integralech:

a) /02 (/:z f(w,y)dy> dz; b) /01 (/;ﬁf(fv,y)dw) dy;
o - ( /om.f(z,wdy) dz; a) / ( / f(a, y)dw) dy;
°) / (/21‘ Viz=z? (m,y)dy) i

Ve cvitenich 745-758 vypoctéte dané dvojné integraly.
// (2z+y)dzdy, kde M ={(z,9)€R?:2>0Ay>0Az+y<3}.
M

[746.] //szdzdy, kde M ={(z,9)eR*:220Ay20A 2+ y<1}.
X//Ma:y2dzdy, kde M:{(m;y)€R2:m2+4y2§1/\a:ZO}. o
\ﬁ\ //M(z2+y)dzdy, kde M ={(2,9)€R*:2>0Ay>3z A (z2-1)2+y<4}).

J] @+ dedy, Wt M={(er)e R Jaf 4yl < 1),

’ //Mlmldxdy, kde M = {(z,y) € R?:2? <y A 422 4+ y? < 12}.

// y2\/¢;2——x5dmdy, kde M = {(z,9) e R?:y>0A 22 +9% < a?} (a > 0).

-// d:cdy, kde M ={(z,y)eR*:2>0Ay<1Az<y}-{0,0)}

m //M zydrdy, kde M je uzaviend oblast ohrani¢end kiivkami y=2z—-z%, y=—z.

// (z+y?)dzdy, kde M je uzaviend oblast ohranicens kiivkami y=22%, y?=z.

- // ——da: dy, kde M je uzaviend oblast ohraniéend kiivkami zy = 1, =z,

Ti= 2;

m // sin(z + y)dzdy, kde M je trojihelnik s vrcholy (0,0), (%r,%w), (0,%1r).
M

// z?e ¥drdy, kde M je uzaviens oblast ohrani¢ens kfivkami g=o 4y —0,
M

T—-2%

X // V4z? — y?dzdy, kde M je trojihelnik s vrcholy (0,0), (1,0), (1,1).
M

Vypottéte lim // e”* ¥dzdy, kde M, = {(z,y)€R?:0<z<an0<y<z},
a=- 00 Ma .
€ (0,+400).
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Ukazte, ze vektorovd funkce g: G- R je prosté, uréete jeji obor hodnot
Gry = g(Gyy), najdéte inverzni vektorovou funkci h = g~': Gg, — R? a vypottéte
Jacobidn Jg vektorové funkce g, jestlize:

cr=3u—2v, y=u+v, Guv:RZ;

a) &

b) g:z=u, y = uv, G = 10, 1) < (01

gdigis U4 y:%, Guv = (0,+00) x (0,400);

d) g:z:u2+v2’ y:%’ GuU=(0,+OO)X(0,+OO);
ud v?

e) g:l‘:—v—’ y:Z'a GuU:(O,-i-OO)X(O,—f-OO);

f) g:z=ucos’v, y=usin’v, Guy = (0,+00) x (0,17) (s> 0).

Ve cvicenich 761-770 vypoctéte dané dvojné integraly pomoci substituce do polarnich sou-
fadnic.

/ (1-3z —2y)dzdy, kde M:{(z,y)ER2:x2+y2§4/\yZz}.
M
// cos /z? +y?drdy, kde M:{(z,y)€R2zw2§m2+y2§97r2}.

-// m(ﬁ:y)dzdy kde M ={(z,y)€RE:1< o2 +y2<eAy20}.
T y?

—_I .—.y ;
//M”mdzdy, kde M:{(z,y)eRZ.z2+y2§1/\2:20}.

//Marctg%dzdy, kde M:{(z,y)€R2:1§m2+y2§4/\m§y§\/§w}.
@//Mmdzdy, kde M= {(z,9) eR*:0<y<zA0<Lz<1}

¢ //Ma:dewdy, kde M = {(z,y) € R®: 22 +y* < 2az} (a>0).
//M(a:—i-y)da:dy, kde M = {(z,9)eR*:a®2 +9y* <a(z+y)} (a>0)
m // ydzdy, kde M={(z,9)eR: (=" +4?)?* <ay’} (a>0).

[770.] // zly’ dzdy, kde M= {(z,y) € R*: (2 + y*)2 < a?(z® - ¢*)} (a>0).

Ve cvicenich 771-774 vypoitéte dané dvojné integraly pomoci substituce do zobecnénych

polérnich soufadnic.
2

-//(z—dezdy, kde M = {(zy)€R2:%+2§1/\0§z§\/1_2y}.
z
1 //M(:c2+y)dzdy, kde M:{(:z:,y)ERz'—zqt—Z?Sl} (a>0,b>0).
// In(1 4 z% 4+ 9y*)dzdy, kde M= {(z,y) €R*: 22 + 9y < 36 }.
o L
// z3dzdy, kde M:{(z,y)ERZ:(a)—2)2+4y2§4}.

- Pomoci substituce ¢ = gcos® ¢, y = o sin®  vypoététe dvojny integral

//Mwydxdy, kde M = {(z,y) € R?: z>0/\y>0/\\/—+\/—_<\/_} (a>-0).
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Ve cvicenich 792-800 vypoctéte objemy danych vilcovych téles.
{(z,9,2) ER3: |z| ST A |y S1A0<L2<4—2r—y2}.
{(z0,2) R :2>0Nn/z<y<2/c Ahz>20Nz+t 256}

. {(z,9,2) ER®: 22+ 42 <2z A 0 < 2 < /22 + 92 ).

{(z,9,2) eER¥:(z—a)’+(y=a)l <a®’AN0<2<z+9?} (a>0). [Nivod:
PouZijte substituci danou vektorovou funkei g*: 2z =a+pcosp, y =a+ psing (jde o slozeni
transformace do poldrnich soufadnic a posunuti o vektor (a,a).]

{(z,9,2) € R : (22 + y2)2 < 2a’zy A 22> 0 A 22 < 2zy} (a > 0).
{(z,9,2) eR¥: (z2 +y?)? <a?(2? - y?) A0<az <z’ +3y*} (a>0).
{(m,y,z)eR3:x4+y4§a2(x2+y2)/\052z_<_a:2+y2} (a > 0).
{(x,y,z)€R3:w>0/\y>0/\y§z2§2y/\m§y2§2z/\OSZSzy}.

{(z,02) ER :a>0Ay>0A o <y<2sna®<oy<2® AB<2z< 22+ 9%}
(a>0).

Ve cvi¢enich 801-808 vypoététe objemny vélcovych téles ohrani¢enych danymi plochami.
801.| 2=0, y=0, z+y=3, 2=0, z=4z2 + 242 + 1.
Y=l y=a 2=0%2—3 I 7
Y=ozt z=4 -yt 2=0
y=Inz, y=In’e, 2=0, y+2=1.
y=0in=n cty—a =0 z=atEs® " (g>0).
806.| z? +9* =a?, 2=0, z=a’ -2 (a>0).
: z2=16—2? — 42, z=0.
22 4y?=a? 2=0, z=e Y (a>0).
Vypoctéte objem télesa {(z,y,z) eR* 122+ y? <2az A2<2<22} (a>0).

Vypottéte objem télesa {(z,y,2) € R¥: 22 + y2 + 22 < a? A (2% +3?)? < a®(2? —9?)}
(a>0).

Vypoctéte objem tzv. Vivianiova télesa

{(@,9,2)eR:+y’+22 < Al +y? <az} (a>0).

Vypoctéte objem télesa ohrani¢eného dvéma rotaénimi vilcovymi plochami o stejném
poloméru R, jejichz osy rotace se kolmo protinaji.

Vypoitéte objem télesa ohraniceného rotaéni vdlcovou plochou z2+4? = 2az a rotaénim
paraboloidem y? + 2% = 4az (a > 0).

Vypottéte objem télesa { (z,9,2) € R® : 22 +y?+22 <a? A2?+y2 < B} (0< b < a).
Ve cvicenich 815-829 vypocététe obsahy danych ploch.

{(z,9,2) ER3:20+3y+42=12A2>20Ay>0A 2>0}.

{{zm2f e R setip g2 = 22 A.2:0 <ng)

fle,4,20eR i i —2ac N2> 0 P <az Az <a} (a>0)

{(z,9,2) eR®: (2 + ) +2=1A2>0}.

2 2 2

2
3.7 Ys o Z )
{(Z,y,Z)ER;+T—2Z/\a—2+'b—2-S].} (G>0,b>0).
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12.39. Poznamka. Tvrzeni z pozn. 12.5 ma nasledujici analogii pro trojny integral:

Necht F je funkce (dvou proménnych) definovand na méritelné mnoziné M C R?, h funkce
(jedné proménné) definovand na intervalu (p,q), necht F € R(M), h € R(p,q). Oznacme 2 =
= M X (p,q). Potom {2 je méritelnd mnoZina v R3, funkece (z,y,2) — F(z,y)h(z), (z,y,2) € 2,
Jje riemannovsky integrovatelnd na 2 a plati

///n F(z,y)h(z)dzdydz = (//M F(z,y)dz dy) = (/pq h(z) dz) :

Je-li naviec M = (a,b) x (c,d), F(z,y)= f(z)g(y), (z,y) € M, kde f € R(a,b), g € R{c,d),
potom plati

JJ[ st s avas = ([ o ). ([ ) a) - ( / "he)a)

Diikaz by byl podobny jako v pozn. 12.5 a nebudeme jej provadét.
CVICEN{

V kaZdém ze cvifeni 859-861 pievedte trojny integral spojité funkce f na dané mnozZiné
2 C R® na trojndsobny integral, v némz je integrace podle jednotlivych proménnych provadéna
v tomto poradi: :

a) 2 T | b) z, y, 2.

| R={(z,y,2) eR a2+ 12 + L2 <1Az>0}
R={(z,y,2)eR¥: 22+ 9> +2<1 A 2>-1}
2={(z,y,2) eRI: /22 + 42 <2< 4}.

V kazdém ze cviceni 862, 863 zaméiite pofadi integrace v daném trojndsobném integralu tak,
aby integrace podle jednotlivych proménnych byla providéna v tomto pofadi:

algyae o b a1y, 7

a0

1
-1 \J-Vi=2?

I=/01 (/om (Az+yf(x,y,z)dz) dy) dz.

Ve cvicenich 864-869 vypoctéte dané trojné integraly.

///J (m3y—§-) dedydz, kde J = (0,1) x (1,2) x (0,2).
///Jzy2ﬁdzdydz, kde J= (-2, 1) <. (1,30 %42 4).
///, (%+%+-§) dzdydz, kde J =(1,3)x(1,3) x (1,3).
///Jaﬂzew“’dxdydz, kde J = (-1,1) x {=2,0) x (0,1).

dz dydz
[868.] -
///J GEEvECEEET kde J =(0,1) x (0,1) x (0,1).
/// cos(z +y+2)dedydz, kde J = (3, 3m) x(0,37) x (0, ).
I

0

ey dz) dy) da:
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Jacobidn vektorové funkce g* je
Jg-(r, 9", ¥) = Jg(o, ¢, 2*) . Iy (1% %)= 0.7 = (a+ rcosy)r.

Mnoziné £2 odpovida pfi této substituci trojrozmérny interval 2,4y = (0,b) X (0,27) X (0,27)
(podrobnéji opét viz pozn. 12.44). :
Jinym zpisobem byl tento piiklad vyfesen v PI (viz P 1, piikl. 6.69). O

12.55. Pozndmka. Pro vypodet momentu setrvaénosti hmotného télesa vzhledem k (libo-
volné) p¥imce se nékdy hodi ndsledujici tvrzeni (tzv. Steinerova véta — srovn. s pozn. 12.33):

Necht 2 C R® je (nikoliv nutné homogenni) téleso o hmotnosti m, necht p C R3 je libovolnd

primka a nech? p* C R3 je piimka prochdzejici tézistém télesa 12 rovnobéind s primkou p.
Oznaéme d vzddlenost primek p, p*. Potom plati

kde I,, resp. I je moment setrvacnosti télesa 2 vzhledem k piimce p, resp. p*.
Dikaz tohoto tvrzeni je zadan jako cvic. 966.

VICENI

Ve cvi¢enich 905-913 vypoététe objemy téles ohrani¢enych danymi plochami.

905.| y==z, y=12%, z=22+y%, z=22%+242
z=1 y=z, y=2z, z=22+¢%, 2=zt +2y%
z2=0, y=0,z+y=1, z=2y, 2=z +y.
z=0,z=a:y,a:+y+z=1. z=6—z2—y2,z=m.
z’+y2+z3=1,z+1=0.‘ mz2+y2+z4=1.
z2+%y2= %z, m+%z=2.

813. ':;4’%;
Ve cvicenich 914-926 vypoététe miry danych mnoZin.

{(z,9,2) ER3: 2> 22+ 92 A 22 <2y}
{(z,y,z)eR3:x2+y2+22$2z/\:z:2+y2$2—z}.

{(z,9,2) € R®: 22 + > + 2% < 3a® A 2? +4* < 2az} (a>0).
{(z,9,2) ER®: 2?2 + 32 + 22 < a® A z® + 9 +2* < 2az} (a>0).

‘ {(z,y,2) eR®:2< 2? + 2 + 2> < 2z}.

{(z,9,2) ER®:22 +y? + 22 <20z A 2 + 97 < 322} (a>0).
{(z,y,2) e R®: (2 + 92 + %) < a2} (a>0).

{(z,9,2) € R®: (2% + 4% + 22)* < az(z® + 9*)} (a> 0).
{(2,9,2) ER® : (22 +4? + 22 < a?(@? + ¢ = 2%)} (a>0).
{(z,9,2) € R : (22 + y* + 2*)° < a?(2? +4*)*} (a>0).
{(z,9,2) € R®: (22 + y* + 2%)® < a’zyz} (a>0).

272 2 2 2 2 2
{(z,y,z)eR3:(—1-i+%2—+%2—$1/\-::—2-1-%2-SZ—2/\220} (a>0,b>0,c>0).

. z? yz 222 22 yz
(zpaheitil =t mat el cer ke (0> Db 0ie0).

2
+%=1 (a>0,6>0,c>0).

a? c?

Vypo&téte pomér objemi dvou téles, na néz déli rotaéni paraboloid z? +y? +az = 4a®
kouli z2 + 4%+ 22 <4az (a>0).
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Najdéte tézisté nehomogenni krychle 2 = (0,a) x (0,a) x (0, a), jestlize jeji hustota je
popséna funkci h(z,y, z) = zy*28.

Najdéte tézisté nehomogenni koule 2 = {(z,y,2) € R3 : 22 + y2 4 22 < 4z}, jestlize
hustota v kaZzdém jejim bodé je rovna vzdalenosti tohoto bodu od bodu (0,0, 0).

Ve cvicenich 952-962 predpoklidejte, Ze hustoty danych hmotnych téles v kazdém jejich bodé
jsou rovny jedné.

Vypoctéte moment setrvacnosti vzhledem k ose z télesa ze cvié. 940.

Vypocltéte moment setrvacnosti vzhledem k ose z télesa ze cvic. 941.

Vypoctéte moment setrvacnosti vzhledem k ose z télesa ze cvic. 947.

Vypoctéte moment setrvacnosti vzhledem k ose z Vivianiova télesa z piikl. 12.53.
Vypoctéte moment setrvacénosti vzhledem k ose 2 homogenniho télesa

{(2,9,2) eR®:(? +9* + P < (e +9" - ")} (a>0).

Vypoctéte moment setrvacnosti vzhledem k ose rotace homogenniho ,,dutého* rotacniho
vélce, jestlize polomér jeho vnitini, resp. vnéjsi hranicni valcové plochy je Ry, resp. Ry (R1 < Rj)
a jeho vyska je H.

¢ Vypoététe moment setrvacnosti homogenniho rota¢niho vilce s polomérem podstavy R
a vyskou H vzhledem k (libovolné) piimce, kterd se dotykd plasté véilce a je rovnobéind s osou
rotace.

. Vypoctéte moment setrvacnosti homogenniho rotatnitho kuzele s polomérem podstavy
R a vyskou H:

a) vzhledem k ose rotace;

b) vzhledem k (libovolné) piimce, kterd je kolm4 k ose rotace a prochdzi stfedem podstavy
kuzele.

Vypoctéte moment setrvacnosti vzhledem k pfimce z = y = z homogenniho rota¢niho
kuzele {(z,y,2) € R¥: /22 +y2<z<1}.

Vypoctéte moment setrva¢nosti homogenni krychle s hranami délky a vzhledem k piim-
ce, ktera obsahuje:

a) (nékterou) hranu krychle; b) (nékterou) télesovou thlopficku krychle.
Vypoététe momenty setrvacnosti vzhledem k osdm z, y télesa z piikl. 12.54.

Vypoctéte moment setrva¢nosti nehomogenni koule, jejiz hustota v kazdém jejim bodé
je rovna vzdalenosti tohoto bodu od stfedu koule, vzhledem k (libovolné) pfimce, kterd:

a) prochdzi stiedem koule; b) se dotyka povrchu koule.

Vypoctéte moment setrvacnosti nehomogenniho rota¢niho kuzele s polomérem podstavy
R a vyskou H, jehoZ hustota v kazdém jeho bodé je rovna vzdélenosti tohoto bodu od osy rotace,
vzhledem k:

a) ose rotace;
b) (libovolné) piimce, kterd je kolma k ose rotace a prochézi vrcholem kuzele.

Necht {2 je téleso (méfitelnd uzaviend oblast v R3), které vznikne rotaci kolem osy z
rovinného obrazce M (méfitelné uzaviené oblasti v R?) lezictho v roviné Pzz, piiemi pro
viechna (z,z) € M je z > 0. DokaZte, Ze pro objem V télesa {2 a moment setrva¢nosti I,
vzhledem k ose z homogenniho télesa 2 (s jednotkovou hustotou) plati:

V=27r// zdzrdz, Iz=27r// z3dz dz.
M M

Dokazte Steinerovu vétu (viz pozn. 12.55).
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