
Fao:l
lz+l.l
@
Fas"l
U=12

@

M je trojrihelnfk s vrcholy (-1,0), (0,3), (2,1).

M je rovnob6Znik s vrcholy (-1,-T), (2,-l), (2,9), (-1,-g).
M je azaviend mnoZina ohraniiend, kiivkarni y2 = x, !2 = 4 - 3x.
M je rzavienii, mnoiina ohranitend piimkami U = t*, U = Br a obloukem hyperboly

lei;icim v prvnirn kvadrantu.

Zam6irte poiadf integrace ve dvojndsobnfch integr:ilech:

n l,' (1,',' f(a,y)au) a';

q 
1," (1""' r(,,yyau) a';

E I,'U::r@,y)a,) a

Ve cvidenich 745-758 vypodt,Ete dan6 dvojn6 integrr{ly.

lzsb.l
r =2.

l?5o.l

FE?.-l
x --2-

X |7rs:l

@

ff

Frill 
J J*r'r/il*l d*dy, krle M = {(*,y) eR,,y> 0 A 12 +u2 < a2} (o> 0).

I I .t^,

ltsz.l 
J Jr47clccly, k<te M = {(r,y) € R, :c ) 0 A y < r 

^ \fr< y} -{(0,0)}.

:l ll*rrclcdg, kcle M jeuzavi'enii,oblastohraniien:i,kiivkami u=2s-a2, u=-a.

lT5 l ll-O+v2)d,xdv, kde M jeuzaviend,oblastohranidend,kiivkami y=12, u2 =a.

IL#dldy, kcle M je uzavieni{, obtast ohranidend, kiivkami .cU = 1, U = tt

ll*tt"rr*v)d.,dv, kde M i.trojrihelnfk s vrcholy (0,0), (tro,Lrn), (0,*o).

I I-*e-v dr rlg, kde M i" uzavi'end, oblast ohranideni{ kiivkami y = or, g = 0,

tf

JJrJn* - vz d,udg, kd.e M je trojrihelnfk s vrcholy (0,0), (1,0), (1,1).

Vypodtdte.!ri* Il*"u'..! d,xd,y,kde Mo = {(s,y) € R2 : 0 ( o ( aA0 1 y I a},
oo).

tt
lza,s.l JJ*ttr*y)dad,y, kcte M = {(r,s)e R2:c ) 0 n s > 0 A o*yS 3}.

ft
lt+a.l JJrrnrlxd,y, kd,e M ={(c,s) e.Rr:c)0 Ay)0A\fr+\frS1}.

lt
X lz+z.l JJ*rr' d.rd,y, kde M = {(',e)€ Rr,*2 +4uz 1t A c Z0}.

lf
\s lzae. l JJre *y)dcrly, kcle M={(',y)e R2:s>0^ u2lx ^(r-1)2+yS4}.tt

lz+g.l JJr@' 1y2)dx dy, kde M = { (c,y) € R, : lcl* lyl < r }.
tf

\ ' lzso.l JJrl.ld,xd,y, 
kde M = {(r,y)€ R, :x2 <y A 4xz +yz <12}.

a e (0,*
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CVIEENf

@ UkaZte, Ze vektorovii funkce g: Guu --+ R' i" prostd,, uriete jeji obor hodnot

Gry : g(G,"), najdete inverznf vekto-rovou furikci h : g-t: Gry ---+ gz a vypodtdte

Jacobiiin "I" vektorov6 funkce g, jestliie:

.) gt r :3u-2a, g =u*'t)t Guu =R2

b) gt r ='ttrt Y = ua, Gu, = (0,1) x (0't);

c) g: t ='u,+ r, y = L, Guu = (0,+m) x (0,+m);

d) g, r : tr| * o', y --!, Gu, =(0,+m) x (0,+oo);

u3 ,r2
e) g: * = +, y = +, Guu = (0, *oo) x (o' +oo);

f) gt r ='ttrcos"o, U = usin"tt, Guo = (0,+oo) x (0,|zr) (" > 0)'

ve cvicenfch 76I-770 vypoctdte dan6 dvojn6 integrii,ly pomocf substituce do poliirnfch sou-

ll,u- 3c - 2v)d'rdv,
iadnic.

@

\
poz

E
s*

r
(o

t
t

Rkde

kde

M = {(r,u)eR2:x2 +u2 34 A y 2 c}.

M = {(*,y) e R2 : 12 < *2 + y2 < 9r2lt.

M = {(r,y)eR2 : 1 ( 12 + y'( e A Y > 0}.

@ I\,'""\F+P
@ Il-'#+Pdnd'Y' kde

@II" ,ffidnd.y, kde M= {(r,v) € R' :12 +vz <r A c > 0}'

l-?6sJ t t arctg4drdg, kde M= {(e,9)€ R' :r{t2 +v2 34 A r 3v S'/i'}'
* JJ*t r

kde M= {(r,y)€ R' :0 ( g ( u A 0 < r S 1}'

r li61:l tt *y2 d.ndy, kde M = {(e,v) € R' :rz *v2 <2ar} (o > 0)'

- 

JJv

F68:l I l,O { y) dn d.y, kde M = {(*,y) eR2 :12 +y2 < a(x + u)} (" > o).

{(*,y)€ R2:7r2 +u2)2 3oa3 } (r> o)'tt
I zog. I 

J Jrn 
dr d'y, kde M =

F?o:l I l*,'r' d.r d.y,

Ve cvicenich 777'774
polii,rnich souiadnic'

kde M = {(r,y) € R': (r2 * y2)2 <o',(*'-y')} (o > 0).

vypodtdte dan6 dvojn6 integrdly pomocf substituce do zobecn6nlich

@ ll-ro-2s)drd'v' 
kde

1*' + a')drdy, kde

M={(",E)e *',++v2<r

M={@,u)en',4* *t
Ws) [[ ,"o+12+9s2)Mdv, kde M ={(',e)€R':12+

- 

JJv

Fz+; [ [ r'd,rd.y, kde M= {(r'v)€ R2 :(t -2)2 +4u2 <4

- 

JJM

WSI pomoci substituce r = Qcos3 9, y - p sin3 g vypodt6te dvojnf integri{,I

rydxdy, kde M={(',y) e R':u 20 Av2onff+W<</.'l (">0)'

il,

1]
)

9y

)

ll-

)
0<rS'/tzuS.

(o>0,b>0).

t < 36).

ll,
1.82

12 * u2 dx dy,

12. lntegrdlni potet funkci vice prom6nnlich



Ve cvidenich 792-800 vypodtdte objemy danfch viilcovfch tdles.

FAin {(r,y,z)e R3 : lcl < 1 n lyl < 1 
^ 

0 1 z .-4- a2 -y2}.
@ {(r,y,z)e R3 :r Z 0 A \/i Su <2\/i A z) 0 A a* z <G}.

" @q {(r,u,z) e R3 il,2 +g2 <2r A o < , < y@W\.
l?rbJ {(r,y,z)e R3:(s- a)2+(u:o)2 <a2 A0l-2z-*,+y,} (o>0). [Nri,vod:

PouZijte substituci danou vektorovou funkcf g*: x = &* pcosg, A = af psinp (jde o sloZenf
transformace do pohi,rnich souiadnic a posunuti o vektor (a, a).]

{(r,y,z) e R3r(o2 + g2)2 <2a2xy A z) 0 A z2 <-2ry} (o > 0).

{(*,g,2)e Rs,(o2+ g')'<o'(*'- y2) A 0 saz1o2 +u2 } (o>0).

{(r,y,z) e R3 r14 + ya I o2(r2+y2) A a 122 < * +y2} (o > 0).

{(*,g,2) e R3:o)0 Ay> 0 A y 112 <-2y Aaly'122 A01z<xy}.
{(r,U,z) e R3:r)0 Ay) 0n }oSy<2r Aa2 1xy12a2 A0<-z<.r'+y2}

(, > o).

Ve cvidenfch 801-808 vypodt6te objerny vdlcovjch tdles ohranidenfch danlimi plochami.

r=0, g=0, nIA=3, z=A, z=4r2+2y2+t.
U=1, y=1.2,, z=0, z=02+y2.
y=trx2, z=4-y2, z=0,
g=lnxt U=ln2r, z=0,, A{z=1.
U=0, g=2x, r*U=a, z=0, z=a2-12 (o>0).
,2+y2--e2, z=0, z-a2-12 (o>0).
z=16*12-4y2, z=0.

lEor-l
tsotl
I Bos:l

I soaf

18os.l

tr6.-l
f07rl

E
E
E
E
E
E
E

F
E

E

E
(o

I
I

s!
I

nfl

t ?16J

l?rifl
@
t?rg.l
la0orl

l8o&l x2*y2=a2, z=0, z=e-"-s' (o>0).

l8Orfl Vypodt6teobjemtdlesa {(*,U,2)e R3:n2+U2 <2ax A c( z12a} (o>0).

ps

t

t

t

[810;l Vypodtoteobjemtelesa {(*,y,2) e R3 i*+u2+22 3a2 n(rr+yr)2 <-o2(r2-y2)}
(o > o).

m.I Vypodt6te objem tzv. Vinianioua tdlesa

{(r,y,z)e R3 r' +u2 + 22 < a2 A r' +u' ( an} (o>0).

l812.l Vypodt6te objem t6lesa ohranieen6ho dv6ma rotadnfmi viiJcovfmi plochami o stejn6m
polom6ru .B, jejichZ osy rotace se kolmo protfnajf.

@ Vypodt6te objem tdlesa ohraniden6ho rotainf vd.lcovou plochou az +y2 = 2aa a rotainim
paraboloidem g2 + z2 = 4ax (o > 0).

lE14;l Vypoitcteobjemtalesa {(r,u,z)e R3 is2+!2+12 Sa2 Aa2+y2 <br} (0<b<o).
Ve cvitenfch 815-829 vypoitdte obsahy tlanfch ploch.

{(r,g,z)e R3 :2x*3y*42= 12 A o ) 0 A y) 0 A z> 0}.

{(r,v,z) e R3

{(r,v,z) e R3

{(r,v,z) e R3

{{',r,z)e 
R3

,2 +y2 =22 A2z2 <-xg];.

y2 + z2 =2ar A z) 0 A y2 1 ax A r I a) (o > 0).

(*'+g')*+r=1Ar)0).

* -+ =22 A # -# trI (o > o, D > o).

12. lntegrdlni poEet funkci vice promEnnfch
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@
@
181&l

I81rf
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I6I 'ryucarNr lNfo^q'r

oz 
",a*rr 

urfiropalls. 
" 

*",;TJ;1ir"TI^1""ffiilr'l:lT!,T.r,'ifiiliili::ff-5;'&r,
'(O<r) (O'ouZ)'(0'0){poqnupf"r{sno{?asr,re'(16'O) }d'dtn=da[qcrerupe;nos

qrprglod n ,ruagpefdn poqaf '(f1gr1ds flopgrulqrrv) ,t>{rg{ ruo{nolqo eua?ru"rqo al frtr (q
:(o < ,) lorf '0)'(o'o) dpoq rur,rufrr{ s no{?asIr p'(rf '0) ) d 'd)D = d a[ qa,rrrupegnos

qcplglod I pa4pgfi(r 4oqal'(f1g.rrds dropgrulr{lrv) f{,rl*{ ua{nolqo €ua?rutsrqo al W @ E
'(O < ,) (o5 soc 1 1)o = d at

qrlrppe{nos qeprelod A arrulor 7;fa['(noprolpr"{) no{Ar:^r{ nouoll€zn gua?ru"rqo 
"l W @

'(O < r) ?rupe{nos rur?so e ,D = ,(" - fr) * ,(o - r) yrrupnl4 Bua?ruerqo nf /{ |T7[|

'(o'o) fpoc. rrupfer{ s no{?osn e '(rf '0) > c 'curs - /t no4nr;4 gualperqo ef ,;4p

'0 < o gqnorolod 
^ 

pyq ?x 
* zr - ,d ,t4n1g4 no11.{urs guelruerqo e[ ,;zg

'fr- = fr ' ,rg - fr?, = /t pueqlg4 eua2ruerqo al ,;41

'(r'rf )

@
@
@

@
@
@

'g = fi. * t ' zn - rtp pueqnrl{ .Bua?rue.rqo af /[ [.6gg l

qr,,t4ue1 qc,,tulourq qr,ruuaaouroq qrfuep eFI??t orlup"rnos al?t?odfn gpg-6r, OSl"intf lltn
'(O < q '0 < r) I = (q'0),1 7ura11,rd'r dso po (rt'o) npoq rtsouol,Bpz^

gur?ml oury;d al (fi,'a)zl 
"totsnq '1 = (7Q17fr) + (ro1rx1 nosdqe ruapruerqo at.;,g

'(O < ,) 4_!e/ = (ft'x)q 'xD7 = cfr * zr,nru?nr{ gualruerqo a[ .;4y

'fi.x =(fr'*)y '0=?,+fr- c nolury;d e cr - d noloqe.redeuaqruerqo al.;ig
./tsoccsoc = (d,o)q ,{"f ! 16l +lcl : aU ) @,r)) = ru fIssl

'(*+'O) + W ;q rura3{unJ grfurp .,{ugsd

-od nosf {1o1snq ?qrtfaf 'aU ) Jztr {asap qrf4ual ltsou}ourq alglgodfrr gtg-?gg qrlua?!^r aA

'p no4qfr n (zA; rg ;0) zA'tg a,elspod,trgurolod s ala?n>{ orgu
-?€tor oq?louo{ ?lggld nq"sqo 1aqod1t.,r ord oorozn alpo^po nle.r3alur oqguto.r,p rcoruod @

ora?n{ oruu?"}or ?}-sgrd nqrsqo 1alod1tn ord ce.rozn "*n"^;f*;rffilfriffit:i":?tffi 
t

'ZI8 '?l^r oz 
"sol?l 

nqcrnod r{"sqo a1q11odfn @

'"fr,rx = (fr'r)rl '(Z't) x (e'O) = t11 l?g8l

esqo e1q12od,tn

eU)(z'u''))

rl)f r

'(n >

uTu?

urgu[

{(rn
'(

{rrZ; zfi* z, y zlg} zz t "fr* rr:eU } (z'fr,'a)} esa191 nqruod q

(
'(r>g >o) { t ; i* +4 ro?z v eD = tz * rfi* rr:tzftzx

'(O < r) {rot zft * r, V 0 < z V r.0 = zz * cft * zr
'(o <") {e"t > rftrt + eA v 0 < z v tA = fA+ zrJ.}
.(O < r) {(rn - zr)zD } r(rft +.c) v 0 Zz v rz - rft - rx

.(o<r) {'llnl v0<zy f -_f *cr
'{(r + rilgf } z v 072 v zz = ,ft, + zn

'{nZ} zz V 072 V ,z = ,fr, * ,n
'{gt+ 5lnl v gli> lcl v o ?z v r= zz* rftt rr

'{f > zft* r* v 0 < z v r = rrl* zfr * zr
'[ n7 ? \t n7 6. tt n] t \t t - r? )- (6 J-ry\

eU ) (z'ft'')\
eU ) (z'ft'x))

eU ) (z'fi'n)I

eU ) (z'ft'*)\

eU ) (z'fr'*)\

eU ) (z'ft'')I
eU ) (z'ft'a))

eU ) (z'fi'')\
rt > (q (f,.a\1

'(o <,
@
@
@
@
@
@
@
@
@
@
r.-;J

'It

{"fi*,

rua?ols I

:portg11l



-12.39. Poznr{mka. Tvrzenf z pozn. 12.5 mri, n:i,sledujicf analogii pro trojnf integrd,l:

Nechl F je funkce (daou prominn{ch) defnouand na miritelni. mnoiini M C R2, h funlcce
(jednd prominni) def,noaand na interualu (p,q), nechl F e R(M), h e R(p,ql. Oznaime Q =
= M x (p,ql. Potom A je miritelnd mnoiino u R3, funkce (r,y,r),- F(x,u)h(r), (x,y,z) e Q,
je riemannoasky integroostelnd na Q u platt

Je-linauic M = (a,b)x (c, ill, F(n,v) = f(r)g(y), (r,U) e M,
potom plati

f enfu,bl,9€R(c,dl,

Drikaz by byl podobnf jako v pozt. t2.5 a nebudeme jej provr{.d6t.

CVIEENi

V kaZd6m ze cvidenf 859-861 pievedte trojnf integrril spojit6 funkce / na dan6 mnoZind
O C R3 na trojni{,sobnf integri{,I, v n,imi je integrace podle jednotlivfch prom6nnfch provri,d6na
v tomto poiadf:

a) z, Y, r;

o 
n14 a,) .

U,

kde

I I l,F@,y)h(z) 
d,r d,y d,z = (l l_F@,y)u' 

ur)

I I l" r@)g(s)h(z) <b d,v u, = (l"o /(') ,r') (1"' gtil du) (1,' h(4 dz) .

I

irio

E

kde

E

kde

E

kde

E

E

kde

E

E

F

kdt

E

kdr

ruo

E

I
kdr

I

l85r.l
l86ol
186r-l

Q = {(r,y,")€ Rs : r' + ty' + [22 < t

Q = {(*,u,r) € R3: *'+y'* z SL A z

Q = {(*,y,r)€ R3 : tFW < z S a}.

V kaZddm ze cvidenf 862, 863 zam6iite poiadf integrace v dan6m trojndsobn6m integriilu tak,
aby integrace podle jednotlivfch prom€nnfch byla provii,d6na v tomto poiadf:

a) Y, z, ni b) x, Y, z.

tr6r:1, = l',UX(|,' 
* 

r(,,y,")0,) rr)

t;l , = 
lo' 

(1,'-' (1,'*' r(,,y,40,) ur)

Ve cviienfch 864-869 vypodtdte dan6 trojn6 integrr{,Iy.

@ lllr("r- ,) *d.yd.z, kde "r = (0,1) x (r,2) x (0,2).

tft
laos.l JJJrxy2,frd,rdydz, 

kde J =(-2,1) x(1,3) x(2,a).

@ lll,(:-;*l) u'dvdz, kcre ,/=(1,r) x(r,3) x(1,3).

ttt
[86?.] 

J J Jrr2 ""r-!*22 
dr dy dz, krle ,/ = (-1, 1) x (-2,0) x (0, 1).

d,x dg d,z
kde "I = (0,1) x (0,1) x (0,1).

TE TTT7TT'
ltt

leee. I J/ Jrrr(r*s* z)drd,ydz, krle J = (trn,io) * (0,1") x (0,n ).

b) x, y,, z.

A z ) 0).

>-1).

I
kd

rI

t
c)

198 12. lntegr6lni potet funkci vice promEnnlich II.



66I qr4u!

'{e} nl

euaps^r

?u!?our

'(p'c)a

'u > (t'
-uewi
actlunt q

'MCSJNI 4NIOUJ'tl

'(o<t
'o <s'o <,) {rt i*#*#,,rrt,,u,4} - U op)t ,"pfiprlru 

lll @
'tr> lrl+lnl*lcl :eU)(2,fr,*)l=(J ap{ ,zpftprnr, 

lf | [Te€-e| I

.{g; zg*fi2+o V 0 ?z v 0 ?ri v 0 ? c: rU ) (2,fr,(x)} =(J rprl

'zpfip,,or. lll
'zpftprpsldl 'lll @'{t; f *vfi*rt: eU)(z'ft'*)} =et ap{

'(O < r) {"oZ; z,z * cfi* z* V ,n} ,z } rfi *rr: eUf (z'fr'r))=0 ap)t

'"pfrprn r, lll @
'{"t; tft* z* v l5 zz * zfr* rx: eU ) (2,fr,*)} = UJ op{ ,zpfiprOr'lll @

-1qqs nped;sd oqeqnrp 
'ouod 

.sdeuJ 

^*,r,,*1'!l;:1,.;it;r:#iry.i::Hfj;;tfilJlil 
ji"'"

'{f > zz * cfi* zx v 0 ?z v I ( c: eU 3(2,fr,s))=0 apl

',pftp*n4"! !s'4'{ll @
'{e> z } rfi,* rx/\ v O i/t v 0 ? r: eU )e,n,")} =et ap{

,zpftp,,rW'lll @
{t tz !0 v ,t 5+*,eu )(e'n'e} -6 ap{ ,zpftpxp,arn'fll@

'{rfrl_#}250 V c } rfr+ao:eU )e,fi,r)} =., ap{ ,zpfiprOrr'lll @
.{"f > z *fr,*o v 0 ?e v 0 ?d v 0 ?c: eU )(2,fi,x)l=Cr ap{

'rp frp ap (z yd 1 c)urs ,Ur'f Il
'{f > z*fi*cV0 7zv 0?rtv0?c:rU) (2,ft,x)}=1,1 .prt ,y:!'lll

'{z;250 v I >n+z v 0 (a v 0?z: rU ) (2,fi,c)}=0 ap:l

,rpfrpcp(z 
-Uf *rr) [ll 36

'fr'x = z'0 =,' zfi = r (zx= d Fueqrold eualge.tqo ls"lqo euaJl?zn af eU ) 0 ap{

'zpnpxpzfr,x'[ll @
'{Z> fl efr* z, v A?z v t lf l0 V I t c>0: eU )(2,ft,x)}=0 ap:l

,"pftpxpzrftrx'lll @
-rqnd npedrrd oururrd nourorr .rrrerrt 

^*,*",',,1(,9,?r:1,,'l::,,t:S:gi::t:li"i::t,::il:i 
fi"to

@
@



107, 'ryucsJNI ANfoUJ,.II

'21: fip np z(rft * r.)'{ { f t 'z06l

,,pftprp({-,, 
{f f fTocl

) ,ft + zo : eU > ("'fr'*)\ = (J ap{

',p frp rp z(un n ,,)'| [ [ foo6l

'{ue>z;rv nz; zft*#;ng} (z'ft'r)}=t} ap{ 'rpfrp-rt.'[f I fooel ]l

'(o<r'ocq'o<o)

'zp ftp rn rr'l l l

'rpftprp(zz * rft+ -f lll
pr8alul futo.rl a1q11odf6 l'?68.l

"{rn * zn - V 5 z 5 0: eU V (.2:ft'r)} = U ap)i

"{f > z v z?,},ft +e0 : cU ) ?'ft'")} = 0 ap{

'{P>f*'ft*ztv0?zvt

'{t > z } 16' * rx/v : rU ) (z'ft'n)} = At "Pr{
'zp ftp np z ,ft rr'I I f

qrSlcrrpug{r op arn}Ilsqns ,toourod ,tlgraalur aufor1 gu"p a'?l?oddn g96-95, Orr"";r::n:1"'

{rr, ,, n h+ #,cu 
) (z 'n'l\ = 1s ap{ 'zpnpror'fll fzosl

'(o<,'0<s'0<o) {rt 5*#,*#' r, )(z'n'')} =, apl

{o="u

'f,Iup€{nos qrf4rtrg;s

qrfuquraqoz op ornltlsqns Jtouod ,{1er3a1ur 9u[o.r1 au€P a1?1?od.,{n /68-g68 rl];ua?t^r aA

['((r'r'o) .ro14a,r, o;lnunsod " )Iup".Inos qcfl;tr9;s op e)"IllroJsu"Jl ,Iua?ols

o ap[) r/t,u1s.t, *p = z 'lt,sotduts.t, *n = ft 'rf'sotdsor.t *n = f, ,t){un} no^orol{a^ nou"p

Irnlllsqns a1[7no4:por,gp] '(O < r) {(r+ fr'1r)o7} ez + cft* zr: ,U ) (z'fi''r)} = (I "ptl

'818 '?l^3 az 1grEa1u1 futo.tl a1g12od,tn rlupe{nos qrf4rrrg;s oP a)ntl}sqns Iroruod t 
'868-l

'(O < r) {zzt} ,ft* z* v zn?,5 z, * tft* r*: ,g ) (z'fr''r)} = t-t ap{

,"pnprp(zz*,ft+ -f lil t.z€el

.(O<r) {O<"v f }zfi*zry fl}rz*zft*rr: cU)(z'fi'r)}:15 ap)t

,zpnp xp,ft +,rf'l I I fr68l
.{O< zV 0 ?n v 0?c v l} 

"z*rfr+ zo:eU >G'fr'r))=U ap)t

,z1t np rp zn r'I f I t 
.068l



JacobiCn vektorov6 funkce g' je

Jr.(r,g*r$)= ,Is(prg,z''). J1r.(rrg*rrh)= 8.r = (a* rcosry')r.

MnoZin6 O odpovfd6 pii t6to substituci trojrozm6rnf interval O,v.* = (0,b) x (0,2n) x (0,2r)
(podrobn6ji op€t viz pozn. L2.44).

Jinfm zpfisobem byl tento piiklad vyieSen v PI (viz PI, piikl.6.69). tr

12.6b. Poznrimka. Pro vfpoEet momentu setrvainosti hmotn6ho tdlesa vzhledem k (libo
voln6) pifmce se n6kdy hodi nisledujfcf tvrzeni (tzv. Steineroao rtdta - srovn' s pozn. f2.33):

Necht O C Rs je (nikolig nutni homogenni) td,leso o hmotnosti m, necht p C R3 je liboaolnd

piimko o nechl y' C R3 je piimka prcchdzejtci tiiiit€m tdlesa Q rcanobEind s pfimkou p.

Oznadme d azddlenost piimek P, P'. Potom plati

Ip=Io.*mdz,

kile Ip, ttsp. fr. le moment sehttalnosti tilesa Q vzhleilem k pitmce P, resP, P'.
Drikaz tohoto tvrzenf je zad6,n jako cviE. 966.

CVIEENi

Ve cviienfch 905-913 vypoit€te objemy t€les ohraniienfch danfmi plochami.

lr05"l !=a, y=t2, z=s2*Y2, z=2s2+2Y2.

@ o=7, !=at y=2s, z=''2*92, z=s2+2g2.

@ z=0, z=ogt c*y*z=L,
lrlo;l o2 +g2 * z3 = t, z*l = o.

Ffl ,2+laz=*r, r*lz=2.
nur a2 22
lsrs.l a+#+n = I (o)0,b)0,c > 0).L-r az b. L

Ve cvidenfch 914-926 vypoEt6te mfry danfch mnoZin.

@ {(r,y,z)eR3 zz)-a2+y2 Az2 1cy}.

lrlg"l {(r,y,z) e R3 :s2 +y2 + zz 1.22 A 12 +y2 <2- r}-

lgo l z =6- s2 - u2,, = 1W.
lrlt.l ,2 + y2 ! za = L.

iffil {(t,g,z)eR3
@ {(r,s,z) e R3

[613l] {(r,s,z) e R3

@ {(r,v,z) e R3

@ {(r,v,z) e Rg

lEil] {(t,rt,z) e Rg

lEill {(',tt,z) e R3

[6F] {(t,s,z) e R3

@

,2 +y2 + z2 1Ba2 A 12 + !2 72az) (o> o).

,2 +y2 + z2 1o2 A x2 +y2 * z2 S2az) (o > 0).

21c2+y2*22<22j.
,2 +y'+ z2 12az h s2 +y2 Sir' ) (o> 0).

1a2 +u2 +22)2 sosr) (o> o).

1t2 +u2 + r2\2 Saz(xz +v2)) (o> o).

(r, + g, + z2)2 s or(r' + y2 - z2)\ (o > o).

(r2 +gz +22)3 1a2(x2 +g2)2 ) (o> 0).

{(r,y,z)e R3:(o2* yz +22)3 !a3xyz} (o>0).

@ {{',r,2)e 
R3,$ *# -i< I 

^ # -# ti n

@ {t',r,2) 
e R3, (# *# *i)"# -#\ (o > 0,b )0, c> 0)'

W?in Vypoit6te pomdr objemt <lvou tales, na nEZ d6U rotaEnf paraboloid ,2 +Y2 jaz -- 4a2

kouli c2 + y2 + zz 3 4az (o > 0).

,=o) (o>o,b)o,c>o).
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{oa" v t 5 #-#+$,eu )(z'u'')} =u @

.(O<r) tO<" y zz;2 zftl.'p v zD 
j f *2fi*rx: eU)(2,fi,c))=er [:6.t6]
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lrSOl Najd6te tdZistd nehomogennf krychle O = (0, o) x (0, a) x (0, a), jestliZe jejf hustota je
popsi{,na funkcf h(r,U, z) = a2ya zo .

lrb l Najddte t6zistd nehomogennf koule Q = {(r,y,r) € R3: * +yz + z2 142}, jestlii:e
hustota v kaZd6m jejfm bodd je rovna vzdi{,lenosti tohoto bodu od bodu (0,0,0).

Ve cvidenfch 952-962 piedpoklidejte, te hustoty danfch hmotnfch t6les v kaZd6m jejich bod6
jsou rovny jedn6.

Vypodt6te moment setrvainosti vzhledem k ose z t6lesa ze cvii. 940.

Vypoitdte moment setrvadnosti vzhledem k ose z t6lesa ze cvit,. 941.

Vypodt6te moment setrvadnosti vzhledem k ose z tdlesa ze cvii. 947.

Vypodtdte moment setrvainosti vzhledem k ose z Vivianiova tdlesa z piikl. 12.53.

Vypodt6te moment setrvadnosti vzhledem k ose z homogennfho t6lesa

{(*,u,2) e RB r (r2 + u' + t')' < o2(r2 + y2 - ,2)} (o > 0).

@ Vypott6te moment setrvaEnosti vzhleclern k ose rotace homogennfho ,,dut6ho" rotaEnfho
vdlce, jestliZe polomdr jeho vnitini, resp. vndj5f liranidnf vi{^lcov6 plochy je ,?r, resp. R2 (ftr < Bz)
a jeho v;fika je H.

t lgSE-l Vypodtdte moment setrvadnosti homogennfho rotadnfho vd,lce s polom6rem podstavy R
a v;f5kou If vzhledem k (libovoln6) pi'imce, kteri{, se dotfki, pki,St6 vdlce a je rovnobdZnd, s osou
rotace.

- 
I 95g.1 Vypoit6te moment setrvadnosti hornogennfho rota6nfho kuZele s polomdrem podstavy

R a vfikou I/:
a) vzhledem k ose rotacel
b) vzhledem k (libovoln6) piimce, kteri{ je kolmri k ose rotace a prochr{,zf stiedem podstavy

kuZele.

t16Ol Vypodtdte moment setrvadnosti vzhledem k pi'fmce x =U = z homogennfho rotadnfho
kuZele {(r,u,z) e R3, rFTF < z < I }.
Itil Vypott6te moment setrvadnosti homogennf krychle s hranami d6lky a vzhledem k piim-

ce, kterii. obsahuje:

(n6kterou) hranu krychle; b) (n6kterou) t6lesovou rihlopifdku krychle.

Vypodtdte momenty setrvadnosti vzhledern k osd,m c, y t6lesa z pifkl. 12.54.

Vypo[t6te moment setrvainosti nehornogennf koule, jejiZ hustota v kaZd6m jejfm bodd
vzdiilenosti tohoto bodu od stiedu koule, vzhledem k (libovoln6) pifmce, kterri,:

a) prochri.zi sti'edem koule; b) se dotfkri, povrchu koule.

I ,64..l Vypodt6te moment setrvadnosti nehomogennfho rotaEnfho kuZele s polom6rem podstavy
.R a vfSkou H ,, jehol; hustota v kaZd6m jeho bodd je rovna vzdi{lenosti tohoto bodu od osy rotace,
vzhledem k:

a) ose rotacel
b) (libovolnd) pifmce, kterii, je kolmri, k ose rotace a prochiizi vrcholem kuZele.

l165.l Nechf O je tdleso (mdi'itelnri uzaviend, oblast u Rt), kter6 vznikne rotacf kolem osy z
rovinn6ho obrazce M (m6iitelnd uzavien6 oblasti u R2) leZfcfho v rovin6 Paz, piilemZ pro
v5echna(a,z)eMjex20.Dokai,te,i,eproobjemVt6lesaOamomentsetrvadnosti/,
vzhledem k ose z homogennfho t6lesa O (s jednotkovou hustotou) platf:

v = 2n Il-, dx dz, I, = 2tr ll-* d.r d.z.

F "l 
DokaZte Steinerovu v€tu (viz pozn. 12.55).

trstl
l rEs"l

lrb4:l
@
lr56f

a)

@
lrffi"l

je rovna
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