MAA4 - cviceni dne 3.12.2018 - oprava druhého ptikladu

Je ddna tloha najit u € C?(0,1) splitujic u(0) = 3, u(1) = —2 a rovnici
(5 —2?)u’ (z) — 22u/(z) — Bzu(xr) =2  proz € (0,1).

a) Napiste tlohu ve tvaru diferencidlni rovnice se symetrickym a pozitivné definitnim operatorem
A v divergentnim tvaru a s homogennimi okrajovymi podminkami. Uréete D(A). Ukazte symetrii
i pozitivni definitnost operdtoru A.

b) Najdéte co nejvetsi konstantu ¢ pozitivni definitnosti operdtoru A.

c¢) Najdéte piiblizné feseni puvodni i nové tlohy, kde vyuzijete ndsobku funkce w(z) = z(1 — z).

Reseni:

a)

Nejdiive si vSimneme nehomogennich okrajovych podminek v zadani a ”odstranime je”:
Najdeme linedrn{ funkei, kterd jim vyhovuje: y(z) = 3 — 5. Potom zavedeme substituci u(z) =
v(x)+y(z) = v(z)+3—5z a dosadime do celé tilohy za u(z). Tim dostaneme u(0) = 3 = v(0)+3—5-0
(¢ili v(0) =0), u(l) = —-2=v(1)+3 —5-1 (¢ili v(1) = 0),

(5 —2*W"(x) — 22(v(z) = 5) = 3z(v(x) +3 —5x) =x  proz € (0,1).
TakZe mame novou tlohu, kde ale hleddme v € C%(0, 1) tak, aby v(0) =0, v(1) =0 a
(5 — 2*W"(x) — 220 (2) — 3zv(x) = —1522 pro z € (0,1).

Nyni tedy méme jiz homogenni okrajové podminky. (Tato nova rovnice mé vzdy stejny operétor
jako puvodn{ rovnice, ale jinou pravou stranu.)

Ted se zaméifme na diverg. tvar operdtoru na levé strané rovnice. Misto clentt (5 — 22)v” (x) —
220’ (x) cheeme viraz typu (s(z)u'(x))" = s'(2)u/(z) + s(z)u”’(x), takze je videét, ze s(z) = 5 — 22
a s'(r) = —2z vyhovuje nasemu pozadavku, a mdme tedy rovnici

(5 —2*)v'(z)) — 3zv(z) = —152%  prox € (0,1).
Aby byl operétor pos. def., musime zkontrolovat, zda 5 — 2 > 0 pro x € (0,1), a jestlize ano,
musime oto¢it vSechna znaménka v rovnici, abychom pfed prvnim ¢lenem dostali minus (a po
proveden{ per partes plus). Nova rovnice (s timto tvarem budeme dédl pracovat) je tedy

—((5 = 2*)v'(2)) + 3zv(x) = 152 prox € (0,1).

Vysledny operator A rovnice je definovan jako Av = —((5 — 2%)v’)" + 3xv. Jeho definién{ obor je
D(A) = {u € C%(0,1);u(0) = 0,u(1) = 0}.

Nyni ukdzeme, Ze A je symetricky: zvolme libovolné dvé funkce u,v € D(A) a upravujme

1 1
(Au,v) = Au-vdaz:/ [—((5 —2*)u) + 3zu] - vdr =
0 0

1 1 1 1
/ —((5 = 2*)u')'vdx + / 3zuv dr = —[(5 — 2*)u'v]} + / (5 — 2*)/v' dx + / 3zuv dz
0 0 0 0

1 1
/ (5 — 2?)u'v' dx + / 3zuv dx.
0 0

Podobné ukazeme

1 1 1 1
(u, Av) = / u-Avdx:/ [—((5—372)11’)'—1—33:11]-udx:...z/ (5—x2)u'1/dm+/ 3zuv dz.
0 0 0 0



Takze (Au,v) = (u, Av) pro kazdé funkce u,v € D(A) a tim jsme dokdzali symetrii operdtoru A.
Také vidime, ze (Au,v) muzeme nahradit

1 1
(Au,v) = / (5 — 2*)u'v' dx + / 3zuv dx,
0 0

coz se nam bude hodit v nasledujicim kroku.

Ted dokézeme pozitivn{ definitnost operatotu A, cili (Au,u) > c(u, u):

1 1 1 1 9 1
(Au,u) = / (5 — )/’ dx —|—/ 3ruudr > / du'u’ dx —|—/ Ouu dz > 41/ u? de.
0 0 0 0 0

Takze

(Au,u) > 8(u,u)

a tedy A je pos. def. a nejvétsi konstanta v této nerovnosti je ¢ = 8.

b)

Konstantu ¢ jsme pravé nasli a je to ¢ = 8.

c)

Piiblizné feseni budeme hledat ve tvaru v(z) = pw(z), kde w(xz) = z(1 — z). Nezndm4 konstanta

[ se urci ze vztahu

_ (fiw)
h= (Aw,w)’
kde f je pravd strana rovnice, f(z) = 152%. Takze
5= (fw) f0115x2-x(1—ac)dm _i_g
(Aw, w) fol (5—22)(1 —2z)2dx + fol 3z 22(1 —x)2dx o 19

Prtiblizné feSeni nové ulohy je tedy
9
v(z) = —2(1 —x)

19
a priblizné feseni puvodni tlohy je
9 86 9 5
u(x)—Ex(l—x)+3—5x—3—1—9x—1—9x

na (0,1).
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Figure 1: Piesné (plnd ¢dra) a piiblizné (pferusovand ¢éra) reseni nové (vlevo) a puvodni (vpravo)

tlohy.



