MA1 a MA1A - otazky ke zkouskovému pohovoru

Cilem pohovoru je provérit, zda se student orientuje v zdkladnich pojmech, zda zné jejich
vlastnosti a souvisejici tvrzeni (véty) a u nékterych vét i jejich dukazy. Dukazu je celkem 9.
Seznam pojmu, vét a pozadovanych dikazu je uveden nize.

Diferencialni pocet funkci jedné realné proménné

Posloupnost realnych ¢isel. Definice posloupnosti realnych ¢isel, posloupnost klesajici, ros-
touci, neklesajici, nerostouci, omezend shora, omezena zdola, omezena. Okoli bodu, netuplné
okoli bodu. Definice limity posloupnosti. Limita vlastni a nevlastni. Neurcité vyrazy. Konver-
gentni a divergentni posloupnost. Vybrand posloupnost (podposloupnost). Aritmeticka a geo-
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metricka posloupnost, ¢astecny a celkovy soucet jejich ¢lentu. Posloupnost typu a, = (1 + 5) )

Véta. Kazda posloupnost mé nejvyse jednu limitu. DUKAZ.

Véta. Jestlize ma posloupnost limitu, pak kazda z ni vybrana posloupnost ma také limitu a
ta je tototozna s limitou puvodni posloupnosti.

Véta. Kazda konvergentni posloupnost je omezena. DUKAZ.
Véta. Kazda monoténni posloupnost mé limitu (vlastni nebo nevlastni).

Véta. Jestlize lim,, .o a, = a, lim,_,,, b, =b a c € R, potom

a) lim,, oo (a, + b,) = a+b;

b) lim,, o0 (anby,) = ab;

¢) lim,, 00 (an/bn) = a/b, jestlize b # 0 a jestlize vSechny nulové ¢leny by, k = 1,2, ... nahradime
libovolnymi nenulovymi ¢isly;

d) im0 |an| = |al;

e) lim, o ca, = ca;

f) lim, oo ¢ + a, = c+ a.

Uvedené vztahy plati i v pripadé, ze néktera z limit je nekonecno a soucasné vSechny uvedené
vyrazy maji smysl.

Véta. (Princip seviené posloupnosti. Véta o dvou policajtech.)

a) Jestlize pro vSechna n € N plati a,, < b, < ¢, a jestlize lim,_,, a, = lim,_,, ¢, = L, potom
limita posloupnosti {b, }°°, existuje a plat{ lim,,_,o, b, = L.

b) Jestlize pro vSechnan € N plati a,, < b, a jestlize lim,,_,, a,, = 0o, potom limita posloupnosti
{b,}52, existuje a plati lim,, o b, = 0.

Funkce, zakladni pojmy. Elementarni funkce a jejich vlastnosti a grafy, t.j. polynomické
funkce, linearni lomené funkce, mocninné funkce, exponencialni funkce, goniometrické a cyklo-
metrické funkce. Defini¢ni obor a obor hodnot funkce. Funkce rostouci, klesajici, nerostouci,
neklesajici, suda, lichd, periodicka. Prosta funkce. Slozena funkce, inverzni funkce k zadané
funkci. Funkce omezena shora, zdola, funkce omezena. Supremum, infimum, maximum, min-
imum funkce. Lokalni maximum, minimum, lokalni extrém. Globani maximum, minimum,
globalni extrém (na intervalu). Ostry a neostry extrém.



Limita a spojitost funkce. Definice limity funkce v bodé, spojitosti funkce v bodé a na
mnoziné. Limita jednostranna, zleva, zprava. Nevlastni limita. Limita v nevlastnim bodé.
Heineova definice limity funkce v bodé.

Véta. Funkce f je spojitd v bodé xy € D(f), pravé kdyz existuje konecnd limita funkce f
v bodé z( a tato limita je rovna funkéni hodnoté f(zo).

Véta. Jsou-li funkce f a g spojité v bodé xg, jsou funkce f+ g, f-g, f/g pro g(zo) # 0, | f],
¢ - f pro ¢ € R spojité v bodé xy.

Véta. Limita funkce f v bodé z( existuje, pravé kdyz existuji obé limity funkce f v bodé x
zprava a zleva a jsou si rovny.

Véta. Pokud existuje limita funkce f v bodé z, je ddna jednoznacné. DUKAZ.

Véta. Pro vypocet limit funkei v bodé plati nasledujici pravidla. Plati-li lim, ., f(z) =
F a lim, . g(z) = G, potom lim, ,.(f(z) + g(z)) = F + G, lim,_,, f(x)g(z) = F - G,
lim, . f(z)/g(z) = F/G pro G # 0, lim,_,. |f| = |F|, limy.c- f = ¢+ F, jestlize pouzité
vyrazy maji smysl. Za * muzeme dosadit redlné ¢islo nebo co nebo —oc.

Véta. Jestlize f(z) < g(x) < h(x) na néjaké mnoziné (o — d,z0 +0) \ {zo} a lim,_ ., f(z) =
lim, ., h(z) = L, potom lim,_,,, g(x) = L.

Véta. (Limita slozené funkce.) Jestlize lim,_,, f(2) = b, lim,_,; g(z) = ¢, a nechf bud je funkce
g spojita v bodé b nebo existuje prstencové okoli P(a) bodu a takové, ze pro vsechna x € P(a)

je f(a) # b, potom lim, ,,(go f)(x) = lim,, g(f(z)) = c.
Véta. Plati

v i 1 .
im“—— =1, lm =1 lm——=1 lm(1+5) = (aeR)
X

z—0 T z—0 g z—=1gp —1 T—00

Véta. (Bolzanova véta.) Jestlize f je spojitd na uzavieném intervalu (a, b) a jestlize f(a)-f(b) <
0, potom existuje aspon jeden bod ¢ € (a,b) takovy, ze f(c) = 0. DUKAZ.

Véta. (Weierstrassova véta.) Funkce f spojitd na uzavieném intervalu (a,b) nabyva na tomto
intervalu své nejvétsi a nejmensi hodnoty (svého globdlntho maxima a globalniho minima).

Derivace funkce. Definice derivace funkce. Jednostrannd derivace. Geometricky a fyzikalni
vyznam derivace. Teéna grafu funkce, thel dvou ktivek, rychlost a zrychleni. Derivace na
intervalu. Pravidla pro derivovani elementarnich funkci. Derivace slozené funkce. Derivace in-
verzni funkce. Diference. Definice diferencidlu prvniho fadu. Derivace vyssich fadu. Oskulacni
kruznice, kiivost. Vztah derivace, monotonie a extrému. Konvexni a konkdavni funkce. Inflexni
bod. Definice svislé a Sikmé asymptoty grafu funkce. L’Hospitalovo pravidlo. Taylorova véta,
Tayloruv polynom. Priblizné feSeni nelinearnich rovnic, Newtonova metoda.

Véta. Mé-li funkce f konecnou (vlastni) derivaci v bodé xg € D(f), je v bodé zq spojitd.
Opacna implikace neplati. DUKAZ.

Véta. Funkce f ma v bodé ¢ diferencial pravé tehdy, existuje-li derivace f’(c). V tom piipadé



plati df(c)(h) = f'(c) - h.

Véta. (Rolleova véta.) Necht je funkce f spojitd na uzavieném intervalu {(a,b), mé vlastni
nebo nevlastni derivaci na (a, b) a plati f(a) = f(b) = 0. Potom existuje ¢islo ¢ € (a,b) tak, ze

f(c) = 0.

Véta. (Lagrangeova véta. Véta o stfedni hodnoté.) Je-li funkce f spojitd na uzavieném
intervalu (a, b) a ma-li vlastni derivaci na (a,b), pak existuje aspon jeden bod ¢ € (a,b) tak, ze

f'(e) = (f(b) = f(a)/(b — a).

Véta.

a) Je-li f' > 0 na (a,b), je f na (a,b) rostouc;

b) je-li f/ <0 na (a,b), je f na (a,b) klesajici;

¢) je-li f/ =0 na (a,b), je f na (a,b) konstantni. DUKAZ.

Véta. Mé-li funkee f v bodé zp lokdln{ extrém, potom f'(z9) = 0 nebo f'(zp) neexistuje.
DUKAZ.

Véta.

a) Jestlize je f spojitd v bodé xg a jestlize f'(xo) = 0 nebo f'(xg) neexistuje a jestlize existuje
0 > 0tak, ze f'(z) > 0 pro z € (zg—6,x0) a f'(x) < 0 prox € (xg, 29+ 0), mé funkce f v bodé
2o lokdlni maximum.

b) Jestlize f'(z9) =0 a f”(x0) < 0 mé funkce f v bodé xy lokdlni maximum.

Véta. (L’Hospitalovo pravidlo.) Necht je zy € R*. Jestlize existuje lim, .., f'(x)/¢'(z) a
jestlize bud lim,_,,, f(x) = lim,_4, g(z) = 0, nebo lim,_,,, g(z) = oo nebo—oc a f je jakdkoliv,
potom také existuje lim, ., f(x)/g(z) a plati lim,_,,, f(x)/g(x) = lim, ., f'(x)/¢' (z). Uve-
dené pravidlo lze pouzit i pro vypocet jednostrannych limit.

Véta. Necht je funkce f spojitd na intervalu I a necht f”(z) > 0, resp. f"(x) < 0, v kazdém
vnitinim bodé intervalu I. Potom je f na I ryze konvexni, resp. ryze konkavni.

Véta. (Nutnd podminka inflexe.) Je-li ¢ bodem inflexe funkce f, pak bud f”(c) neexistuje
nebo f”(c) = 0.

Véta. (Postacujici podminka inflexe.) Postacujici podminkou pro existenci inflexe funkce f
v bodé ¢ je jedna z nasledujicich skutecnosti,

a) f"(c) = 0 a existuje § > 0, ze bud f”(¢) > 0 na (¢ —d,¢) a f’(c) < 0 na (c,c+9), nebo
naopak;

b) f"(c) =0 a f"(c) existuje a f"”(c) # 0.

Véta. (Taylorova véta.) Necht funkce f ma derivace az do fadu n + 1 v intervalu J, a necht
x,c € J, pak existuje bod & v intervalu ohraniceném body ¢ a z tak, ze f(z) = T,,(z) 4+ Ras1(2),

kde
(¢ e (n) c
T.(z) = f(e) + fl(!)(x—c)+ f2(' )(x—c)2—|—...+ / n!( )(x—c)"
a zbytek R,1(x) je
Fr(g) nt1
Ro1(x) = m(x — )"



Linearni algebra

Vektorovy prostor. Prostor R™. Linearni kombinace. Linedrni zavislost a nezavislost. Pod-
prostor. Linearni obal skupiny vektoru. Baze. Dimenze. Skalarni soucin. Soufadnice vektoru
vzhledem k bazi. Matice. Hodnost matice. Regularni a singuldrni matice. Stupnovita mat-
ice. Gaussuv eliminaé¢ni algoritmus. Soustava linearnich rovnic. Matice soustavy, vektor pravé
strany, rozsitend matice soustavy. Homogenni a nehomogenni soustavy. Maticové operace,
soucet, skaldrni nasobek, transpozice a soucin. Nulova matice, jednotkova matice. Inverzni
matice. Maticové rovnice. Determinant matice. Adjungovand matice. Cramerovo pravidlo.
Vlastni ¢islo a vlastni vektor matice.

Véta. (Véta o vymeéneé.) Nechf v je linedrni kombinace vektorti uy,ua, ..., Uy, v = aju; +
AoUs + . . .+ G lUm, a necht koeficient a;, neni nulovy. Potom linedrni obal vektort u,, usa, . . . , U
je shodny s linedarnim obalem vektoru wuy, usg, ..., Ug_1, v, Ugsi1,- .-, Un. Jestlize navic vektory
Uy, Usg, - - ., Uy, jsOU linedrné nezavislé, jsou také vektory wuy, usg, ..., ug_1, v, Ugy1, - - -, Uy linearné
nezévislé. DUKAZ.

Véta. Pro prostory konecné dimenze plati:

a) Kazda linedrné nezavisla podmnozina vektorového prostoru lze doplnit na bazi.
b) Kazd4 mnozina, kterd generuje prostor, obsahuje bézi.

¢) Kazda mnozina, kterd ma vice prvku, nez je dimenze, je linedrné zavisla.

d) Kazd4 linedrné nezavisla mnozina, ktera ma tolik prvku, jako je dimenze, je bazi.
e) U je podprostor pravée kdyz L(U) = U.

Veéta. Nasledujici upravy nezméni hodnost matice:

a) vyména dvou radku mezi sebou,

b) vynasobeni rddku nenulovym ¢éislem,

¢) pricteni jakéhokoliv nasobku fadku k libovolnému jinému fadku,
d) vynechéani (vyskrtnuti) nulového fadku.

Véta. Mnozinou teSeni soustavy homogennich linedrnich rovnic je vzdy prostor, podprostor
prostoru R", kde n je pocet nezndmych. Soucet dimenze prostoru feseni a hodnosti matice
soustavy je roven poc¢tu neznamych.

Véta. (Frobeniova véta.) Soustava linedrnich rovnic mé aspon jedno feseni, pravé kdyz hod-
nost matice soustavy je rovna hodnosti rozsitené matice soustavy.

Je-li navic tato hodnost rovna po¢tu neznamych, ma soustava praveé jedno reSeni, v opacném
pripadé ma soustava nekonecné mnoho feseni. DUKAZ.

Véta. Soustava rovnic s regularni matici ma pro kazdou pravou stranu praveé jedno feSeni.

Veéta. Plati nasledujici tvrzeni.

a) Pro kazdou ¢tvercovou matici A existuje nejvyse jedna inverzni matice. Inverzni matice
existuje pouze k matici regularni a je urcena jednoznacneé.

b) Plati A=A = E. (E je jednotkové matice.)

c) (A Ht=A

d) (A7)~ = (AT,



e) (AB)™' = B4

Veéta. Absolutni hodnota determinantu matice typu 2 x 2 je rovna obsahu rovnobéznika
urceného vektory, které jsou radky (nebo sloupce) matice.

Absolutni hodnota determinantu matice typu 3 X 3 je rovna objemu rovnobéznosténu urceného
vektory, které jsou fadky (nebo sloupce) matice.

Véta. Pro determinanty matic plati nasledujici

a) det AB = det Adet B;

b) det A = det AT

c) je-li A regularni, je det A=! = 1/det A4;

d) A je reguldrni, prave kdyz det A # 0;

e) jestlize B vznikne z A prohozenim dvou ruznych fadki nebo sloupcu, je det B = — det A;
f) jestlize B vznikne z A vyndsobenim taddku nebo sloupce ¢islem s, je det B = sdet A;

g) jestlize B vznikne z A piic¢tenim libovolného néasobku fadku (sloupce) k jinému tadku
(sloupci), je det B = det A.

Analyticka geometrie

Analytickd geometrie nebude v pohovoru zkousena.




