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Abstrakt

Geostatistika se zabyva odhady a predpovédi spojitych jevi v prostoru za pouziti
dat jen z omezeného poctu mist v tomto prostoru. Geostatistika aplikuje obecné
statistiské principy na modelovani a vyvozovani zavéru o geostatistickych problé-
mech. R-projekt je volné dostupny open source software pro statistické vypocty a
grafiku, ktery pracuje pod operac¢nimi systémy UNIX, Windows a MacOS. Obsahuje
celou fadu balickd véetné balicki pro geostatistiku. Cilem projektu je vytvoreni
interaktivniho vyukového textu, ktery bude obsahovat Gvod do jazyka R a popis
jednotlivych funkci v geostatistickych bali¢cich, zejména v balicku geoR. Cely text
bude doplnén o priklady zpracovani realnych dat.

Uvod

Mnoho informaci, se kterymi se denné setkavame a které pouzivame, mé prostorovy cha-
rakter. Polohové lokalizovana data, neboli geodata, nesou tematické informace vazané
k urc¢itému mistu nebo ¢asu, jsou urcena geometrickym tvarem a polohou na zemském
povrchu, popf. ¢asovym udajem.

Vzhledem k tomu, Ze se prostorova data bezprostifedné tykaji naseho kazdodenniho
zivota, byly vyvinuty metody, pomoci nichz je mozné takova data zkoumat, analyzovat,
odhadovat jejich vyvoj, fesit problémy, atd.

Analyzou prostorovych dat je mozné popsat prostorovou variabilitu atributovych hod-
not v rdmci feSeného tizemi, je mozné zjistit zajimavé vlastnosti dat, detekovat shluky, vy-
soké nebo nizké hodnoty a v neposledni fadé také vypocitat odhady atributovych hodnot
v mistech, které neobsahuji namétrené hodnoty. Toto vSe nam poskytuje obor geostatistika.

Cilem této prace je poskytnout interaktivni ucebni text zabyvajici se geostatistikou
v prostfedi R a to zejména interpola¢ni metodou kriging. k tomuto tcelu byl pouzit balicek
geoR, ktery poskytuje nastroje pro geostatistickou analyzu dat. Data, ktera jsou v praci
pouzita predstavuji nadmoiské vysky na tizemi Ceské Republiky v méfitku 1 : 500 000.

Tato prace byla podpofena grantem Studentské grantové soutéze CVUT
¢. OHK1-065/10.

1 Geostatistika

Geostatistika je védni obor, ktery se v posledni dobé velmi rychle rozviji a poprvé byla
pouzita v poloviné padesatych let 20. stoleti v tézebnim primyslu pro zlepseni vypoctu
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zasoby Zelezné rudy. Prvni vypocty byly provedeny v Jizni Africe téZebnim inZenyrem
D.G. Kriegem a statistikem H.S. Sichelem.

Ptvodné vyvinuty obor pro vypocet odhadu zasoby zelezné rudy se vSak rozsitil do
mnohych odvétvi zabyvajicich se prostorovymi daty spolu s rozvojem vypocetni techniky.
Dnes je tento obor velmi popularni pfedevsim v pramyslu, kde je zapotiebi vyhodnocovat
prostorové nebo ¢asové urcena data. PTi rozboru problematiky geostatistiky je zapotiebi
brat v ttvahu tii oblasti:

Popis dat — je nutné védeét, zda se jedna o data prostorové nebo casové urcena, o data
s vice proménnymi, zda se v datech vyskytuji odlehlé hodnoty, které mohou zamas-
kovat skutecnou strukturu dat. Dnesni vypocetni technika ndm poskytuje graficka
prosttedi, kterd umoziiuji vytvaret dynamické nadhledy na data (histogramy, korela-
¢ni diagramy, variogramy, . .. ).

Interpretace dat — graficka zobrazeni ziskand z numerickych informaci jsou dale inter-
pretovana jiz definovanymi modely, které se nejvice primykaji danym datim. Tento
model lze brat jako interpretaci prostorovych dat a vztahii mezi nimi.

Odhad — nalezli-li jsme nejlepsi model dat, dalsim krokem je odhad hodnot pod riznymi
méritky, v riznych lokacich, ktera nejsou soucasti mérenych dat. Metody vytvareni
téchto odhadi jsou zaloZzeny na metodé nejmensich ¢tverct.

1.1 Jazyk R

R je software urceny pro manipulaci s daty, provadéni vypoctl a grafické zobrazeni téchto
dat. Mimo jiné také:

je efektivnim nastrojem pro zpracovani dat

obsahuje sadu operatori pro pole, zejména pak pro vypocty s maticemi

obsahuje velkou kolekci nastroji pro pribéznou analyzu dat

e je napsan v jednoduchém a efektivnim programovacim jazyku, ktery zahrnuje pod-
minky, cykly, uzivatelem definované rekurzivni funkce a vstupni a vystupni proudy.

R je néastroj pro vyvoj novych metod urcenych k analyze dat. Jeho vyvoj rapidné
stoupa a je stale rozsifovan pomoci tzv. balicki. Nicméné vétsina programt napsana v R
je stale napsana jen pro urcity typ dat a jejich analyzu.

Prostiredi R je vhodné pro statistické rozbory dat a obsahuje jiz naimplementované
klasické i moderni techniky. Bézné pouzivané statistické funkce jsou obsazené v zakladni
sadé R, prejeme-li si pouzit funkci, kterd neni soucasti zakladniho balicku, musime pouzit
specialni balicek, ktery danou funkci obsahuje. Existuje okolo 25 balicki dodavanych k R
a lze je rozdélit do dvou hlavnich kategorii — standardni a doporucené. Rada téchto balicki
je dostupna skrze tzv. CRAN rodim{']

'http://CRAN.R-project.org
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1.2 Balicek GeoR

Balicek geoR poskytuje funkce pro geostatistckou analyzu dat v prostfedi R. Po spusténi
softwaru R je nutné balicek nainstalovat.

Data, se kterymi chceme pracovat, musi byt ulozena v objektu typu geodata. Ob-
jekt tohoto typu obsahuje alespon jednu souradnici mista pozorovani a hodnotu atributu
v tomto misté. Nejcastéji se setkame s daty ulozenymi v ASCII forméatu, kterd musime
nacist do R.

Po nacteni dat nadmoriskych vysek a zavolanim funkce summary() zjistime, ze da-
tovy soubor obsahuje 797 bodi, nejmensi z-ova soufadnice je —902215.0 m a nejvéetsi
—1212091.1 m, nejmensi y-ova souradnice je —433083.5 m. a nejvétsi —935732.4 m. Nejme-
nsi vzdalenost mezi body ¢ini cca 1.2 km a nejvétsi vzdalenost mezi dvéma body je 488 km.

Pomoci dalsi vestavéné funkce plot.geodata() zobrazime dané data.

Graf na obrazku ¢. [1] vykresleny funkci plot.geodata(vysky)zobrazuje 2D polohu
bodt s barevnym rozliSenim hodnot atributu (nadmotskych vysek) rozdélenych do néko-
lika tiid, dale graf hodnot atributu v soutradnicich X a Y a posledni z grafi zobrazuje
histogram souboru dat.
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Obrazek 1: Graficky vystup funkce plot.geodata()

1.3 Variogramy

Variogram je zakladnim geostatistickym néastrojem pro vizualizaci, modelovani a prosto-
rovou autokorelaci namétfenych hodnot. Variance poté udava miru rozptylu, jak se méni
hodnoty proménné pii zméné vzdalenosti h z bodu x do bodu x + h.

Vzorec pro vypocet variogramu je:

) = 5 S [atw) = =i+ W) 0



Vypocteme jej jako soucet ctverci ekleudovskych vzdalenosti mezi kazdou dvojici
bodt, déleny dvojnasobkem poctu bodii.
V balicku geoR jsou implementovany dva typy odhadd empirickych variogrami:

e Klasicky odhad

1) = 5 S lee) = = + ) &)

i=1

e Hawkins-Cressievuv robustni odhad
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v(h) =

Algoritmus vypoc¢tu variogramu funguje zjednodusené nasledovneé:

1.
2.
3.

nejdiive vytvori tzv. mracna boda (variogram cloud)
body v mra¢nu usporada do tfid (bins) podle vzdéalenosti
v kazdé tridé vypocita pramér

v poslednim kroku graficky vykresli zavislost hodnoty variogramu  na vzdalenosti
mezi body, viz obrazek ¢.
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Obréazek 2: Variogramy



1.3.1 Odhady parametru variogramu a kovarian¢ni funkce

Experimentalni variogramy jsou nahrazeny variogramy teoretickymi a to z dtvodu, aby
mél model variogramu fyzikalni vyznam. PouzZiti teoretického variogramu zajistuje, ze va-
riance jakékoliv linearni kombinace nahodné vybranych hodnot bude vzdy kladné. ”Na-
pasovani”teoretického variogramu na empiricky se vétsinou déje od oka, protoze ani em-
piricky variogram presné neodpovida sekvenci namérenych hodnot.

Kovarian¢éni funkce je definovana:

Ez(x) =m prox € D 4)
{Ez(a:)-z(x+h)—m2:C(h) pro x,x+h €D (

Vlastnosti kovaréni funkce:

1. Kovarianc¢ni funkce je omezena a jeji absolutni hodnota neni vétsi nez variance

|C(h)] < C(0) = var(x(x)) ()

2. suda funkce

p(h) = o) 1< p(h) <1 (7)

4. kovarian¢ni funkce je pozitivné definitni funkce, coz znamena, ze pouzijeme-li ko-
varianéni funkci C'(h) pro vypocet variance linearni kombinace n + 1 ndhodngych
proménnych z(x;), je tato variance vzdy kladna.

n n n
var (Z wiz(aji)> = Z Z ww;C(z; — ;) = w' Cw (8)

=0 i=0 j=0
Vztah mezi kovariancni funkci a variogramem je poté nasledujici:

7(h) = C(0) = C(h) (9)

Modely kovarianc¢nich funkci
Pro teoretické variogramy existuje nékolik modelti, zde uvedeme zakladni ¢tyfi typy:

1. Nugget-effekt model — kovarian¢ni funkce C'(h) modeluje nespojitost na poc¢atku
— tzv. nugget — viz obrazek ¢.

b, h=0
Crug(h) = { 0 h>0 (10)
a plati, ze
lim v(h) = b, b>0 (11)



2. Exponencialnt model — exponencialni kovarianéni funkce klesd exponencialné
s rostouci vzdalenosti bodu a je definovana nasledovné:

h
Ceup(h) = 0% exp (—%) ., ooR>0 (12)

o je tzv. sill (neboli vyska variogramu) — viz obréazek ¢. [3

R je tzv. range a vyjadiuje, jak rychle klesd kovariance. Pro hodnoty vzdéalenosti
h = 3R klesne kovarian¢ni funkce o 95% své ptvodni hodnoty. Jinymi slovy
Ize Tici, ze vyjadiuje, v jak velkém okoli se namérené hodnoty jesté ovliviuji —
viz obrézek ¢.[3

Exponencialni model je spojity a na pocatku se asymptoticky blizi nule:

lim Cepp =0 (13)

h—00

3. Sféricky model — je definovan nasledovné:

2 —gh A < h<
Osph(h) = g ( 2R + 233) ) 0<h<R (14)
0, h>R

4. Gausstv model — je definovan néasledovneé:

2
Cyauss(h) = o exp (—%) (15)

1.4 Cross-validace

Cross-validace je jednoduchy zptsob, jak porovnat rizné predpoklady, napf. o modelu
(typ variogramu a jeho parametry, velikost nejblizstho okoli pouzitého pro naslednou
interpolaci), o datech (detekce odlehlych hodnot nebo anomalii).

V procesu cross-validace je kazda hodnota z(z,), na které se cross-validace provadi,
odstranéna z mnoziny dat a hodnota v tomto bodé z*(z,) je poté odhadnuta pomoci
zbyvajicich n — 1 hodnot.

Rozdil mezi hodnotou namérenou a hodnotou uréenou odhadem poté ukazuje, jak
dobte zvoleny model odpovida skutecnym namérenym hodnotam.

2(xq) — 2" (20) (16)

Pokud je aritmeticky primeér chyby cross-validace blizky nule, pak lze tvrdit, ze se
nejedna o zjevné zkresleni, avsak pokud je tento primér znac¢né kladny nebo zaporny, lze
predpokladat, ze doslo k systematickému nadhodnoceni nebo podhodnoceni.

LS (ala) — 2 () 2 0 a7)
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Obréazek 3: Znazornéni parametrii variogramu — nugget, sill a range

Pokud se nasledujici rovna jedné, pak lze tvrdit, ze se aktualni chyba odhadu rovna
v priméru chybé zvoleného modelu. Pokud je tato podminka splnéna, lze zvoleny model
a jeho parametry povazovat za adekvatni.

I

L3 et~ 5

o
0., je smérodatnéd odchylka reprezentujici chybu odhadu modelu

V prostiedi R je funkce pro cross-validaci jiz naimplementovana a lze ji spustit pfi-
kazem xvalid(). Jako argumenty vstupuji mérend data, zvoleny model, ktery ma byt
ovéren a pripadné logickd hodnota, zda se parametry modelu maji znovu odhadnout.

2 Interpola¢ni metoda Ordinary Kriging

Metoda Ordinary Kriging (OK) je nejrozsitenéjsi metodou typu kriging. Slouzi k odhadu
hodnoty na bodé nebo na celém regionu, pro ktery zname variogram, za pouziti dat
v blizkém okoli tohoto bodu.

Ptejeme-li si odhadnout hodnotu v misté zy, kde nemame provedeno méreni, ziskdme
tuto hodnotu linearni kombinaci hodnot ze sousednich bodt a vah, které jsou témto
bodim ptidélené:

Z(zg) = Zwaz(xa), Zwa =1 (19)

Je vSak nutné dodrzet nékolik predpokladii:



e pozitivni semidefinitnost

— Matice A je pozitivné semidefinitni, pokud jeji kvadratickd forma je pozitivné
semidefinitni:
vTAr >0, z#0 (20)

e Best Linear Unbiased Predictor (BLUP) — nejlepsi linedrni nezévisly prediktor
— hy = > Wahe 4+ wp je linedrni prediktor podle definice
— izo je nezavisly prediktor, pokud plati £ {;lo — ho} =0
— hy je nejlepsi, pokud plati E {|| ho — ho ||2} je minimalni

Minimalizaci tedy ziskdme systém rovnic pro metodu kriging:

y(1 _5751) oy ) 1 wy (1 — x0)
’7(xn - ZL‘1) e V(xn - xn) 1 W, 7(1'71 - xO)
1 oo vy =) 0 A 1

a:l Wn (;;

C, vyjadruje rozdily mezi naméfenymi daty

wy, obsahuje vahy pfifazené mérenim

A je Langrangiv multiplikator

d,, vyjadiuje rozdily mezi méfenymi hodnotami a hodnotami odhadnutymi

Neznamou v tomto piipadé je matice vah, kterou snadno vypocitame a dosadime do
rovnice ¢. [19
w, = C;'d, (22)

Variance odhadnutych hodnot je pak dana nasledovné:

0% =X —(zg — x0) + Z Wy Y (To — X0) (23)

a=1

Ordinary Kriging je tzv. pfesny interpolator, to znamend, ze pokud hodnota xy je
identicka s mistem, kde bylo provedeno méreni, bude vyinterpolovana hodnota identicka
s hodnotou naméfenou:

Z(xo) = 2(xq), To = Tq (24)

Metodu kriging l1ze pouzit jako interpola¢ni metodu pro odhad hodnot na pravidelné
miizce pomoci nepravidelné rozmisténych dat. Tuto metodu jsme vyuzili i pro interpolaci
vysek CR. Obrazek ¢. 4| zobrazuje pravidelnou miizku, na které budou odhadnuty hodnot
nadmorskych vysek, cervené body zobrazuji 100 ndhodné vybranych bodti, na kterych
zname hodnotu hledaného atributu. Cely vypocet bude proveden uvnitt polygonu, ktery
lemuje hranice tizemi CR.
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Obrazek 4: Pravidelnd mfizka, na které bude proveden vypocet metodou OK

Vysledny graf vyinterpolovanych nadmoiskych vysek je zobrazen na obrazku &
stfedni chyby interpolace zobrazuje obrazek ¢. Jako barevna stupnice byla pouzita
stupnice terrain.colors(), kde tmava barva vyjadiuje vysoké hodnoty a svétla naopak
hodnoty velmi nizké. Pro vykresleni byla v prostfedi R pouzita funkce image ().

Na obréazku ¢. [5| a ¢. [6] 1ze porovnat vysledek interpolace za pouziti pouze 100 ndhodné
vybranych bodt pro interpolaci a za pouziti celého souboru méreni. Stejné porovani lze
provést na grafech ¢. (7] a ¢. 8| se stfednimi chybami urceni nadmotské vysky.
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Obrazek 5: Predikce nadmoiskych vysek pomoci OK ze 100 ndhodné vybranych bodt
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Obrazek 6: Predikce nadmotské vysky pomoci OK ze vSech hodnot méreni
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Obrazek 7: Smérodatna odchylka odhadnutych nadmotskych vysek ze 100 ndhodné vy-
branych bodi
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Obrazek 8: Variance odhadnutych nadmoiskych vysek ze vSech hodnot méfeni
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