Kvaterniony, dualni kvaterniony a jejich
aplikace

Jitka ProSkova

Zapadoceska univerzita v Plzni
Fakulta aplikovanych véd
Katedra matematiky

17. 6. 2010

1/16



Zadani

Zakladni charakteristika télesa kvaterniontl a duélnich
kvaterniond, historie a vznik

Dualni kvaterniony a pfimé shodnosti
Implementace duélnich kvaternionti v kybernetice

Vyuziti duélnich kvaternionl pfi feSeni vybranych
praktickych problému
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Kvaterniony a duélni kvaterniony

Kvaterniony

Kvaterniony jsou zobecnénim komplexnich Cisel.

Obsahuji jednu reélnou a tfi imaginarni slozky.

Lze je zapisovat jako
q=s+ix+]jy+Kkz 1)

kde s, x,y, z jsou realna €isla a i, j, k jsou zakladni jednotky.

i2=kK=j?=ik=-1, ij=k a ji=—k  (2)

Konjugovany kvaternion: gQ=s—ix—jy—kz

Pokud je s= 0, mluvime o ryzich kvaternionech.
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Kvaterniony a duélni kvaterniony

Kvaterniony a rotace

¢ Jednotkovy kvaternion zapiSeme
jako g = [cos#,vsind], kde v je
jednotkovy ryzi kvaternion a 6 je Y
uhel otoceni.

e Kvaternion popisuje rotaci v
trojrozmérném prostoru a to
rotaci kolem osy dané smérovym
vektorem v o Uhel 26.

20

e Rotaci zapiSeme ve tvaru

P = apg, 3

kde g je jednotkovy kvaternion a
p je ryzi kvaternion.
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Kvaterniony a duélni kvaterniony

Dualni kvaterniony

Dualni Cislo
Z=a-+ea,, 4)
kde a,a. € R a £2 = 0je dudlni jednotka.

Dudlni kvaternion gqg mlzeme zapsat jako soucet dvou
kvaterniont

Oy = 9+ €Ce, 5)
kdeq=a+bi + ¢ +dkaqg. = a. + b.i + c;j + d-k.
¢ je komutativni s kvaternionovymi jednotkami.
Duélné konjugovany dualni kvaternion: ¢ = q — Q..
Pokud je ||qq||= 1, pak se g4 nazyva jednotkovy dualni
kvaternion.
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Dualni kvaterniony a pfimé shodnosti

Dualni kvaterniony a pfimé shodnosti

e Pfimou shodnost v E3 vyjadfime rotaci, posunutim.

e Dualni kvaterniony dokazi jednoduSe reprezentovat rotaci
a posunuti v jedné operaci.
e OtocCeni o Uhel # a posunuti o vektor t = (ty,t, t3) bodu P

do bodu P miizeme vyjadfit jako:
Pa = GaPql; (6)

kde py je jednotkovy dudlni kvaternion, gy je jednotkovy
dudlni kvaternion, pro ktery plati

tq . .
Oy =0+e0=0+c, a t=ti+ty)+1tk

je kvaternion.
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Dualni kvaterniony a pfimé shodnosti

Vykresleni otocené a posunuté plochy helikoidu

Parametrické zadani: P(u,v) = (u * cos(v), u * sin(v), v). Vektor posunuti: t = [12,2, 0].
s

Body osy otogeni: A = [0,10, 0], B = [1,2, 3]. Uhel otogeni: ¢ = &

L - R PR R

Obr. 1: Helikoid v zakladni poloze (A) a po transformaci (B).
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Aplikace

Aplikace v kybernetice - segmentace objektll z
ultrazvukového obrazu

e Problém
Rozpoznavani tvaru ledvin v ultrazvukovém snimku a jeho
presné ohraniceni.

 Reseni

e PopiSi se textury ledvin ve snimcich a zjistuje se
podobnost.

o Z velikého mnozZstvi tvarll ledvin se ziska obecny model
ledviny a sestavi se kritérium obsahujici vektory deformaci,
které uvadi jak a kde se ledviny mohou deformovat.

e Tvarovy model porovnavame se snimkem, zjiStujeme jeho
vektory deformace a hleddme parametry (otoCeni, poloha,
deformace) minimalizujici kritérium.

e Ziskani pfesného tvaru ledviny.
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Aplikace

Priklad - javorove listy

1200

® Problém fesSi 1000
KKY-ZCU pro
segmentaci 800
javorovych listd.

® Na Cast Ulohy 600
mdizeme aplikovat
dualni kvaterniony. 400

® Pozadavek:
posunuti, otocenti,
zvétsSeni a zpétna
transformace
tvarového modelu.

200

200 L L L L L L L L L ,
-200 -100 0 100 200 300 400 500 600 700 800

Obr. 2: Pavodni javorovy list (zeleny) a po otoceni o

uhel g okolo bodu A = [500,500] a zvétSeny s=1,6. .



Aplikace

Aplikace v robotice - odvalovani sfér

e Mame dany dve sféry - pevna S, ktera lezi v poCatku
soufadnicového systému a pohybliva S, ktera se po ni
odvaluje.

e Pozice sféry S, je dan& bodem dotyku obou sfér, tj. a € .

e Prostor urCeny témito sférami se nazyva neholonomicky,
S x 0(3).

e Odvalovani je pohyb bez prokluzovani a protaceni.

e Aplikace dudlnich kvaterniond pfi feSeni.
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Aplikace

Vykresleni v Matlabu 1

Nechme odvalovat sféru §, po zvolené trajektorii §,. Trajektorii
je sféricka Sroubovice.

Lo
& A v o N & o

Obr. 3: Tvar trajektorie, po které se odvaluje sféra S,.
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Aplikace

Vykresleni v Matlabu 2

Déle s pomoci kvaternionti nechame odvalovat sfréu S, po
sféfe S,.

Obr. 4: Sféra S,, po které se odvaluje sféra S.,.
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Aplikace
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Obr. 5: Vysledna kfivka (
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Aplikace

DalSi mozné aplikace dudlnich kvaternion(

objektll. Pro velké rotace - nepfirozené deformace.
K odstranéni miZeme pouzit napf. Dual quaternion Linear
Blending.

e Fyzika - Maxwellovy rovnice: mlizeme je popsat pouze
jednou rovnici vyuzivajici dualni kvaterniony.

e Robotika - Hand—eye kalibrace: Dualni kvaterniony
popisuji vztah mezi souradnicovymi systémy Gchopu
robota a kamery, ktera je k tchopu pfipevnéna.
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Dualni kvaterniony mohou jednoduSe reprezentovat rotaci
a posunuti v jedné prostorové operaci.

Vyuzivaji se v oblastech, kde neni vhodné pouzit
reprezentaci rotace a posunuti pomoci matic, napf.
pocitacova grafika — skinning (nepfirozené deformace).

Re&i problém Hand—eye kalibrace (robotika — [ékaFstvi).
Animace odvalovani pomoci kvaterniond.

Aplikace dudlnich kvaternionll na aktualni problém
segmentace objektll z ultrazvukovych snimku.
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Dékuji za pozornost
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