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Osmnact matematickych studentskych konferenci na VSTEZ

1993 - 2010

Myslenka organizovat konference pro studenty vysokych $kol technickych, ekonomickych a
zemédélskych (VSTEZ), kteii se bud hloubéji vénuji matematice, nebo kteii matematiku
aplikuji na technické problémy své specializace, zaznéla poprvé na 22. konferenci
o matematice na VSTEZ v roce 1992 v Trnavé. U jejiho zrodu stali prof. RNDr. Stanislav Mika,
CSc. a prof. RNDr. Vaclav Medek, CSc. V nasledujicim roce byla tato myslenka Komisi Jednoty
¢eskych matematik a fyzik(i o matematice na VSTEZ realizovana.

Ve dnech 8. a 9. ¢ervna 1993 v Losticich na Moravé se konala 1. matematicka konference
studentfi VSTEZ. Na jeji organizaci se podilel Ustav matematiky a deskriptivni geometrie FAST
VUT Brno. Zdcastnilo se ji Sest studentii a dvacet ucitelli. Nebyla to ale konference v pravém
smyslu tohoto slova, byla organizovana jako soutéz o Cenu Vaclava Medeka. Prvni zkuSenosti
ale ukazaly na diversifikaci studentli a jejich praci - rizné roc¢niky, riizné aplikace a teorie,
rizné inzenyrské a matematické obory apod. Rozhodnuti, ktera z praci byla nejlepsi, bylo
neresitelné pro obtiZzné stanoveni hodnoticich podminek. MySlenka na kazdoro¢ni studentské
soutéZe tak v nasledujicim roce byla opusténa.

Témér o rok pozdéji, ve dnech 1. a 2. cervna 1994, se v TreSti u Jihlavy konala 2. studentska
konference. Tentokrat ptijelo tiinact studentd, pét z FAV ZCU v Plzni, ¢tyfi z FSv CVUT, tfi
z FJFI CVUT a jeden z CZU Praha a 14 uciteld. Jejich referaty byly publikovany ve sborniku,
ktery se stal soucasti i vSech nasledujicich konferenci.

3. studentska konference se konala ve dnech 5. az 7 ¢ervna 1995 v Chebu. Spoluporadala ji
Ekonomicka fakulta ZCU Plzefi se sidlem v Chebu. Na konferenci vystoupilo osm studentti
magisterského studia a jedna studentka doktorandského studia, po dvou z FAV ZCU Plzeti, FSv
CVUT a FJFI CVUT a po jednom z FEI a FS VUT Brno, doktorandka byla z VSE Praha. U¢iteld se
zucastnilo dvanact. Pokud inovaci na druhé konferenci byl sbornik, tak od treti konference
byly novym prvkem prednasky vyznamnych ceskych matematikdi, nebo jinych odbornikii.
Prvnim z prednasejicich byl doc. RNDr. Jifi Neustupa, CSc. z Katedry technické matematiky FSI
CVUT, ktery posluchace privedl k ,prahu” funkcionalni analyzy.

4. studentska konference se konala ve dnech 5. a 6. ¢ervna 1996 v Brné. Na jeji organizaci
se podilel Ustav matematiky FEI VUT Brno. Konference se zti¢astnilo 15 studentd, ti‘i z FJFI
CVUT, po dvou z DF Univerzity v Pardubicich, FSI a FSv CVUT a jedna studentka z FS VUT Brno
a 15 utitel. Program svymi prednaskami obohatili RNDr. Michal K¥iZek, CSc. z MU CR v Praze
a doc. RNDr. Jifi VanZura, CSc. z MU CR v Brné.

5. studentska konference se konala v Laznich Bohdanec¢ ve dnech 2. aZ 4. Cervna 1997. Na
jeji organizaci se podilela Univerzita v Pardubicich. Zac¢astnilo se ji 14 studentt, po dvou z TU-
VSB Ostrava, Univerzity Pardubice, FEI VUT Brno, FJFI a FSv CVUT, tii z FAV ZCU Plzeii a jeden
z VSCHT Praha. Tentokrat piijelo dvacet ucitell. Jako host vystoupil doc. RNDr. Stefan
Schwabik, DrSc. z MU CR v Praze s pfehlednou piednaskou o historii a vyvoji matematické
analyzy. Vramci konference probéhla prezentace produkti firmy Microsoft a navstéva
katedry matematiky Univerzity v Pardubicich.

Ve dnech 18. a 19. kvétna 1998 ve VysSkové na Moravé se konala 6. studentska konference.
Lokalni organizace se ujala Katedra matematiky Vojenské vysoké Skoly pozemnich vojsk ve
Vyskové. Celkem piijelo dvanact studentd, étyti z FAV ZCU, tfi z TU-VSB, tii z mistni $koly a po



jednom z FSv CVUT a CZU Praha. U¢itelé byli zastoupeni v po¢tu 14. Jako host vystoupil doc.
RNDr. Jiti VanZura, CSc. z MU CR Brno s pirednaskou o vektorovych polich na sférach.

Dalsi tfi konference se konaly ve $kolicim stfedisku FSv CVUT v Cernicich u Bechyné pod
z&stitou FSv CVUT.

Ve dnech 2. aZ 4. ¢ervna 1999 to byla 7. studentskd konference. Referovat prijelo 12
studentdi, osm z FAV ZCU, tii z TU-VSB a jeden z FEI VUT. U¢iteld pfijelo tiinact. Jako hosté
vystoupili dva vysokoskol$ti ucitelé Dr. Bedfich Bene$ z FEL CVUT a Dr. Zdenék Skalak, CSc.
z FSv CVUT.

8. studentska konference se konala ve dnech 7. az 9. Cervna 2000 za ucasti patnacti
studentti, jedenact z FAV ZCU, po dvou z FJFI a FSv CVUT a 14 uditeld. Jako host vystoupil prof.
RNDr. Ivo Marek, DrSc. z FSv CVUT.

9. studentska konference probéhla ve dnech 7. a 8. ¢ervna 2001 za Ucasti deviti studentd,
tii z FAV ZCU, po dvou z FJFI CVUT a TU-VSB a po jednom z DF CVUT a FAST VUT, uciteld bylo
16. Jako host vystoupil doc.RNDr. Alois Kli¢, CSc. z VSCHT Praha s matematickou definici
chaosu.

10. studentska konference se vratila do Lazni Bohdanec ve dnech 2. aZ 4. ¢ervna 2002.
Pojali jsme ji jako jubilejni, a proto jsme oslovili ucastniky predchozich deviti studentskych
konferenci. Pozvani ptijalo Sestnact z byvalych dcastniki a soucasnych studentt, devét z FAV
ZCU, ktefi méli na vech predchozich konferencich nejpocetnéj$i zastoupeni, tfi z FSv CVUT a
po dvou z FJFI CVUT a z Univerzity Pardubice. U¢iteld se zt¢astnilo 13. Jako hosté prijeli tii
odbornici z praxe. Doc. Ing. Jan Vitek, CSc. z FSv CVUT referoval o navrhu projektu tubusu
Metra pod Vltavou. Prof. RNDr. Ing. Petr Pavel Prochazka, DrSc. z FSv CVUT prezentoval
matematicky model chovani horniny pisobenim vnitinich napéti. RNDr. Josef Horacek z firmy
Sophic Zlin prezentoval aplikace pocitacové grafiky na tvarovani obuvnického kopyta.

Dalsi ti‘i konference se opét vratily do $koliciho stfediska FSv CVUT v Cernicich u Bechyné
pod zastitou FSv CVUT.

11. studentska konference se konala ve dnech 9. az 11. ¢ervna 2003. Prijelo 10 studentd,
pét z FAV ZCU, po dvou z FSv a FJFI CVUT a jeden z VSCHT Praha, ucitelt bylo 9. Jako hosté
vystoupil doc. RNDr. Michal K¥iZek, CSc. z MU AV CR Praha a RNDr. Alena Solcova z FSv CVUT.

12. studentska konference probéhla ve dnech 26. az 28. kvétna 2004. Zucastnilo se ji 19
studentd, devét z FSv CVUT, sedm z FAV ZCU, dva z FJFI a jeden z VSCHT, a sedm uciteld. Jako
hosté vystoupili dva vyznaéni nasi geodeti prof. Ing. Jan Kostelecky, CSc. z FSv CVUT a doc. Ing.
Jaroslav Kloko¢nik, CSc. z AU AV CR v Ondiejové. Jejich prednasky o vyuziti GPS a altimetrie
v dalkovém prizkumu Zemé doplnila doc. RNDr. Milada Koéandrlova, CSc. z FSv CVUT
o geometrické modely bistatické altimetrie.

13. studentska konference se konala od 6. do 8. Cervna 2005. Tentokrat studenti byli ve
velké prevaze k uéiteliim, 22:6 a také studenti z FSv CVUT v poétu ,pirevéalcovali“ studenty FAV
ZCU, 13:7, dva studenti byli z FJFI. Jako hosté prijali pozvani dva statistici, prof. RNDr. Jaromir
Antoch, CSc. z MFF UK Praha a doc. RNDr. Daniela Jaruskova, CSc. z FSv CVUT a jeden
odbornik na ocelové mosty doc. Ing. Tomas Rotter, CSc. z FSv CVUT.

Vyukové stiredisko v Cernicich fakulta musela vratit v restituci a my jsme se s péti dal$imi
konferencemi vratili do Lazni Bohdanec.

14. studentskd konference se konala ve dnech 5. aZ 7. ¢ervna 2006 za ucasti patnacti
studentfi, devét z FSv CVUT, ¢tyri zFAV ZCU a dva zFJFI a ¢étrnacti uditeld. Jako hosté
vystoupili prof. Ing. Miroslav Petrtyl, DrSc. s RNDr. Janou Dane$ovou, CSc. z FSv CVUT se



zajimavou prednaskou o interakci umélych nahrad s kostni tkani a RNDr. Petr Mayer, CSc.
z FSv CVUT o matematickém modelovani v zabezpecovaci technice.

15. studentska konference se konala ve dnech 4. az 6. cervna 2007 za ucasti Ctrnacti
studentd, sedm z FSv CVUT, pét z FAV ZCU adva z FJFI a deseti uciteld. Jako host o dynamické
interakci mosti a tézkych vozidel referoval doc. Ing. Jiff Maca, CSc. z FSv CVUT. Prof. RNDr. Jiti
Neustupa, CSc. z MU AV CR v Praze piedstavil Navier-Stokesovy rovnice.

16. studentska konference vybocila z celé predchozi rady studentskych konferenci. Dne
8. listopadu 2007 zemiel vedouci Komise pro matematiku na VSTEZ a hlavni organizator
vSech studentskych konferenci doc. RNDr. Jaroslav Cerny, CSc. Do ¢ela Komise se postavil
Gcastnik ¢ty studentskych konferenci Ing. Michal Bene$, Ph.D. Sestnactd studentska
konference probéhla jako sekce 30. konference o matematice na VSTEZ, ktera se konala ve
dnech 15. az 17. zari 2008. Deset studentti, dva z FJFI, Sest z FSv CVUT a po jednom z FEL
CVUT a VSCHT Praha, tak mélo prileZitost vyslechnout referaty Ctyficeti castnikdi 30.
konference uéiteli matematiky na VSTEZ. Konference byla podpoiena grantem IGS CVUT,
CTU0813711.

17. studentska konference jiZ probéhla v tradi¢nim terminu, tj. ve dnech 15. aZ 17. ¢ervna
2009 za ucasti trinacti studentd, Sest z FJFI, ¢tyti z FSv CVUT, dav z FAV ZCU a jeden z CzZu
Praha a sedni uéiteld. Jako hosté vystoupil prof. RNDr. Ivo Marek, DrSc. z FSv CUT a prof. Edita
Pelantova, CSc. z FJFIL.

18. studentska konference ziejmé zaklada novou tradici vzhledem k mistu konani, Tetievi
Boudy, kde se vSem sedmndcti studentiim a sedmi ucitelim libilo. Jako hosté vystoupil doc.
RNDr. Jaroslav Vi¢ek, CSc. Z TU-VSB Ostrava a Mgr. Milan Krbalek, Ph.D. z FJFI.

Prispévky ucastnikl-studentti jsou soucasti tohoto sborniku. V§em ucastnikim dékujeme
za aktivni ucast.

Konference byla podpoiena grantem SGS CVUT, SVK 03/10/F1.

V Praze 12. ¢ervence 2010

Milada Koc¢andrlova
Michal Benes
Stanislav Olivik
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Cylindricka algebraicka dekompozice

Ondiej Davidek*

Abstrakt

V ¢lanku se sezndmime s tim, co to je cylindricka algebraicka de-
kompozice (CAD) a jak se tato metoda da vyuzit pii eliminaci kvanti-
fikatoru. Postupné rozebereme jednotlivé faze této metody a zminime
jejich varianty.

1 Uvod

Na zacatek bych rad zminil dvé dulezité publikace vénujici se tomuto problé-
mu. Prvni z nich je sbornik [CJ98|, ktery obsahuje vybér ¢lanku a praci na
téma eliminace kvantifikatoru a CAD, a druhou je diserta¢ni prace Christo-
phera W. Browna [Bro99|, ze které je v tomto ¢lanku prevazné cerpano.

Hlavni problém, ktery stal u zrodu CAD, byla eliminace kvantifikatoru v teo-
rii redlné uzavienych téles. Atomicka formule v této teorii se sklada z pod-
minky (rovnosti ¢ nerovnosti) vyjadiené pomoci polynomu v proménnych
z realné uzavienych téles. Proménné v téchto formulich mohou byt potom
libovolné kvantifikovany (V,3) a formule spojeny logickymi operdtory A a V.
Obecné mame na vstupu formuli ' (vstupni formule) a hleddme ekvivalentni
formuli F (vijstupni formule) takovou, ze zadnd jeji proménna neni kvanti-
fikovana. To, ze pro kazdou kvantifikovanou formuli existuje formule, kterd
neobsahuje kvantifikatory a tim ani kvantifikované proménné, dokazal v prvni
poloviné 20. stoleti polsky matematik a logik Alfred Tarski (viz |Tar51]).

Piiklad 1 (Reseni kvadratické rovnice). Pro ndzornost si eliminaci kvanti-
fikatoru ukazeme na jednoduchém problému: Pro jaké koeficienty ma kvad-
ratickd rovnice redlné koteny? Vstupni formule ma tvar:

*Katedra matematiky, Fakulta aplikovanych véd, Zapadoceska univerzita v Plzni, Uni-
verzitni 22, Plzen, odavidek@kma.zcu.cz



F: (3z)(az® + bz +c=0).

Vystupni formule muze vypadat nasledovné:

F:0*—4ac>0AN(b#0Va#0Vc=0).
|

Mnoho matematickych problémt lze prevést na eliminaci kvantifikatort, at
uz je to z geometrie, numeriky (integrace) nebo analyzy (stabilita), proto se
z CAD stava mocny nastroj pro feseni téchto problému.

Eliminace kvantifikatoru pomoci CAD ma tii faze: projekce, konstrukce hald
a konstrukce vystupni formule.

projekce vytvori implicitni popis cylindrické algebraické dekompozice pro-
storu vSech proménnych formule F', tedy i prostoru jen volnych pro-
ménnych (tj. proménnych, které nejsou vazané kvantifikatorem )

konstrukce hald vytvori explicitni popis této dekompozice, ¢imz muzeme
rozhodnout o pravdivosti formule F' v kazdé bunce dekompozice pro-
storu volnych proménnych

konstrukce vystupni formule pomoci dekompozice prostoru volnych pro-
ménnych zkonstruuje vystupni formuli #

V dalsim textu budeme vzdy vstupni formuli ' uvazovat v prenexnim tvaru

F = (Qixps1) - (Qrpr)[F' (21, .., 1)),

kde @Q; € {V,3} a formule F’ neni kvantifikovana. Pokud formule neni v pre-
nexnim tvaru, lze ji vzdy na tento tvar prevést.

Bude-li P C R[zy, ..., z,] mnozina polynomu, pak P; bude oznac¢ovat takovou
podmnozinu mnoziny P, pro kterou plati P, = P N R[zy, ..., 2], i < 7.

2 CAD

Mame dédnu mnozinu polynomu A C R[xy,...,z,]|. Cylindrickd algebraickd
dekompozice je rozklad prostoru R” na koneé¢né mnoho cylindricky usporada-
nych bunék tak, ze znaménka vsech polynomu z A jsou neménna uvniti kazdé
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bunky. Cylindrické uspotradéani tedy znamenad, ze projekce jakychkoliv dvou
bunék do R?, kde 1 < i < r, je bud identickd nebo disjunktni.
Jsou-li ¢j, 7 = 1,...,1, bunky cylindrické algebraické dekompozice, potom

plati
l

R =|J¢, ¢ CR
j=1
CiﬂCjZQ, Z?éj
CAD prostoru R" indukuje CAD prostoru R¥, pro kazdé k < r, kterd se
potom nazyva indukovand CAD. Pro indukovanou CAD tedy plati

l
ko A oA k
R —ch, ¢;=c¢;NR
Jj=1

GNEGG=TVEGNE =6 =¢, 1 # ]
Definice 1. O polynomu p € A rekneme, Ze je s-invariantni v burice ¢, pokud
pro vSechny body x € ¢ plati prdavé jedna z ndsledujicich moznosti: p(x) > 0,
p(z) <0, p(z) = 0.
Necht D je CAD mnoZiny polynomii A, potom D nazveme s-invariantni,
pokud vsechny polynomy p € A jsou s-invariantni na kaZdé bunce ¢ € D.

Definice 2. Rekneme, Ze D je t-invariantni CAD wvzhledem k formuli F,
pokud pro kazZdou buriku ¢ € D plati:

Ve,y €c: Fl, =F|,
kde F |, znaci pravdivostni hodnotu formule F v bodé x € R".

Poznamka 1. Vezmeme-li vSechny polynomy z formule F', zjistime, Ze pokud
jsou s-invariantni ve vSech burikdch ¢ € D (tj. D je s-invariantni), potom je
D také t-invariantni. Jak uvidime pozdén, opacnd implikace obecné neplati.

Z ptedeslého vyplyva, ze kazda CAD je urcend néjakou mnozinou polynomu
A. Proto se budeme nejdiive zabyvat tim, jaké ma tato mnozina mit vlast-
nosti.

Definice 3. Mnozinu B C R", definovanou polynomy p; C Rlxq,..., x,],
kdei=1,...,m, a vztahy ¢; € {<,>,=}, nazveme semialgebraickou prdvé

tehdy, kdyz

B = | J{x € R"|pi(x)e;0}.

i=1

_11_



Definice 4. Rekneme, Ze dekompozice je algebraickd, pokud kazdd burika
dekompozice je semialgebraickou mnoZinou.

Kazd4 algebraickd dekompozice R! do otevienych interval a jednotlivych
bodu je CAD. Buriky této dekompozice jsou ¢; = (—00, 1), ca = (a1, 1), c3 =
(o1, 2), ..y Com = {Qm, ), Coma1 = (aum, 00), kde «; jsou redlna ¢isla. Tyto
buiiky v R! maji pfirozené uspofaddni ¢; < ¢y < ... < Copmy1.

Bud' B souvisld oblast v R¥, f spojit4 redlna funkce na B a polynom p € Py,
ktery neni roven nule nikde v B. Halda nad B je dekompozice B xR do bunék
C1,C, ..., Coms1 tak, ze pro jakékoliv 8 € B pruniky ¢; N (S x R) tvoii CAD
prostoru R! s pfirozenym uspordddnim ¢; N (B X R) < ¢;N(BXR) < i < j.
Takto maji buiiky v haldé pfesné takové uspotadani jako CAD v R!. Sudé
buiiky jsou uréeny redlnymi funkcemi definovanymi na B, nebot jejich prunik
s 0 X R je vzdy néjaky bod, a nazyvaji se sekce. Liché bunky jsou potom
sektory. V haldé definované algebraickou dekompozici B x R je kazda sekce
¢asti nulové mnoziny néjakého polynomu p € Py, 1, nebo-li pokud

¥x € B 1 plx, f(x)) =0,
pak funkce f na B je sekci.

Definice 5. Rekneme, Ze polynom p je rozlozitelny na B, pokud nulovd
mnozina polynomu p na B obsahuje konecné mnoho disjunktnich sekci f;,
1=1,....,m. To znamend, proi,j =1,...,m; i # j plati

(Vx € B3i: p(x, fi(x)) =0) A (Vx € B : fi(x) # f;(x)).

Definice 6. Mnozina polynomi Py1 je rozloZitelnd na B, pokud kazdy po-
lynom je bud nulovy nebo rozloZitelny na B a pokud sekce jakyjchkoliv dvou
polynomii jsou bud identické nebo disjunktni.

Poznamka 2. Pokud je mnozZina polynomu rozloZitelnd na oblasti B, pak
Jgimi definovand algebraickd dekompozice B X R je cylindrickd.

Algebraicks dekompozice D je CAD prostoru R¥! za predpokladu, Ze exis-
tuje CAD D’ prostoru R” takové, ze projekce jakékoliv buiiky ¢ € D do R*
je néjakd buitka ¢ € D’ (D’ je potom indukovany CAD prostoru R¥) a Ze
buiiky v D, jejichz projekcemi do R* ziskdme ¢/, tvoif haldu nad ¢. Buiika
¢ byva oznacovana jako rodi¢ a bunky v haldé nad ¢ jako jeho potomci.

..12..



3 Projekce

Definice 7. Méjme mnozinu polynomi A C Rlxy, ..., x|, které jsou soucdsti
formule F. Necht existuje mnoZinu polynomi P takovd, Ze

AQPCR[wl,...,xT]

a ze algebraickd dekompozice definovand mnozinou P je cylindrickd. Potom
P nazveme projekéni mnozinou.

Projekce je urc¢ena projekénim operdtorem Proj, ktery z mnoziny A vytvori
mnozinu A' = Proj(A) C R[xy,...,z,_;] takovou, ze pokud ¢ C R"! je
buitka v CAD vytvoiené z A!, pak maximalné souvislé oblasti v ¢ x R, v nichz
jsou polynomy z A s-invariantni, jsou cylindricky usporadany. Nyni apliku-

jeme projekéni operator na A!, dostaneme A% = Proj(A;) C Rlwy, ...,z o],
atd. az ziskdame polynomy v jedné proménné x;. Projekéni mnozina P se po-
tom sklad4 ze vsech ireducibilnich faktori polynomii z mnozin A, A, ..., A™1

a lze ji rozlozit nasledovné

P=PU...UPF.

Vzhledem k rekurzivité projekéniho operatoru je algebraickd dekompozice
definovana polynomy Ule P; také cylindricka a odpovida uz definované in-
dukované CAD prostoru R¥.

Projekéni mnozina neni jednoznacné urcena a existuji ruzné pristupy, jak
ji najit. Zde se zaméiime predevsim na McCallumuv projekéni operator.
Zminime také projekéni operator Collinsuv a Honguv, které mu predchazely.
Duvodem této variability je snaha dosahnout co mozna nejmensi projekéni
mnoziny pii zachovani cylindrického usporadani bunék vysledné dekompo-
zice. Nasledujici definice jsou nezbytné pro zavedeni McCallumova projekéni-
ho operatoru.

Definice 8. Méjme polynom p € Rxy, ..., x5—1|[zx]. Hlavni koeficient poly-
nomu p oznacime lc(p) € Rxq,...,xx_1] a stupen polynomu p v proménné
xy oznacime deg(p). Pokud

b= Zpi(iﬁl, cee 71'1%1) : 352
i=0

a deg(p) = n, pak lc(p) = p, a lt(p) = py - 2} je hlavni clen polynomu p.
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Definice 9. Necht . .
P=) pith =Y ¢l
i—0 =0

Pn # 0, qn # 0, jsou polynomy v proménné xy. Potom Sylvesterovou matici
rozumime matici

Pn  Pn-1 R % . 20}

Pn Pn-1 ... ... DP1 Do
9m qm-1 .. - 41 Qo

9n 9m-1 --- .- @1 Qo

rddu m-+n. Determinant Sylvesterovy matice nazyvame Sylvesteruv rezultant
a znac¢ime ho res(p, q) = det(M). Diskriminant polynomu p potom je

res(p, p')
(_1)%n(n—1)pn

Y

disc(p) =

kde p' znaci derivaci polynomu p (samoziejmé vzhledem k proménné xy,).

Collinsuv a Hongtv projekéni operator se vyznacuje tim, ze produkuji rozsah-
lou projekéni mnozinu (m?n?® a m?n? prvki, kde m je pocet polynomii a n
maximalni stupen polynomu z mnoziny A).

McCallumuv operator (viz [McC98|) produkuje projekéni mnozinu o poétu
prvki ostfe mensi nez m?+mn, proto se dnes pracuje hlavné s timto operato-

rem. Jeho zapis je
ProjMC, (4) = U {pi},

ProjMCy(A) = LgA{l"eS(Z% )},
ProjMC;(A) = gA{diSC(P)}>

ProjMC(A) =ProjMC;(A) U ProjMCsy(A) U ProjMC3(A).

Prestoze McCallumuv operator produkuje relativné malou projekéni mnozinu,
lze ukazat, ze tato mnozina muze byt stdle o néco mensi; viz [Bro00|, kde
C. W. Brown ukazuje, ze slozku ProjMC;(A) lze omezit pouze na hlavni
koeficienty. Potom bude

ProiMCy(4) = U {1e(z)).
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A B C D F

Obrézek 1: CAD prostoru R?. Obrazek 2: CAD jako strom.

4 Konstrukce hald

V této fazi vyjdeme z implicitné vyjadiené CAD prostoru R* pomoci pro-
jekéni mnoziny P;U...UP; a najdeme explicitni vyjadieni kazdé bunky CAD
spolu s pravdivostni hodnotou F' v kazdé z téchto bunék.

Kazdou bunku v CAD bude reprezentovat néjaky bod uvnitt této bunky. Ta-
kovému bodu budeme iikat zdstupce. CAD prostoru R? ziskdme konstrukei
haldy pies vsechny buitkky ¢ v CAD prostoru R, Necht m& buiika ¢
zéstupce o = [ayq, ..., q;_1], potom v8ichni potomci butiky ¢ zdédi tohoto
zastupce ve smyslu, ze jejich zastupce bude mit prvnich (i — 1) soufadnic
stejnych jako zdstupce bunky ¢'. Takto se znacné zjednodusi hleddni zastupcu
v haldé nad . Hledame vlastné takovy bod z kazdé maximalné souvislé ob-
lasti v R, kde polynomy {p(ai,...,q;_1,7)|p € P;} jsou s-invariantni.

Konstrukce hald za¢ind buiikou cp, kterd odpovidd R, a jeji zdstupce je
prazdny vektor. Nalezenim kofenu polynomu p € P, ziskdme buiky ¢
v CAD prostoru R! a tim i zdstupce potomki bunky cy. Obdobné postupu-
jeme s dalsimi polynomy az ziskame CAD prostoru R". Cela tato struktura
se da reprezentovat jako strom, kde kofen je cg, hrany znazornuji vztah rodic-
potomek a koncové uzly jsou bunky CAD prostoru R" (viz obrazek (1| a .

Pravdivost formule F’ (nekvantifikované ¢asti formule F') v kazdé bunce de-
kompozice prostoru R” urcime tak, ze dosadime zastupce z kazdé bunky do
polynomu z F’. Jak uz bylo zminéno diive, je t-invariantnost dekompozice
zarucena s-invariantnosti polynomu z F’. Mame-li uréenou pravdivost for-
mule F’ v kazdé bunce CAD prostoru R”, jsme potom schopni zjistit prav-
divost formule F' v buiikdch indukované CAD prostoru R*.

Definice 10. Bud ¢ burika CAD prostoru R, k < i < r a formule F =
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(Qi—kx;) ... (Qr_px,)[F'], potom definujeme pravdivostni hodnotu burky ¢
vztahem v(c) = F|,, a € c.

Véta 1 (Propagace). Méjme buriku ¢ CAD prostoru R k < i < r a buriky
C1s- .-, Cp v haldé nad c. Pokud Q;—, =V, potom v(c) = A, v(c;). Pokud
Qi—r = 3, potom v(c) = \/I_,v(¢;). Takto dokdzeme rekurzivné rozhodnout
o pravdivosti formule F v kazdé burice CAD prostoru R¥.

Prechazejici véta nam dava intuitivni navod, jak muzeme zjistit pravdivost
formule F” v libovolné indukované CAD.

Konstrukce hald je pamétfové i ¢asové ndrocnd faze. Jednoduchym pozo-
rovanim se da ukézat, ze eliminace kvantifikatoru casto nevyzaduje kon-
strukci hald nad vSemi bunkami. To tedy znamenad, Ze neni nutné znat prav-
divostni hodnotu vstupni formule F' v kazdém bodé prostoru R” k tomu,
abychom byli schopni sestrojit vystupni formuli. Tato metoda se nazyva
¢astecnd cylindrickd algebraickd dekompozice (blize viz |[CHI1]).

5 Konstrukce vystupni formule

vvvvvvvvvv

CAD. Vstupem je zde CAD prostoru volnych proménnych s pravdivostni
hodnotou v kazdé jeji bunce podle formule F' a vystupem ekvivalentni for-
mule F. Zminime zde t¥i metody: prostou, Collinsovu a Hongovu. Zasadnim
rozdilem téchto metod je, Ze Collinsova metoda je za cenu vyssich naroku
na ¢as a pamét vidy schopna sestrojit vystupni formuli, Hongova metoda
se snazi sestrojit vystupni formuli v jednodussim tvaru, tato formule vsak
nemusi byt vzdy ekvivalentni se vstupni formuli.

Nejdftive si popiseme jednoduchou metodu pro konstrukeci vystupni formule,
ktera vyuziva pouze faktoru z projekéni mnoziny, jejichz pomoci popise
kazdou bunku pravdivou vzhledem ke vstupni formuli. Definujme pro kazdou
buiiku ¢ z CAD prostoru R¥ a pro kazdy faktor p z projekéni mnoziny
P =P, U...U P, atomickou formuli A(c,p) ve tvaru

Necht T je mnoZina vsech bunék, ve kterych je formule F pravdiva, po-
tom formuli \/ . A,ep A(c, p) nazveme projekend formuli. Takovd formule
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je pak casto vystupni formuli, ale bohuzel ne vzdy. Jak uz plyne z jeji kon-
strukce, projekéni formule je pravdiva ve vSech bunkach, kde je pravdiva
vstupni formule F'. Muze vSak nastat pripad, kdy bude pravdiva i v bunkach,
kde F pravdiva neni. Tato situace nastane, pokud napt. ve dvou bunkach
s ruznou pravdivostni hodnotou méa kazdy polynom z P = P,U...U P, stejné
znaménko. Bude-li projekéni formule zaroven vystupni formuli, odpovidajici
CAD nazveme projekéné urcéenou.

Collinsova metoda je pouze rozsifenim prosté metody a vychéazi z Collin-
sovi rozsitené projekce, a tim na rozdil od prosté metody vytvari Collinsova
metoda atomické formule, které splnuji pouze body z ¢ a zadné jiné.

Hongova metoda, stejné jako prosta metoda, vytvoti vystupni formuli pouze
v pripadé, ze CAD je projekéné urcena. Na druhou stranu vsak, pokud uz
vystupni formuli sestroji, je tato formule v mnohem jednodussim tvaru oproti
Collinsové metodé. Hong toho dosahl tim, ze prevedl problém konstrukce
vystupni formule na minimalizaci logické funkce (viz [Hon92)).

Dalsim vylepsenim CAD, zejména pii konstrukei vystupni formule, je tzv.
jednoduchda CAD (simple CAD, viz [Bro01]). Jeji jednoduchost spo¢ivéa v tom,
ze projekéni mnozina neobsahuje prebytecné polynomy, jez nemaji zadny vliv
na pravdivost vzhledem k F' (blize viz [Dav09)]).

6 Zaveér

Cylindricka algebraickd dekompozice je mocny nastroj pro eliminaci kvan-
tifikatort. Jejim hlavnim prostfedkem je rozlozeni prostoru, jehoz dimenze
je urcena poc¢tem proménnych ve vstupni formuli, do disjunktnich bunék,
v nichz nabyvaji polynomy ze vstupni formule ,konstantni“ (tzn. zdporné,
nulové nebo kladné) hodnoty. Vysledkem je potom formule, kterd vznikne
sjednocenim sousednich bunék, v nichz je vstupni formule pravdiva.

Vyhoda i nevyhoda CAD spoc¢iva v tom, ze veskeré vypocty, které jsou
nutné k nalezeni feSeni, jsou provadény symbolicky. Hlavni nevyhodou z
toho plynouci je pak ¢asova i pamétova slozitost metody, kterd je v nej-
horsim ptipadé dvojnédsobné exponencialni vzhledem k poc¢tu proménnych
(viz [DH88| nebo [BDO7]).

Pouziti CAD na konkrétnich prikladech lze nalézt napt. na strankach pro-
gramu QEPCAD B (viz http://www.cs.usna.edu/ qepcad) nebo v diplo-
mové praci [Dav09], ktera navic obsahuje doplnéni jednotlivych fazi a kroku
CAD (jejich variant) o nazorné priklady, které umoznuji lepsi pochopeni této
problematiky.
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Geostatistika v R-projektu

Martin Dzurov*, Kristyna Kitzbergerova*, Lucie Sindelafova*

Abstrakt

Geostatistika se zabyva odhady a predpovédi spojitych jevi v prostoru za pouziti
dat jen z omezeného poctu mist v tomto prostoru. Geostatistika aplikuje obecné
statistiské principy na modelovani a vyvozovani zavéru o geostatistickych problé-
mech. R-projekt je volné dostupny open source software pro statistické vypocty a
grafiku, ktery pracuje pod operac¢nimi systémy UNIX, Windows a MacOS. Obsahuje
celou fadu balickd véetné balicki pro geostatistiku. Cilem projektu je vytvoreni
interaktivniho vyukového textu, ktery bude obsahovat Gvod do jazyka R a popis
jednotlivych funkci v geostatistickych bali¢cich, zejména v balicku geoR. Cely text
bude doplnén o piiklady zpracovani realnych dat.

Uvod

Mnoho informaci, se kterymi se denné setkdvame a které pouzivame, mé prostorovy cha-
rakter. Polohové lokalizovana data, neboli geodata, nesou tematické informace vazané
k urc¢itému mistu nebo casu, jsou urcena geometrickym tvarem a polohou na zemském
povrchu, popf. ¢asovym udajem.

Vzhledem k tomu, Ze se prostorova data bezprostifedné tykaji naseho kazdodenniho
zivota, byly vyvinuty metody, pomoci nichz je mozné takova data zkoumat, analyzovat,
odhadovat jejich vyvoj, fesit problémy, atd.

Analyzou prostorovych dat je mozné popsat prostorovou variabilitu atributovych hod-
not v rdmci feSeného tzemi, je mozné zjistit zajimavé vlastnosti dat, detekovat shluky, vy-
soké nebo nizké hodnoty a v neposledni fadé také vypocitat odhady atributovych hodnot
v mistech, které neobsahuji namétrené hodnoty. Toto vSe nam poskytuje obor geostatistika.

Cilem této préace je poskytnout interaktivni ucebni text zabyvajici se geostatistikou
v prostfedi R a to zejména interpola¢ni metodou kriging. k tomuto tcelu byl pouzit balicek
geoR, ktery poskytuje nastroje pro geostatistickou analyzu dat. Data, ktera jsou v praci
pouzita predstavuji nadmoiské vysky na tizemi Ceské Republiky v méiitku 1 : 500 000.

Tato prace byla podpofena grantem Studentské grantové soutéze CVUT
¢. OHK1-065/10.

1 Geostatistika

Geostatistika je védni obor, ktery se v posledni dobé velmi rychle rozviji a poprvé byla
pouzita v poloviné padesatych let 20. stoleti v tézebnim primyslu pro zlepseni vypoctu

*Katedra matematiky, FSv, CVUT v Praze
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zasoby Zelezné rudy. Prvni vypocty byly provedeny v Jizni Africe téZebnim inZenjrem
D.G. Kriegem a statistikem H.S. Sichelem.

Ptvodné vyvinuty obor pro vypocet odhadu zasoby zelezné rudy se vSak rozsitil do
mnohych odvétvi zabyvajicich se prostorovymi daty spolu s rozvojem vypocetni techniky.
Dnes je tento obor velmi popularni predevsim v pramyslu, kde je zapotiebi vyhodnocovat
prostorové nebo ¢asové urcena data. PTi rozboru problematiky geostatistiky je zapotiebi
brat v ttvahu tii oblasti:

Popis dat — je nutné védeét, zda se jedna o data prostorové nebo casové urcena, o data
s vice proménnymi, zda se v datech vyskytuji odlehlé hodnoty, které mohou zamas-
kovat skutecnou strukturu dat. Dnesni vypocetni technika ndm poskytuje graficka
prosttedi, kterd umoziiuji vytvafet dynamické nahledy na data (histogramy, korela-
¢ni diagramy, variogramy, . .. ).

Interpretace dat — graficka zobrazeni ziskand z numerickych informaci jsou dale inter-
pretovana jiz definovanymi modely, které se nejvice primykaji danym datim. Tento
model lze brat jako interpretaci prostorovych dat a vztahii mezi nimi.

Odhad — nalezli-li jsme nejlepsi model dat, dalsim krokem je odhad hodnot pod riznymi
méritky, v riznych lokacich, kterd nejsou soucasti mérenych dat. Metody vytvareni
téchto odhadi jsou zaloZzeny na metodé nejmensich ¢tverct.

1.1 Jazyk R

R je software urceny pro manipulaci s daty, provadéni vypoctl a grafické zobrazeni téchto
dat. Mimo jiné také:

je efektivnim nastrojem pro zpracovani dat

obsahuje sadu operatori pro pole, zejména pak pro vypocty s maticemi

obsahuje velkou kolekci nastroji pro priubéznou analyzu dat

e je napsan v jednoduchém a efektivnim programovacim jazyku, ktery zahrnuje pod-
minky, cykly, uzivatelem definované rekurzivni funkce a vstupni a vystupni proudy.

R je néastroj pro vyvoj novych metod urcenych k analyze dat. Jeho vyvoj rapidné
stoupa a je stale rozsifovan pomoci tzv. balicki. Nicméné vétsina programt napsana v R
je stale napsana jen pro urcity typ dat a jejich analyzu.

Prostiedi R je vhodné pro statistické rozbory dat a obsahuje jiz naimplementované
klasické i moderni techniky. Bézné pouzivané statistické funkce jsou obsazené v zakladni
sadé R, prejeme-li si pouzit funkci, ktera neni soucasti zakladniho balicku, musime pouzit
specialni balicek, ktery danou funkci obsahuje. Existuje okolo 25 balickt dodavanych k R
a lze je rozdélit do dvou hlavnich kategorii — standardni a doporucené. Rada téchto balicki
je dostupna skrze tzv. CRAN rodim{']

'http://CRAN.R-project.org
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1.2 Balicek GeoR

Balicek geoR poskytuje funkce pro geostatistckou analyzu dat v prostfedi R. Po spusténi
softwaru R je nutné balicek nainstalovat.

Data, se kterymi chceme pracovat, musi byt ulozena v objektu typu geodata. Ob-
jekt tohoto typu obsahuje alespon jednu souradnici mista pozorovani a hodnotu atributu
v tomto misté. Nejcastéji se setkame s daty ulozenymi v ASCII forméatu, kterd musime
nacist do R.

Po nacteni dat nadmoriskych vysek a zavolanim funkce summary() zjistime, ze da-
tovy soubor obsahuje 797 bodi, nejmensi z-ova soufadnice je —902215.0 m a nejvéetsi
—1212091.1 m, nejmensi y-ova souradnice je —433083.5 m. a nejvétsi —935732.4 m. Nejme-
nsi vzdalenost mezi body ¢ini cca 1.2 km a nejvétsi vzdalenost mezi dvéma body je 488 km.

Pomoci dalsi vestavéné funkce plot.geodata() zobrazime dané data.

Graf na obrazku ¢. [1] vykresleny funkci plot.geodata(vysky)zobrazuje 2D polohu
bodt s barevnym rozliSenim hodnot atributu (nadmoiskych vysek) rozdélenych do néko-
lika tiid, dale graf hodnot atributu v soutradnicich X a Y a posledni z grafi zobrazuje
histogram souboru dat.

-800000
|
—800000
|

Y Goord
1100000
5 e
Bla
R OS'
; l’giéfg
4 :)):% x
]
d

3
a
B
E (o5 T
Y Caor

1300000
—1300000

T T T T T T
' G405 -7e+05 -be+05 200 400 600 800 1200
X Coord data

T T
1600

1400

data
1000
ity

00000 00005 00010 00015 0.0020
1

800

200

T T T
—7e+05 -5e+05
X Goord 500 1000 1500
data

T
-0e+05

Obrazek 1: Graficky vystup funkce plot.geodata()

1.3 Variogramy

Variogram je zakladnim geostatistickym néastrojem pro vizualizaci, modelovani a prosto-
rovou autokorelaci namétfenych hodnot. Variance poté udava miru rozptylu, jak se méni
hodnoty proménné pii zméné vzdalenosti h z bodu x do bodu x + h.

Vzorec pro vypocet variogramu je:

) = 5 S [atw) = =i+ W) 0
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Vypocteme jej jako soucet ctverci ekleudovskych vzdalenosti mezi kazdou dvojici
bodt, déleny dvojnasobkem poctu bodii.
V balicku geoR jsou implementovany dva typy odhadd empirickych variogrami:

e Klasicky odhad

1

[e.9]

v(h) =5 > lz(a) = 2w+ W) (2)

i=1

o Hawkins-Cressievuv robustni odhad

[ o2

L [2(@i) = 2(zi + W)

N

v(h) =

0.914 + 228

Algoritmus vypoc¢tu variogramu funguje zjednodusené nasledovneé:

1. nejdfive vytvori tzv. mrac¢na bodt (variogram cloud)

2.
3.

body v mra¢nu usporada do tfid (bins) podle vzdéalenosti

v kazdé tridé vypocita pramér

v poslednim kroku graficky vykresli zavislost hodnoty variogramu v na vzdalenosti
mezi body, viz obrazek ¢.
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1.3.1 Odhady parametru variogramu a kovarian¢ni funkce

Experimentalni variogramy jsou nahrazeny variogramy teoretickymi a to z dtivodu, aby
mél model variogramu fyzikalni vyznam. PouZiti teoretického variogramu zajistuje, ze va-
riance jakékoliv linearni kombinace nahodné vybranych hodnot bude vzdy kladné. ”Na-
pasovani”teoretického variogramu na empiricky se vétsinou déje od oka, protoze ani em-
piricky variogram presné neodpovida sekvenci namérenych hodnot.

Kovarian¢éni funkce je definovana:

Ez(x) =m prox €D 5)
{Ez(a:)-z(x+h)—m2:C(h) pro x,x+h €D (

Vlastnosti kovarcéni funkce:

1. Kovarianc¢ni funkce je omezena a jeji absolutni hodnota neni vétsi nez variance

|C(h)] < C(0) = var(x(x)) ()

2. suda funkce

p(h) = o) 1< p(h) <1 (7)

4. kovarian¢ni funkce je pozitivné definitni funkce, coz znamena, ze pouzijeme-li ko-
varianéni funkci C'(h) pro vypocet variance linearni kombinace n + 1 ndhodngych
proménnych z(x;), je tato variance vzdy kladna.

n n n
var (Z wiz(aji)> = Z Z ww;C(z; — ;) = w' Cw (8)

=0 i=0 j=0
Vztah mezi kovariancni funkci a variogramem je poté nasledujici:

7(h) = C(0) = C(h) (9)

Modely kovarianc¢nich funkci
Pro teoretické variogramy existuje nékolik modelti, zde uvedeme zakladni ¢tyfi typy:

1. Nugget-effekt model — kovarian¢ni funkce C'(h) modeluje nespojitost na poc¢atku
— tzv. nugget — viz obrazek ¢.

b, h=0
Crug(h) = { 0 h>0 (10)
a plati, ze
lim y(h) = b, b>0 (11)
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2. Exponencialnt model — exponencialni kovarianéni funkce klesd exponencialné
s rostouci vzdalenosti bodu a je definovana nasledovné:

h
Ceap(h) = 0% exp (—%) ., ooR>0 (12)

o je tzv. sill (neboli vyska variogramu) — viz obréazek ¢. [3

R je tzv. range a vyjadiuje, jak rychle klesd kovariance. Pro hodnoty vzdéalenosti
h = 3R klesne kovarian¢ni funkce o 95% své ptvodni hodnoty. Jinymi slovy
Ize Tici, ze vyjadiuje, v jak velkém okoli se namérené hodnoty jesté ovliviuji —
viz obrézek ¢. 3

Exponencialni model je spojity a na pocatku se asymptoticky blizi nule:

lim Cepp =0 (13)

h— 00

3. Sféricky model — je definovan nasledovné:

2 —gh A < h<
Osph(h) = g ( 2R + 233) ) 0<h<R (14)
0, h>R

4. Gausstv model — je definovan nasledovneé:

2
Cyauss(h) = o’ exp (—%) (15)

1.4 Cross-validace

Cross-validace je jednoduchy zptsob, jak porovnat rizné predpoklady, napf. o modelu
(typ variogramu a jeho parametry, velikost nejblizstho okoli pouzitého pro naslednou
interpolaci), o datech (detekce odlehlych hodnot nebo anomalii).

V procesu cross-validace je kazdé hodnota z(z,), na které se cross-validace provadi,
odstranéna z mnoziny dat a hodnota v tomto bodé z*(z,) je poté odhadnuta pomoci
zbyvajicich n — 1 hodnot.

Rozdil mezi hodnotou namérenou a hodnotou uréenou odhadem poté ukazuje, jak
dobte zvoleny model odpovida skutecnym namérenym hodnotam.

2(xq) — 2" (240) (16)
Pokud je aritmeticky primeér chyby cross-validace blizky nule, pak lze tvrdit, ze se

nejedna o zjevné zkresleni, avsak pokud je tento primér znac¢né kladny nebo zaporny, lze
predpokladat, ze doslo k systematickému nadhodnoceni nebo podhodnoceni.

L3 (ala) — 2 () 2 0 a7)
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Obréazek 3: Znazornéni parametrii variogramu — nugget, sill a range

Pokud se nasledujici rovna jedné, pak lze tvrdit, ze se aktualni chyba odhadu rovna
v priméru chybé zvoleného modelu. Pokud je tato podminka splnéna, lze zvoleny model
a jeho parametry povazovat za adekvatni.

I

L3 et~ 5

o
0. je smérodatnéd odchylka reprezentujici chybu odhadu modelu

V prostiedi R je funkce pro cross-validaci jiz naimplementovana a lze ji spustit pfi-
kazem xvalid(). Jako argumenty vstupuji mérend data, zvoleny model, ktery ma byt
ovéren a piipadné logickd hodnota, zda se parametry modelu maji znovu odhadnout.

2 Interpola¢ni metoda Ordinary Kriging

Metoda Ordinary Kriging (OK) je nejrozsifenéjsi metodou typu kriging. Slouzi k odhadu
hodnoty na bodé nebo na celém regionu, pro ktery zname variogram, za pouziti dat
v blizkém okoli tohoto bodu.

Ptejeme-li si odhadnout hodnotu v misté zy, kde nemame provedeno méreni, ziskdme
tuto hodnotu linearni kombinaci hodnot ze sousednich bodd a vah, které jsou témto
bodim ptidélené:

Z(zo) = Zwaz(xa), Zwa =1 (19)

Je vSak nutné dodrzet nékolik predpokladii:
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e pozitivni semidefinitnost

— Matice A je pozitivné semidefinitni, pokud jeji kvadraticka forma je pozitivné
semidefinitni:
vTAr >0, z#0 (20)

e Best Linear Unbiased Predictor (BLUP) — nejlepsi linedrni nezévisly prediktor
— hy = > Wahe 4+ wp je linedrni prediktor podle definice
— izo je nezavisly prediktor, pokud plati £ {;lo — ho} =0
— hy je nejlepsi, pokud plati E {|| ho — ho ||2} je minimalni

Minimalizaci tedy ziskdme systém rovnic pro metodu kriging:

y(1 _5751) (T ) 1 wy (1 — x0)
’7(xn - ZL‘1) e V(xn - xn) 1 W, 7(1'71 - xO)
1 oo vy =) 0 A 1

a:l Wn (;;

C, vyjadruje rozdily mezi naméfenymi daty

wy, obsahuje vahy pfifazené mérenim

A je Langrangtv multiplikator

d,, vyjadiuje rozdily mezi méfenymi hodnotami a hodnotami odhadnutymi

Neznamou v tomto piipadé je matice vah, kterou snadno vypocitame a dosadime do
rovnice ¢. [19
w, = C;'d, (22)

Variance odhadnutych hodnot je pak dana nasledovné:

o? =X —(zg — x0) + Z Wy Y (To — X0) (23)

a=1

Ordinary Kriging je tzv. pfesny interpolator, to znamend, ze pokud hodnota xy je
identicka s mistem, kde bylo provedeno méreni, bude vyinterpolovana hodnota identicka
s hodnotou naméfenou:

Z(zo) = 2(xq), Ty = Tq (24)

Metodu kriging 1ze pouzit jako interpola¢ni metodu pro odhad hodnot na pravidelné
miizce pomoci nepravidelné rozmisténych dat. Tuto metodu jsme vyuzili i pro interpolaci
vysek CR. Obrazek ¢. 4| zobrazuje pravidelnou miizku, na které budou odhadnuty hodnot
nadmorskych vysek, cervené body zobrazuji 100 ndhodné vybranych bodt, na kterych
zname hodnotu hledaného atributu. Cely vypocet bude proveden uvnitt polygonu, ktery
lemuje hranice tizemi CR.
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Obrazek 4: Pravidelnd mfizka, na které bude proveden vypocet metodou OK

Vysledny graf vyinterpolovanych nadmoiskych vysek je zobrazen na obrazku &
stfedni chyby interpolace zobrazuje obrazek ¢. Jako barevna stupnice byla pouzita
stupnice terrain.colors(), kde tmava barva vyjadiuje vysoké hodnoty a svétla naopak
hodnoty velmi nizké. Pro vykresleni byla v prostfedi R pouzita funkce image ().

Na obréazku ¢. [f| a ¢. [6] 1ze porovnat vysledek interpolace za pouziti pouze 100 ndhodné
vybranych bodu pro interpolaci a za pouziti celého souboru méfeni. Stejné porovani lze
provést na grafech ¢. (7] a ¢. 8] se stfednimi chybami urceni nadmotské vysky.
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Obrazek 5: Predikce nadmorskych vysek pomoci OK ze 100 ndhodné vybranych bodt
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Obrazek 6: Predikce nadmotské vysky pomoci OK ze vSech hodnot méreni
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Obrazek 7: Smérodatna odchylka odhadnutych nadmotskych vysek ze 100 ndhodné vy-
branych bodt
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Obrazek 8: Variance odhadnutych nadmoiskych vysek ze vSech hodnot méfeni
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Modelovanie deformacii zemského povrchu

Michal Elia$ (michal.elias@fsv.cvut.cz) !

Anotacia

Praca modelovanie deformécii zemského povrchu sa zaoberd vypoctom a pocitacovym
modelovanim deformaécii povrchu. Ciel'om prace je ¢iselnou hodnotou vyjadrit’ vplyv zmeny
povrchu na konkrétne "pozorované” body. Analyza a modelovanie deformdcii elastického
povrchu Zeme je jednou z klasickych tloh spadajtca do oboru geofyziky. V geodetickych

aplikdciach sa s tymto problémom v praxi ¢asto nestretdvame.

1 RieSenie Farrelovho problému

Podl'a [1] rieSenim Farrellovho pripadu sa vzt'ahy, ktoré st zavislé na zenitovej vzdi-
alenosti vyjadrujice vertikdlny a horizontalny posun u(0), v(0) bodu na povrchu v ramci
modelu sférickej Zeme. Dalej vyjadruje zmenu gravitaéného zrychlenia ¢(©) a zmenu v od-

klone lokalnej zvislice (z angl. tilt e f fect) t(©). Platia nasledujtice vzt'ahy:

“mL Zh P, (cos ©) (1)

v(©) = T Zz OFn{cos8) ggS@) )

_ffvz 1+ 20, — (1 + 1)k, Po(cos ©) (3)
=

V predchadzajuicich vzt'ahoch vystupuji hmotnost’ Zeme Mg, polomer sférického mod-
elu Zeme q, gravitatné zrychlenie g, element hmotnosti zat'aZenej alebo odl'ah¢enej zeminy
my. Stcastou uvedenych vztahov su tzv. Loveové bezrozmerné zat'aZzovacie ¢isla h, je
pomer vysky prilivu redlnej Zeme a vijsky statického prilivu a k,, je pomer potencidlu vyvolaného pre-
miestnenim hmot a slapového potencidlu, ktory toto premiestnenie spdsobil, viacej v [3]. Podl'a [3]
Loveové ¢isla maja jednoduchy fyzikalny vyznam a kazdy typ deformacie moZzno charak-

terizovat’ kombindciou tychto ¢isel. Podl'a [2] plati:

1Katedra specidlni geodézie, CVUT Praha, Thakurova 7/2077, 166 29 Praha 6

_31_



00) e
Va(r) | = @anlr) | =2 |, (5)

Dy (1) k(1)

kde konstanta r nahrddza a v pripade ak polomer a nie je znamy a ®,,,(r), pre ktory plati

je transformovany potencidl povrchu bodovej hmotnosti zat'aZenia. V (5) je treti parameter
l,, ktory sa nazyva Shidové (Lambertové) ¢islo a ktory tak v kombindcii s Loveovymi ¢islami
tplne opisuje elastické javy.

Znalost’ Loveovych zat'aZzovacich ¢isel je v uvedenych vzt'ahoch doleZita, pretoZe podla
[4] popisuju elastickti reakciu deformacii Zeme. Loveové ¢isla sa tizko spojené s Greenovymi
funkciami a pri ich aplikécii je vyhoda pouZitia ¢isel vacsieho rddu n (teoreticky az n — o0),

pretoZe to zna¢ne ul'ahcuje vypocet, ako sa uvddza v [2] a kde limitné hodnoty

hy, heo
lim, 0o |0l | = |l
nk, koo

st dostato¢ne oddvodnené.
Vysledok Farrellovho rieSenia je uvadzany ako sthrn elementarnych vypoctov rovnic (1)
az (4) pre Gutenberg— BullenovA model Zeme, (n = 10000) s jednotkou bodového zat'aZenia

1kg a vel'kost’ uhlu © €< 0,0001°, ..., 180° >.

2 RieSenie Boussinesqovho problému

Boussinesqové rieSenie je podl'a [2] zaloZené na urceni silového tcinku na uvaZovanu
plochu, pricom tento ti¢inok nie je zdrojom gravita¢ného pol'a. Standardné rieSenie pre ver-
tikalne a horizontalne posuny spésobené vertikalnou silou tlac¢enou na bodov1 jednotku na

elastickom povrchu ndjdeme v tvare:

1 o 22
u(z,r) = “IiR <E + ﬁ) (6)
1 2 iz
S 14+ = 7

V pripade, ak gravita¢na silu v Boussinesqovom probléme zanedbame, bude z = 0,

¢2 = 0 a potom
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omrg

u(0,7) = R — 8)
U@m:_;ﬁ, 9)

kde o a n st vysledkom kombindcii Lamého parametrov A a p, pre ktoré plati

o= A+2u,
n=A+pu
a pre r plati
1
r = 2Rsin 5@ (10)

Ako sauvéddza v [2] vzt'ah Loveovych zat'aZovacich ¢isel v rovinnom rieSeni je vyjadreny

v rovniciach

heo —/%
M,
| =t | 1| (11)
k g —3oLn
& 2001

kde
® 0g je priemerna hustota Zeme,
e o, je hustota zat'aZenej hmotnosti.

V Boussinesqueskovom rieSeni je zmena gravita¢ného zrychlenia vyjadrena sa¢tom dvoch
Casti, pricom prvé cast’ vyjadruje zmenu gravitacného zrychlenia na zdklade tc¢inku gravi-

ta¢ného potencidlu ® bodového zat'azenia na deformovanom povrchu

g*(0,r) = —C2MLI g, (12)
2ur

G je Newtonova gravita¢na konstanta.
Druha cast’ vyjadruje zmenu gravitacného zrychlenia vd’aka vplyvu zmeny vertikdlneho
posunu (8), ¢iZze vyjadruje elasticky ti¢inok. Potom plati:

g(0,r) = 22401 (13)

a
V pripade vypoctu a vyjadrenia zmeny lokalnej zvislice gravitatného zrychlenia opat’
postupujeme stuctom dvoch casti, pricom prva cast’ vyjadruje zmenu vertikdlneho posunu

(8) v zavislosti na r
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tu<0,7“) — aU(O,T) o omrg

= ) 14
or A pnr? (14)

Druhé cast’ vyjadruje derivaciu vrtikdlneho posunu obsahujtci gravita¢ny efekt bodového

zat'azenia u™ (0,r) = % v zavislosti na r:

ouN(0,7r)  Gmy

tN(0,7) = o

or gr (15)

Vol'ba Lamého parametrov v tomto probléme zohrédva déleZitti tilohu, pretoZe vyznamne

reprezentuje geologicku Struktiru skiimanej lokality. Vychadzajtic preto zo vzt'ahov uve-

A+2
v =1/ (16)

ve = 2. (17)

denych v [3], potom:

Jedna sa o longitudindlnu (16) a transverzdlnu vlnu (17). Na seizmogramoch st longi-
tudindlne vIny identické s P vinami a viny S s transverzalnymi vlnami. Prave Sirenie sa
tychto vin je svojou hodnotou charakteristické pre jednotlivé geologické vrstvy, resp. nerastné

suroviny.

3 Priklad

Ako ilustrativny priklad uvadzam situdciu v hnedouholnom lome CSA. Je zrejmé, Ze
vplyvom t'aZby nerastnej suroviny dochddza k zna¢nému zasahu do okolitého terénu a tym
paddom k deformdacidm. Kvoli bezpe¢nosti a preventivhym opatreniam st na svahu stabi-
lizované pozorované body, ktoré si z geodetického hl'adiska Ziadajii hodinové periodické
zameranie. Ulohou je vyjadrit’ G&inok resp. vplyv vykopu (vid’ obrdzok 1) na spominané

pozorované body (vid’ obrdzok 2)
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Obr. 1: Situécia v sktimanej lokalite Obr. 2: Stav pozorovanych bodov

4 Postup spracovania
Postup pre Farrellové rieSenie

e VyuZijuc grafické vystupy software DMT Atlas a po definovani lokalit vykopu, z dos-
tupnych stradnic z tychto lokalit, ktoré nasledne exportujeme, vytvorime siet’ tro-

juholnikov ( Delaunayové trojuholniky ).

e Pre kazdy takto definovany trojuholnik vypoc¢itame obsah, stradnice taZiska (X, Y;)

a element hmotnosti my,.

e Zo zndmych sdradnic t'aZiska a stiradnic pozorovanych bodov vypocitame vel'kosti

vektorov |r|.

e Vztahom (10) pre kazdy element plochy a s vyuZitim vzdialenosti t'aZisk trojuhol-

nikov a pozorovanych bodov vypocitame nezname vel'kosti uhlov ©.

e Pomocou Greenovych funkcii a ich zndmych hodnét vypocitanych pre G-B model
v zavislosti na vypocitanom uhle © interpolujeme tie hodnoty Greenovych funkcif,

ktoré odpovedaju vel'kostiam uhlov ©.

Postup pre Boussinesqové rieSenie

Z predchddzajiaceho postupu, pre modelovanie tohto problému, vyuZzijeme informaécie
tykajice sa elementov hmotnosti a vysledky vypoctu vel'kosti vektorov. V d’alSej tivahe
pokracujeme navrhnutim Lamého parametrov. K dispozicii nech je profil zachycujtci rez

geologickou $truktarou lokality. Z konzultacii k tomuto profilu vyplyva nasledujtce:
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Tabul'ka 1: Priemerné hodnoty rezom geologickej struktiry v skiimanej lokalite do hibky cca 100m

Hornina vp[m/s]
Uhlie 1,8—-2,8
Hlina 0,2-0,5

il 0,3—0,9
flovec 1,5—4,0

Profil samozrejme obsahuje d’alSie horniny, napr. strk, detrit, lupek, no pre toto mod-
elovanie sta¢i uvazovat’ s horninami uvedenymi vyssie. VSetky tieto horniny spadajt do
kategorie sedimentov. Priemernd hustota sedimentov sa pohybuje v rozmedzi 1,2 — 3, 0g/cm?
(v [5] sa uvadza hustota uhlia 1, 3 g/cm?, pieskovca & bridlice 2, 0 g/cm?). V d’alom vypocte
uvazujem g = 2,5g/cm®. Rychlosti P vin uvedené v tabul'ke 1 obsahujti pomerne giroké
rozpitie vel'’kosti. Problém spotiva v tom, Ze rychlost’ &irenia vin v sedimentoch je zavisla
na niekol'’kych vlastnostiach napr. na zhutneni, popraskanosti ¢i kompaktnosti. Zrejme bude
platit/, Ze ¢im je sediment kompaktnejsi ( najmd u starsich sedimentov ), tym je rychlost’ $ire-
nia vin vagsia a naopak. V praci [5] sa hovori o analyze seizmickych vin pre opustené uhol'né
bane. Odtial pre rychlost’ Sirenia P a .S vin plati: P~ 1,6 —2,4km/s, s ~ 0,7 —1,4km/s.

Vzhl'adom k skuto¢nostiam, Ze v ramci geologickej struktury flovec zohrdval podstatna
tlohu a rovinné rieSenie je zavislé na viacerych odhadovanych premennych, v d’alsom ex-
perimente budem uvazovat' v, = 5, 1km/s a pomer v, /vs nechje 1, 73, potom v, = 2, 948km/s.

Aplikovanim a tpravou vzt'ahov (16) a (17) ziskam hodnoty pre Lamého parametre, pre
ktoré plati p = 2,173 10" N/m?, X = 2,157 10! N/m?.

5 Vysledky a interpretacia vysledkov

V nasledujtcich tabul'kach predstavujem vysledky modelovania deformdcii pre pripad
vstupnych hodnét z etdp 2006(1) — 2006(5). Tabul'ka obsahuje ¢&isla pozorovanych bodov,
vysledky vplyvu deformaécii pre vertikdlny a horizontdlny smer pre sférické rieSenie a rov-

nako efekt deformdcii na spominané smery pre rovinné rieSenie.
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Tabul'ka 2: Vysledky modelovania deformdcii

Farrellové (sférické) rieSenie

cb.  ulm]  wm] glm * s72] t[°]

2 0.0009 0.0003 0.000000002034 —0.00000087

3 0.0011 0.0004 0.000000002515 —0.00000150
10 0.0007 0.0002 0.000000001617 —0.00000051
11 0.0008 0.0003 0.000000001910 —0.00000074
15 0.0023 0.0008 0.000000005448 —0.00002217
16 0.0023 0.0008 0.000000005325 —0.00001349
20 0.0007 0.0003 0.000000001690 —0.00000056
21 0.0009 0.0003 0.000000002049 —0.00000086

Tabul'ka 3: Vysledky modelovania deformécif
Boussinesqueové (rovinné) rieSenie
cb.  ulm]  v[m] glm * s72] t°]

2 0.0014 0.0005 0.000000005032 —0.00000148

3 0.0017 0.0007 0.000000006188 —0.00000255
10 0.0011 0.0004 0.000000004030 —0.00000087
11 0.0013 0.0005 0.000000004734 —0.00000126
15 0.0036 0.0014 0.000000013237 —0.00003771
16 0.0035 0.0014 0.000000012941 —0.00002295
20 0.0011 0.0004 0.000000004206 —0.00000095
21 0.0014 0.0005 0.000000005069 —0.00000146
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Stru¢nou interpretdciou vysledkov sa d4 povedat, Ze modelovanie deformécii tu ma
svoj vyznam a vysledky svojou hodnotou poukazujt na konkrétny vplyv zmeny zemského
povrchu vzhl'adom na pozorované body. Na prvy pohl'ad je zrejmé, Ze sféricky a rovinny
model sa svojim rieSenim li8i. Zatial' ¢o sférické rieSenie ma svoj globalny vyznam a doraz
kladie na elasticitu Zeme vyjadrent Loveovymi parametrami, rovinné rieSenie aproximuje
¢ast’ sférického povrchu, no nezahriiuje komplexné algebraické postupy pre sféricky vypocet.
Tym paddom ndm pontika detailnejsi pohl'ad na Struktiaru Zeme.

Je dolezité pripomendt’ si, Ze obe rieSenia pracuji na zdklade vypoctu a v nasom pri-
pade aj jeho postupu, ktory zavddza rézne zjednodusenia. Preto by sa dalo polemizovat’
o doveryhodnosti vystupov. Predovsetkym sa jedna o vstupné hodnoty. Lokalizdcia vykopo-
vych a ndsypovych miest v skiimanej oblasti prebehla vyloZene grafickou metédou. To zna-
mend, Ze na podklade hypsometrického vystupu (vid’ napr. obrdzok 1) sme si definovali
miesta predpokladaného vykopu. Vzhl'adom k tomu, Ze Boussinesqové rieSenie sa istym
sposobom dotyka geologickej strukttry povrchu a skiimana lokalita svojou vel'’kost'ou a ro-
zlohou zaberd len mala plochu, pre nas problém by bolo rozumnejSie upriamit’ pohl'ad na
toto rieSenie. Na druhej strane Farrellov sféricky model sa zda byt komplexnejsi a pre iné
tcely ma urcite vacsi vyznam.

Pre informéaciu uvddzame grafické vystupy profilov vel'kosti cca 20 km, ktorych obsah
by mal ndzorné poukdazat’ na vel'kost' vplyvu deformécie v zavislosti na vzdialenosti od

pozorovanych bodov pre obe rieSenia.

6 Zaver

Ciel'om tejto prace bolo poukdzat' na moZnost’ zapojenia geofyzikdlnych a geodynam-
ickych metéd do beZnej technickej praxe, ktort predstavuje geodetické zameranie bodov.
V kombindcii vysledkov tychto metdd je mozné ziskat' redlnejsiu predstavu o skuto¢nom
pohybe a mechanizme skiimanych veli¢in v lokalite.

Préce bola venovand metédam modelovania deformacii a ich vplyvu na zmeny vertikal-
neho ¢i horizontdlneho smeru polohy alebo zmeny gravita¢ného zrychlenia apod. Je zrejmé,
Ze tieto met6dy predstavuju isté zjednodusSenia (najmd po stranke spracovania), no vysledky
predstavenej etapy poukazuji na ta skutocnost’, Ze s tymito metédami treba pocitat’. Pri
néjdeni lepsieho postupu spracovania (tyka sa to najmé definovania vykopovych lokalit,
ich zamerania, ¢i ziskania stradnic (najmé vyskovych) potrebné k spracovaniu) tak mozu

poskytnat’ kvalitné informaécie pre d’alSie analyzy a postupy.
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Obr. 3: Vplyv deformécie na vertikdlny smer
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Obr. 4: Vplyv deformaécie na horizontdlny smer
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Matematické modelovani transportu neutront

Milan Hanus *

Abstrakt:

V prispévku bude predstaven matematicko-fyzikdlni model transportu neutronti a
oblasti jeho pouziti. Dale budou stru¢né zminény rizné druhy aproximaci, které
umoziuji dostatecné efektivni a zaroven pro konkrétni aplikace dostatecné presné
numerické zpracovani. V pribéhu prednasky budou také prezentovany vysledky
nékolika pocitacovych simulaci jadernych reaktord.

* Katedra matematiky, Fakulta aplikovanych véd, ZCU v Plzni, Univerzitni 22, 306 14 Plzeti
email: mhanus@kma.zcu.cz
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REKONSTRUKCE ASTROLABU POMOCI
STEREOGRAFICKE PROJEKCE

Vaclav Jara®

1  Stereograficka projekce a jeji vlastnosti

Stereograficka projekce kulové plochy je stfedové promitani z bodu této kulové plochy do
tecné roviny dotykajici se sféry v protéjsim bodé nebo roviny s ni rovnobézné. Jestlize lezi
stied projekce v jednom z pola sféry, mluvime o azimutalni projekci. V ni se rovnobézky
promitaji jako soustfedné kruznice a poledniky se promitaji jako svazek polopfimek se stie-
dem ve spoleéném stiedu rovnobézkovych kruznic (Obr. 1). Stereograficka projekce je vyuzi-
vana zejména k zobrazovani map poldrnich oblasti.

Obr. 1 — Kartograficka sit’

Mezi zakladni vlastnosti stereografické projekce patii konformita, tedy zachovani velikosti
uhlu, kde uhel dvou kiivek na sféte je uren odchylkou tecen téchto kiivek ve spole¢ném bo-
dé. Pro ovéfeni této vlastnosti zvolime na sféte dvé kiivky a v jejich spoleéném bodé M se-
strojime jejich tecny t a u (Obr. 2). Tyto te¢ny spole¢né s bodem M a stiedem promitani P,
(lezicim v nasem piipad¢ v severnim pdlu) ur€uji trojici rovin — tecnou rovinu sféry, a dvé
promitaci roviny, jez protinaji primétnu sz a rovinu 7z’ teénou ke sféfe v bodé
P, v rovnobéznych piimkach K'L'||KL, RL'[|M,L a RK'||M,K. Trojuhelniky PRKL" a
M,KL jsou tedy podobné. Trojihelniky R,K'L" a M,K'L" shodné, coz plyne z rovnosti délek
usecek KPP, a K'M (useky tec¢en z bodu K’ ke sféfe) a obdobné pro tsecky L'P; a L'M .
Z toho vyplyva shodnost thli «<K'P,L" a «KM,L, a dale shodnost thlt <K'ML" a «<KM,L .

! Katedra matematiky, Fakulta stavebni, Ceské vysoké uceni technické v Praze,
Thakurova 2077/7, 166 29 Praha 6 — Dejvice, vaclav.jara@fsv.cvut.cz
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Obr. 2 — Konformita projekce

Dalsim dulezitym znakem stereografické projekce je zobrazeni kruznice (neprochazejici stie-
dem promitani) na kruznici. V kruznici, ktera neni na sféte hlavni kruznici, se sféry dotyka
kuzelova plocha (narys na Obr. 3). Povrchové piimky tohoto kuZzele jsou kolmé na te¢ny zmi-
néné kruznice. Z konformity projekce plyne zachovani tohoto pravého thlu pii promitani —

obrazem kruznice je tedy kruznice se stfedem v bodé V,, jenz je primétem vrcholu te¢né ku-
zelové plochy V . Je-li zobrazovana kruznice hlavni kruznici, dotyka se kulové plochy v této
kruznici valcova plocha (narys na Obr. 4). Primétem praméru AB je usecka A'B’. Stredem
P, vedeme rovnobézku 0" s osou dotykové valcové plochy 0. Jeji prisecik s tseckou A'B'
oznac¢ime O’ a dokazeme, Ze je jejim stfedem. Trojuhelniky ABPR, a A'B'P, jsou pravouhlé,
s pravym thlem pii vrcholu PF,. Ozna¢ime-li vnitini uhly v téchto trojuhelnicich, jak je zna-
zornéno na Obr. 4 a doplnime-li trojuhelnik A'B'P, na obdélnik A'QB'P,, bude platit
a+f=y+J5=2%. Zvlastnosti uhla pfi vrcholu O' lze odvodit, ze pfimka P,O" je uhlopfic-
kou obdélnika A'QB'P,; a bod O' je stfedem primétu hlavni kruznice, kterym je kruznice o
poloméru A'B’

Obr. 3 — Obraz kruZnice
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Obr. 4 — Obraz hlavni kruZnice

Soutadnice bodi na referen¢ni sféfe jsou udavany pomoci sférické sitky U a sférické délky
V , které po fad€ udavaji odchylku privodi¢e od roviny rovniku a roviny zvoleného poledni-

ku. Polomér stereografického primétu rovnobézky sféry o poloméru R |ze pak psat ve tvaru

nt U
=2Rtg| ——— |.
p 9(4 zj

Zajimavé je ve stereografické projekci také zobrazeni loxodromy, tedy kiivky, ktera protina

poledniky pod konstantnim thlem. Na sféfe ji 1ze popsat rovnici
n U
V =+tgalntg| ——— |+cC,
gaintg 53]

kde znaménko urCuje orientaci a konstanta C severojizni posun. Pro jednu z kiivek poloZime

c =0 a mizeme nahradit +tga =1. Pouzitim inverzni funkce k logaritmu ziskame vztah pro

pravodi¢ bodu na primétu loxodromy

n U T T
=eV =tg|—-— |, Ue|l-Z,Z|.
P 9(4 2) e( 2 2)

Stereografickym primétem loxodromy je tedy logaritmicka spirdla p =e® , jejiz vlastnosti je,

ze pravodi¢ jejiho bodu ma konstantni odchylku od te¢ny v tomto bodé.

2  Astrolab

Astroléb, jehoZ pravdépodobnym autorem je fecky astronom Hipparchos (180—-125 pt. n. L) se
sklada ze dvou dilezitych ¢asti — zad a kruhové matky. V nasem z4jmu bude pravé kruhova
matka, K jejiz konstrukci byla pouzita stereograficka projekce.
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Zemskou geodetickou sit’ poledniki a rovnobézek promitneme na nebeskou sféru a jeji obraz
poté sestrojime ve stereografické projekci, pro niz volime stied v jiznim polu a promitaci ro-
vinou bude rovina rovniku. Nejdiive takto sestrojime rovnik a oba obratniky. Konstrukci geo-
detické sit¢ provedeme pro pozorovatele umisténého v Praze. Jejimi poly jsou zenit Z a nadir
Na, rovnikem pak horizont h, jenz protina rovnik ve vychodnim ( E ) a zapadnim (W ) bodg¢.

Dalsi body zjistime v oto¢eni mistniho poledniku do m,, severni bod lezi na hvézdné rovno-

bézce N a zenit na rovnobézce zZ a zaroven na poledni kruznici. Vse je zakresleno na Obr. 5.

Obrazy rovnobézek mistni sité zkonstruujeme podle Obr. 6 — stied rovnobézky V ziskame

promitnutim vrcholu te¢ného kuZzele, pfi¢emz plati |OV;|=|PV|. Polomé&rem rovnob&zky je

potom vzdalenost VgXg|.

PS
z Z,
N,/ /AN
n
mO
hg
Na
(6] PJ

Na

Obr. 5 — Geodeticka sit’ vzhledem k pozorovateli
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Obr. 6 — Konstrukce rovnobézky mistni sité Obr. 7 — Konstrukce poledniku mistni sité

Poledniky prochazeji soucasné zenitem Z a nadirem Na a musi zachovat kolmost k horizon-
tu. Jejich obrazem jsou kruznicové oblouky, jejichz stfedy lezi na ose tisecky ZNa (Obr. 7).

Celkova konstrukce kruhové matky astrolabu je zobrazena na Obr. 8.
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Obr. 8 — Kruhova matka astrolabu
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FREDHOLMOVA ALTERNATIVA

Pavel Jirasek!

ABSTRAKT. V tomto ¢lanku se snazime shrnout dosavadni vysledky tykajici se
Fredholmovy alternativy (FA). Postupné zminime FA na prostorech koneéné
dimenze, FA pro kompaktni perturbaci identity, Fredholmovy operatory a FA
pro uzavieny operator. Zaroven ukazeme souvislosti mezi nimi. Tento ¢lanek
shrnuje vysledky z diplomové prace [1].

1. Uvop

Fredholmova alternativa ptredstavuje analyticky nastroj, ktery ndm umoznuje
urCit nutné a postacujici podminky existence a jednoznacnosti feSeni rovnic. Ne-
podava ale zddnou informaci o tom, jak toto feseni vypada. Motivaci ke zkoumani
Fredholnovy alternativy je zobecnovani nasledujici dobfe znamé véty, kterd se tyka
soustavy linedrnich algebraickych rovnic.

Véta 1. Pro danou matici A o rozmérech m x n plati prdve jedna z ndsledujicich
moznosti:

(1) Bud md rovnice Au = f reseni w € R"™ pro libovolnou pravou stranu f €
R™,

(2) nebo existuje nenulové reseni rovnice ATv = 0. Potom md rovnice Au = f
resend prdave tehdy, kdyz plati (f,v) =0, Vv : ATv =0.

Matici A lze chapat jako operator z prostoru R™ do prostoru R™. Tvrzeni
piedchoz{ véty potom miiZete zapsat v kompaktnf formé R(A) & N(AT) = R™,
kde R(A) je obor hodnot! a N(A) je nulovy prostor? operatoru A. M4 smysl se
ptat, jaké vlastnosti musi mit operator A definovany na obecnéjsich prostorech,
aby bylo platné tvrzeni predchozi véty (nebo piipadné néjaké obdobné). V tomto
¢lanku se omezime na Hilbertovy prostory, protoze moznost pracovat se skalarnim
soucinem nam vyrazné usnadni situaci.

2. FREDHOLMOVA ALTERNATIVA V PROSTORECH KONECNE DIMENZE

V pripadé, ze uvazujeme operdtor definovany na prostoru, ktery ma kone¢nou
dimenzi, je situace pomérné jednoduchd. Tedy, nechf A : X — Y, dim(X) < oo je
linedrni operator. Resime rovnici

Au = f.
Zvolime béaze prostoru X a R(A) a rovnici pfepiSeme do maticového tvaru
Ad=f.

Katedra matematiky, Zapadoceskd univerzita, Univerzitni 22, 306 14 Plzen,
email: pjirasek@kma.zcu.cz
Key words and phrases. Fredholmova alternativa; Existence a jednoznacnost feseni.
Yye H:3xeR", y= Az}
2z eR": Az =o}
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Nyni pouzijeme Fredholmovu alternativu pro matice zminénou v ivodu. Neni slozité
ukézat, ze pokud A je matici operatoru A, potom AT je matici adjungovaného
operatoru A* v dualni bazi. Plati tedy nasledujici véta.

Véta 2. Necht A : X — Y, dim(X) < oo je linedrni operdtor. Nastdvd pravé
jeden z ndsledujicich pripadii.

(1) Rovnice Au = f md Tesend pro libovolnou pravou stranu f.

(2) Homogenni adjungovand rovnice A*v = 0 md nenulové resent.

3. FREDHOLMOVA ALTERNATIVA PRO KOMPAKTNI OPERATOR

V této kapitole popiSeme prvni pokus, jak zobecnit FA pro operatory na pro-
sterech, které nemaji kone¢nou dimenzi. V tomto pripadé jiz samotnd linearita
operatoru tvrzeni typu FA nezarucuje. Nejprve tedy budeme uvazovat, ze operator
A je kompaktni perturbace identity.

Diive nez samotnou FA dokazeme klicové pomocné tvrzeni.

Lemma 1. Necht A: D(A) — H, kde H je Hilbertiv prostor, je linedrni operdtor
definovany na husté podmnoziné prostoru H. Potom plat{

H=TR(A)® N(A").

Dikaz. N(A*) je uzavieny, linedrni podprostor prostoru H, proto staci dokdzat,
7e plati rovnost R(A) = N(A*)L. Nejdifve ukdzeme, ze R(A)~ = N(A*).
Necht x € R(A)*, potom plati

0= (Ay,z) = (y,0) Vy € D(A).

A 7z definice adjungovaného operdtoru plyne, ze z € D(A*) a A*x = 0, tedy = €
N(A*) a R(A)t C N(A*).
Necht x € N(A*), potom plati
0= (y,A"z) = (Ay,z) Vy € D(A).
Tedy x € R(A)* a N(A*) C R(A)*.
Ukézali jsme, 7e N (A*) = R(A)*. Prejdeme-li k ortogondlnim dopliiktim dostdvame
N(A%)* = R(A). O

Abychom dokéazali Fredholmovu alternativu potfebujeme dokazat nésledujici
rozklad.
H=R(A)® N(A").

Potfebujeme tedy jesté dokdzat uzavienost oboru hodnot operdtoru A. A to, Ze
tato vlastnost plati pro kompaktni perturbaci identity, plyne z vlastnosti spektra
kompaktnich, samoadjungovanych operatori. Nasleduje tedy FA tak, jak je zndma
z klasickych ucebnic funkciondlni analyzy, napf. [3].

Véta 3. Necht C je kompaktni, samoadjungovany operdtor na Hilbertové prostoru
H.

(1) K tomu, aby rovnice (C' — A)u = f méla pro X # 0 fefent pro kazdou
pravou stranu f € H, je nutné a staci, aby rovnice (C' — X )v = 0 meéla
pouze trividlni Tesent (tj. aby \ nebylo vlastni ¢islo operdtoru C). Reseni
rovnice (C' — A )u = f je pak uréeno jednoznacné.
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(2) Je-li A #£ 0 vlastni ¢islo operdtoru C, je rovnice (C — AX)u = [ Tegitelnd
pravé tehdy, kdyz jeji pravd strana f je ortogondlni ke vsem resenim rovnice
(C—=A)v=0.

V néasledujicich kapitolach ukazeme, ze predpoklad samoadjungovansti operatoru
C neni klicovy a je mozné ho odstranit.

4. FREDHOLMOVY OPERATORY

V této kapitole vyzkousime jiny pfistup k nasemu problému. Misto toho abychom
hledali vlastnosti operdtoru, které jsou postacujici ke splnéni FA, zadefinujeme
operator, ktery FA spliiuje, a charakterizujeme ho.

Definice. Omezeny, linearni operator A : H — H, kde H je Hilbertuv prostor,
nazveme Fredholmuv, pravé kdyz

dim N(A) =dim N(A") :=n < o

R(A) = R(4), R(A7) = R(A%).
Prvni vlastnost ndm pomuze operatory dobie charakterizovat. Diky druhé vlast-
nosti Fredholmovy operdtory spliuji FA.
Ve ¢élanku [5] bylo dokézdno, ze operdtor A je Fredholmuv pravé tehdy, kdyz
existujf izomorfismus B® a operator F, jehoz obor hodnot je prostor koneéné di-
menze?, takové, ze plati rovnost

A=B+F.

Prestoze tento vysledek je velice hezky a srozumitelny, je pozadavek na konecnost
dimenze nulovych prostoru operdtoru A a A* ponékud umély. Pozdéji ukézeme,
ze charakterizace operatoru, které spliiuji FA, uvedend v nésledujici kapitole je
obecnéjsi a tento pozadavek si neklade.

5. FREDHOLMOVA ALTERNATIVA PRO UZAVRENY OPERATOR

Vysledky v této kapitole byly motivany snahou zobecnit FA pro operétory, které
nejsou spojité. Pfipomenme si lemma 1, které po operatoru pozaduje pouze linearitu
a husty defini¢ni obor. Opét potiebujeme najit t¥idu takovych operatoru, které maji
uzavieny obor hodnot.

Véta 4. Necht A : D(A) — H, kde H je Hilbertiv prostor, je uzavieny operdtor
definovany na husté podmnoziné prostoru H a existuje konstanta ¢ > 0, pro kterou
plati

|Az]| > cllz| ¥z € D(A) N N(A)*. (1)
Potom je R(A) uzaviend mnozina, tedy R(A) = R(A).
Dukaz. Nulovy prostor uzavieného operatoru A je uzavieny podprostor prostoru
H. Proto plati
H=N(A) @ N(A)* .
3Necht X a YV jsou Banachovy prostory. Linearni, omezeny operdtor A : X — Y nazveme

izomorfismem, pokud R(A) =Y a N(A) = {0}
4dim(R(A)) < oo

_51_



Necht {z,,} C D(A) je takovd posloupnost, pro kterou plati Az, =y, — y. Prvky
T, muzeme psit ve tvaru
Ty = Up +V,, kde wu, € N(A)L a v, € N(A).
Plati tedy Ax, = Au, =y, a
[y = ymll = [[Aun — Aum || = [|A(un — um)|| = clltn — wnl|-
Dokézali jsme, ze posloupnost {u,} je Cauchyovskd v prostoru H, a tedy konver-

guje k néjakému prvku u. Z uzavienosti operatoru A plyne, ze u € D(A) a Au = y.
O

Dusledek. Pro operator A spliujici predpoklady piedchozi véty plati FA. Tedy
NA"Y® R(A) = H. (2)

6. SOUVISLOSTI

Vime tedy, ze na prostorech nekoneéné dimenze plati FA pro nasledujici tfi typy

operatoru

e kompaktni perturbace identity

e Fredholmovy operatory

e uzaviené operatory, které spliuji nerovnost 1
V této kapitole ukdzeme, Ze libovolnd kompaktni perturbace identity je Fredholmuv
operator. Ukazeme také, ze kazdy linedrni, spojity operdtor, pro ktery plati Fred-
holmova alternativa®, splituje nerovnost 1.

Uvazujme linearni, kompaktni operator C : H — H, kde H je Hilbertuv prostor
a dokazme, ze C'— AI, kde A je nenulové komplexni ¢islo a I je identita na prostoru
H, je Fredholmuv operator. Ukdzeme, ze operator C' — I lze zapsat ve tvaru B+ F,
kde B je izomorfismus a F' je operator konec¢ného radu.

Na Hilbertové prostoru plati, ze pro kazdy kompaktni operdtor (C') existuje
posloupnost operétort koneéného adu ({F,}°2 ), kterd k nému konverguje®(napi.
[4] Proposition 2.2.6). Vybereme z této posloupnosti takovy operator F, aby platilo

[C = F| <Al (3)
Ozna¢me E = C — F. Protoze operatory C a F jsou linedrni, je linearni i operator
E. Plati tedy
C—-AN=F+F—-M\.

Zbyvé tedy dokazat, ze E — Al je izomorfismus. Nedfive ukazme, ze N(E — \I)
obsahuje pouze nulovy prvek. Predpoklddejme, ze existuje prvek ug # 0, pro ktery
plati

(E — M)up = 0.
Z linearity (E' — AI) plyne, Ze tuto rovnici fesf i prvek tg = pr. Platf [[uol| = 1 a
[(A = F)ig|| = [[Etol| = [[Ato|l = [Allltoll = [A].
To je ale spor s (3). N(E — AI) tedy obsahuje pouze nulovy prvek.

5Tim je mysleno, ze pro néj plati rozklad prostoru 2.
6Myélena konvergence vuéi standardni operdtorové normé

[All = supjj, <1 [ Aull
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Jeste je tfeba ukdzat, ze R(E — AI) = H. Pro libovolny (dany) prvek v € H
musime najit prvek u € H, pro ktery plati

(E=X)u = v,
Fu—> M = w,
A = Fu-—w,
Fu—v
u = T (4)

E“{”. Pro libovolné dva prvky ui,us € H plati

Oznacme K (u) =

Fuy — Euy — Eu, — F
o= = B Er e B

A A
HE(u1

—uz)H < IE]
) DY

Protoze “‘/\il‘l < 17, je K kontrahujici operdtor a rovnice (4) mé podle Banachovy

lur — uz].

véty o kontrakei (napf. [2], str. 86) pravé jedno feSeni pro libovolny prvek v. Tim
jsme dokézali, ze E — A\ je izomorfismus, a tedy C — AI je Fredholmuv operator.

Fakt, ze kazdy linearni, spojity operator, pro ktery plati Fredholmova alternativa,
spliiuje nerovnost 1 plyne z nésledujiciho dusledku véty o otevieném zobrazeni.

Véta 5. Necht X,Y jsou Banachovy prostory a A € L(X,Y)? je prostj. Potom je
mnozina R(A) uzaviend prdavé tehdy, kdyz existuje konstanta ¢ > 0 takovd, Ze plati

|Az|| > ¢cl|z||  Vze X.
Otevienou otéazkou zustava nasledujici problém.

Véta 6. Necht A: D(A) — H, kde H je Hilbertiv prostor, je linedrni, uzavieny

operdtor a D(A) = H. Jsou ndsledugjici dvé vlastnosti jsou ekvivaletni?
(1) [|[Az]| > cllz]| Yz € D(A) NN(A)*
(2) N(A*) @ R(A) = H.

Vime, ze pokud bychom zaménili slovo uzavieny slovem spojity, byly by tvr-
zeni ekvivaletni®. Pokud ale uvazujeme pouze uzaviené operatory, vime, ze z tvrzeni
(1) plyne tvrzeni (2). BohuZzel opa¢nou implikaci se ndm jesté nepodaiilo dokazat
nebo vyvratit.

"Diky (3).
8L(X, Y') je mnozina vsech linedrnich, spojitych operatoru z prostoru X do prostoru Y.
9To je dusledkem predchozi véty.
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Urceni odrazného bodu bistatické altimetrie
na plose referencniho elipsoidu

Stanislav Olivik *

Abstrakt:

V prispévku budou predstaveny dva riizné postupy pro urceni odrazného bodu bistatické
altimetrie na plose referen¢niho elipsoidu WGS-84. Postupy se lisi podle toho, kolik je k dispozici
vstupnich informaci. Pro uplny soubor vstupnich informaci hleddme odrazny bod jako prinik ti{
kvadrik. Pokud mame k dispozici jen minimum vstupnich informaci, vyuZijeme k hledani bodu
zakon odrazu.

1. Satelitni altimetrie

Satelitni altimetrie je metoda urcovani tvaru geoidu v oblastech mofi a oceanti, kde se méri
vyska druzicového nosi¢e nad vodni hladinou pomoci radarového, piipadné laserového
vySkoméru. Vysila¢ i prijimac jsou na jedné druZici. Ze znamé polohy druzice a vypocitané
délky drahy signalu se urci poloha a nadmoiska vyska bodu, kde se signal odrazil.

2. Princip bistatické altimetrie

Bistaticka altimetrie vyuziva dvé druZice. Jako vysila¢ je vyuzita druzice systému GPS
NAVSTAR, jako prijimac¢ pak druzice na nizké obéZné draze (NOD), ktera zachycuje signal
odraZeny od povrchu Zemé.

Obr.1: Schematické znazornéni poloh druzic a referencniho elipsoidu
a priblizné polohy odrazného bodu.

VSechny dale zminéné postupy vypoctu odrazného bodu vyuZivaji nasledujici zjednoduseni:
e zanedbani vlivu fyzikalnich jevli na drahu signalu
e odrazny bod leZi na povrchu referen¢niho elipsoidu, dochazi k idealnimu odrazu

e druzZice jsou v okamziku vyslani i prijeti signalu v klidu (nepohybuji se)

* Katedra matematiky, Fakulta stavebni, CVUT v Praze, Thakurova 7, 166 29 Praha 6
email: olivik@mat.fsv.cvut.cz
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3. Prinik tri kvadrik
Vstupni data, ktera mame k dispozici jsou nasledujict:
e parametry referencniho elipsoidu
e poloha druzice GPS (S2)
e poloha prijimaci druzice (S1)
e vektor rychlosti prijimaci druZice (u)
e uhel svirajici dopadajici odraZeny signal s vektorem rychlosti prijimaci druzice (3)
e délka drahy signalu (2d)

V tomto pripadé hledname odrazny bod jako priinik tif kvadrik - dvou rotacnich elipsoidii a
kuZzele:

o referencni elipsoid WGS-84
e rotacni elipsoid dany polohou druZic a délkou odraZeného signalu

e rotacni kuZelova plocha urc¢ena vektorem rychlosti prijimaci druZzice a dhlem mezi
timto vektorem a smérem prijatého signalu

\\\\\&i\
Obr.2: Rotacni elipsoidy a kuzelova plocha spocitané ze vstupnich dat.
Hledani odrazného bodu probiha v nékolika krocich:
e prinik elipsoidu odraznych boda s kuzelovou plochou
e testovani bodi na prinikové kiivce

Pokud bod na prilinikové krivce lezi na referen¢nim elipsoidu, vypocet konci. Pokud ne,
vybereme dals$i bod na priinikové krivce.

Pro snazsi vypocCty zavedeme lokalni souradnicové soustavy.
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Obr.3: Schematické zobrazeni lokalnich souradnicovych systémi
pro elipsoid odraznych bodt a kuzelovou plochu.

Pocatek obou lokalnich souradnic je v prijimaci druzici. Osy jsou pak zvoleny nasledovné:
* X -smeér spojnice druZic S1S;
* y‘-kolma k ose x’ a sméru vektoru rychlosti druZzice S1

» z'-urcena tak, aby byl souradnicovy systém kladné orientovany

* x“-smér vektoru rychlosti druZice S{
* y“-kolmakS;S; aose x”
* z“-urcena tak, aby byl souradnicovy systém kladné orientovany

Pro body na kuZelové plose pak plati vztahy

x"=r
y" =rtan9cos w
Zz"'=rtandsinw (D

kde 3 je thel mezi vektorem rychlosti druZice S; a ptijatym signalem.

Pro ptimku na kuZelové plose, na které leZi bod K;, plati vztahy

X' =tu
y' =tv
z' =tw (2)

kde u, v, w jsou soutadnice bodu K.

Po dosazeni vztaht (2) do rovnice elipsoidu odraznych bodu

(x'—x'p)z yrz 2%

Py + ey + 57 =1 (3)
ziskame kvadratickou rovnici pro parametr t.

Jejim reSenim ziskame vztah

Zux'pbziJ(—Zux'pb2)2—4((u2b2+v2b2+w2a2)(b2x’p—a2b2))

ti, = 4
12 2(u2b2+v2b2+w2a?) ( )
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Pro kladny parametr t ziskdme priisec¢ik kuzZelové plochy a elipsoidu odraznych bodi.
Postup hledani odrazného bodu je pak nasledujici:
i.  vybereme kruZnici na kuZelové plose
ii.  KkruZnici rozdélime na kvadranty
iii.  body, které déli kruznici na kvadranty, vedeme primky z vrcholu kuzZelové plochy
iv.  vypocCteme prisecik piimky s elipsoidem odraznych bodi
v.  pokud prisecik lezi na referencnim elipsoidu, ukon¢ime vypocet, jinak pokracujeme

vi. vybereme dva priseciky, které jsou nejblize referencniho elipsoidu (nejblize ve
smyslu souctu vzdalenosti bodu od ohnisek referen¢niho elipsoidu)

vii.  vysek kruZnice ohrani¢eny témito body rozdélime na ptilku a opakujeme proces od
bodu iii
viii.  pokud nenalezneme prusecik, ktery lezi na referentnim elipsoidu, ukoncime
vypocet, pokud jsou dva nasledné vypocitané body od sebe bliZe nez 0,01 m.
Pro nasledujici vstupni data
S1=[1704270,88; 1037760,88; -6532029,78] m
S2=[13438722,08; 7201125,22; -21772472,43] m
2d =21068077,73 m
a=6378137 m;
b=6356752,314 m
u = (7.32877; 0.73153; 2,02837)
9 =69,33°
jsme vypocetli dva odrazné body
P1=[1750477,7; 1048847,0; -6022001,7] m
P,=[1752534,7;1026022,2; -6025343,2] m
Dva body jsme vypocitali diky tomu, Ze jsou elipsoidy do sebe vnorené.
Rozdily uhli dopadu a odrazu v téchto bodech jsou
Ao =2°20°08”
Aoz = 1°21'30”

4. Jeden (referencni) elipsoid

Vysledky vySe popsaného modelu bistatické altimetrie jsou silné zavislé na presnosti
vstupnich dat, jak dokazuji i dva vypoctené odrazné body. Zkouseli jsme tedy nalézt postup
pro minimalisticky soubor vstupnich dat a pridali jsme podminku splnéni zakona odrazu.

Vstupnimi daty jsou zde pouze:
e parametry referencniho elipsoidu
e poloha druzice GPS (S2)

e poloha prijimaci druzice (S1)
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Obr.4: Elipsoid WGS-84 a vysilaci a pfijimaci druZice.

Pro vypocet odrazného bodu vyjdeme z nasledujicich faktt

druZice S1, Sz a odrazny bod P’ leZi v roviné
usecku S2P’ tvori draha vyslaného signalu
usecku S1P’ tvori draha odrazeného signalu
odraz signalu se ridi zdkonem odrazu

kolmici dopadu tvoii normala elipsoidu v bodé P’

kolmice dopadu a dopadajici paprsek tvoii rovinu, odraZeny paprsek lezi v této
roviné

normala v bodé P’ leZi v roviné tvorené S1, Sz a P’.

Postup vypoctu odrazného bodu je nasledujici:

L.

ii.
iii.

iv.

vybereme bod Qi1 na usecce S1Sz pomoci vztahu Q; = S; + :—:(52 —S;), kde h1 a hy
jsou vysky S1 a Sz nad referen¢nim elipsoidem
bod Q1 kolmo promitneme na povrch elipsoidu, ¢imzZ ziskame bod P1
vypocteme uhly S2P1Q1a S1P1Q1
pokud je rozdil dhli mensi nez 1-10-° rad, prohlasime vypocteny bod za odrazny bod
pokud ne, zvolime bod Qi pomoci vztahu Q; = S; + q;(S, — S;)

da

hq;_q'sin >

sint

pro body Qi vypocteme g; podle vztahu q; = q;_; *+ dq;, kde dq; = 15.5,
1922

kde hqi.1 je vyska bodu Qi-1 nad elipsoidem, da je rozdil ihlti dopadu a odrazu, 1 je
uhel mezi dseckami S1S; a Pi-1Qi (viz. Obr.5)

_59_



vi.  vypocteme uhly S2PiQia S1PiQ;
vii.  pokud je rozdil ihlti mensi nez 1:10-° rad, prohlasime vypocteny bod za odrazny bod

viii.  pokud ne, pokracujeme od bodu v.

Pi—l
Obr.5: Vypocet bodi Qi na usecce S1S,.
Body Qi+1 promitneme na povrch elipsoidu pomoci prevodu geocentickych kartézskych
souradnic do geodetickych zemépisnych souradnic. Vyjdeme ze vztahi
X =Ncosgcosi
Y = Ncosgsind
Z=N(1-e?)sing (5)

Vysledné vztahy pak jsou
a

N =

\/ AT
1= a? — 2a%e? + a?e* + Z2e?
VA

@ = arc Slnm

(6)

A = arcsin
N cos ¢

Pro nasledujici vstupni data
S1=[1704270,88; 1037760,88; -6532029,78] m
S2=1[13438722,08; 7201125,22; -21772472,43] m
a=6378137 m;
b=6356752,314 m

jsme vypocetli odrazny bod
P’=[1735271,845;1036118,116; -6029484,018] m
¢ =-71°34'58,378" ; L = 30°50°28,018”
Vypocet probéhl v 9 krocich pti rozdilu thla -5,82:10-10 rad.
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5. Shrnuti

V prispévku byly predstaveny dva postupy pro nalezeni odrazného bodu bistatické altimetrie
na povrchu referen¢niho elipsoidu. Kazdy z nich vznikl pro jiny soubor vstupnich dat, proto
neni mozno je mezi sebou porovnavat.

[ presto je mozno fici, Ze rozdily v polohach vypoctenych odraznych bodi mezi prvnim
postupem (prilnik ti{ kvadrik) a postupem pro minimalisticky soubor vstupnich dat (jeden
(referen¢ni) elipsoid) jsou dany absenci tri vstupnich dat ve druhém pripadé. Témito daty
jsou vektor rychlosti prijimaci druZice, uhel svirajici dopadajici odrazeny signal s vektorem
rychlosti prijimaci druzice a délka drahy odraZeného signalu. PredevSim uhel svirajici
dopadajici odrazeny signal s vektorem rychlosti prijimaci druzice, ktery urCeny jen s presnosti
na 0,01° vnasi do celého vypoctu znacnou nejistotu.

Podékovani

Prace byla podpofena grantem SGS CVUT 2010 OHK1-062/10, Matematické modelovani
vybranych tloh ve stavebnictvi.
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Model pro pohyb vozidel pobliz fizené kiizovatky
zalozeny na Dysonové termodynamickém plynu

Oleg Pasteliak *

Abstrakt

Dysontv termodynamicky plyn je jednou z moznosti, jak simulovat dopravni tok vo-
zidel. Dysontv plyn je pfedstavovan ¢asticemi umisténymi na pfimce nebo kruznici. V
prubéhu casu c¢éastice navzajem interaguji a meéni svoje pozice tak, aby se snizila cel-
kova potencidlni energie plynu. Vyvoj Dysonova plynu pfi urcité teploté se da simulovat
pomoci Metropolisova algoritmu, ktery je zaloZen na metodé Monte Carlo. Castice, ze
kterych sestava plyn, se daji popsat pomoci uréitych statistickych charakteristik, napt.
hustota pravdépodobnosti pro vzdalenost a ¢iselny rozptyl. Tim lze kontrolovat funké-
nost konkrétni implementace Metropolisova algoritmu, protoze jsou zndmy analytické
predpovédi téchto charakteristik. Zvolenim spravného potencidlu (zptsob, jakym mezi
sebou interaguji ¢astice) a teploty lze docilit toho, Ze se ¢astice plynu budou chovat stejné
jako vozidla na silnici.

1 Dopravni tok

V sirsim slova smyslu dopravni tok predstavuje vSechny véci, které se tcastni dopravniho
procesu. Dopravni tok se sklada ze dvou hlavnich typt komponent:

e Mobilni - vozidla s fidi¢i a chodci
e Nemobilni - silnice, semafory, dopravni znacky

Mezi jednotlivymi komponentami dopravniho toku probihaji neustalé interakce: fidi¢i reaguji
na jina vozidla tak, aby se s nimi nesrazili, snazi se zistat v mezich silnice, (nékteii) se divaji
na dopravni znacky a semafory. Nasim kone¢nym cilem je vytvorit matematicky model, ktery
bude popisovat interakce mezi jednotlivymi sou¢astmi dopravniho toku. Takovy model umozni
simulaci dopravni sité jesté pred jejim postavenim. Diky tomu bude mozné postavit optimalni
silni¢ni sit, na které se bude vyskytovat minimum dopravnich zacp. Nasim nejbliz§im cilem
je vytvorit model jednoduché izolované dopravni kiizovatky, na které se budou kiizit dveé
jednosmérné ulice (viz obrazek (1)).

*Fakulta jaderné a fyzikalné inzenyrské CVUT v Praze, Katedra softwarového inZenyrstvi v ekonomii,
Skupina aplikované matematiky a stochastiky pii katedFe matematiky, gibernator@gmail.com
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Obrézek 1: Jednoducha dopravni kiizovatka

1.1 Fundamentalni diagram a dopravni rezimy

V uzsim slova smyslu se dopravnim tokem mysli pocet vozidel, ktera projedou urc¢itym mis-
tem za urcity ¢as. Fundamentdlni diagram je velmi dilezity pojem v teorii dopravniho toku.
Tento diagram znézoriuje zévislost dopravniho toku na hustoté vozidel. Jak je vidét z ob-
razku (2), dopravni tok roste linearné s hustotou jen do ur¢ité miry, pti velké hustoté vozidel
nam dopravni tok naopak klesne. Pro¢ tomu tak je, si vysvétlime v nasledujicim povidani o
dopravnich rezimech.
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Density p (vehicle/km/lane)
Obrazek 2: Fundamentalni diagram
Existuji tfi dopravni rezimy:

e Volny rezim dopravy - hustota 0-20 vozidel na kilometr. Pfi tomto dopravnim rezimu
dopravni tok roste linedrné s hustotou vozidel. Vozidel je na silnici malo a proto interakce
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mezi nimi jsou miniméalni, proto pii zvySovani hustoty dochézi i ke zvysovani dopravniho
toku. Ridi¢ se totiz nemusi ohlizet na ostatni vozidla, ale jede svou optimélni rychlosti.

e Synchronizovany dopravni rezim - hustota 20-80 vozidel /km. V tomto rezimu uz jsou
interakce mezi vozidly znatelné a fidi¢i musi svou jizdu pFizptsobit ostatnim vozidlim.
Cim votst je hustota provozu, tim pomaleji auta jedou, aby byla jizda bezpecna. Proto
dochézi ke snizeni dopravniho toku.

e Stop-and-go rezim - od 80 vozidel /km. Tento rezim je znamy jako dopravni zacpa.
Hustota provozu je natolik velk4, ze kviili bezpe¢nosti provozu musi fidi¢i obc¢as zastavit.

1.2 Dopravni zacpa

Dopravni zacpa vznika v pripadé, Ze hustota vozidel prekroc¢i kapacitu silnice. Zacpa muze
vzniknout i bez zjevné pri¢iny jako je semafor nebo zizeni silnice. Na strance www.traffic-
simulation.de Ize spustit simulaci dopravy a vidét, ze zacpa miize vzniknout napf¥. na kruznici
(viz obrazek (3)).

Obréazek 3: Dopravni zacpa na kruznici

2 Dysoniiv coulombicky plyn

Kruhova varianta Dysonova plynu je reprezentovana N bodovymi ¢asticemi s thlovymi sou-
fadnicemi 0 < @1 < o < ... < pn < 2m, které se mohou volné pohybovat na jednotkové
kruznici. Pro tuto variantu Dysonova plynu je potencidlni energie dana nasledujicim vzorcem:

V =V(p1,92, .., on) = — Z In |e!¥ — el¥|, (1)

1<i<j<N

kde argument logaritmu ptredstavuje eukleidovskou vzdalenost mezi i-tou a j-tou ¢astici. Pro
tuto variantu Dysonova plynu sestavime numericky pocitacovy model.
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2.1 Metropolisiv algoritmus

Metropolistuv algoritmus slouzi pro simulaci jednorozmérnych statistickych plyni s libovolnou
potencialni energii V' = V(p1, 2, ..., pn) pomoci metody Monte Carlo. Tyto simulace pak
mohou byt pouzity pro zkoumani mikroskopické struktury vybranych plyni. Simulace vyvoje

50 T T T T T T

-50 4

-100 1

Potencidlni energie

-150 | J

-200 1

250 | | | | | |
0 0.5 1 15 2 25 3 35

Pocet krokd x10*

Obrézek 4: Vyvoj potencialni energie Dysonova coulombického
plynu po 35000 krocich Metropolisova algoritmu. Je zde ukizan
vyvoj potencialni energie pro inverzni teplotu 8 = 1 (horni ¢ara),
B = 2 (prostfedni ¢ara) a f = 3 (spodni ¢ara). Pro kazdou in-
verzni teplotu probéhlo 40 simulaci Dysonova plynu o 100 ¢as-
ticich. Po prob&hnuti vSech 40 simulaci byla pro kazdy krok vy-
poctena stfedni hodnota potencidlni energie plynu ze vSech 40
simulaci.

plynu za¢iné s libovolnymi (ovSem riznymi) pocatecnimi uhlovymi soufadnicemi ¢astic na
kruznici (o1, 2, ..., pn). Vyvoj stavu plynu probiha po jednotlivych krocich. Kazdy krok
obsahuje tyto tkony:

e spocitame potencialni energii V = V (¢1, ¢2, ..., o) pomoci vzorce (1)
e nahodné vybereme i-tou ¢astici, kde i € {1,2,..., N}
e vygenerujeme nahodné ¢islo &; rovnomeérné rozdélené v intervalu (—¢;¢), kde e = 27

e vypoditame novou pozici i-té ¢astice ¢, = ¢; + ¢;. Kvili logaritmickym vyrazim ve V/
nesmi ¢astice ménit své poradi. Proto musi platit: ¢, < ¢} < ;11

e vypocitame novou potencidlni energii V' = V' (1, @2, ..., ¢k, ..., on). Jestlize V! < V' po-
zice i-té Castice se zméni na novou. Pokud ovSem V' > V', pak porovname Boltzmanntv
faktor ¢ = ®V=V") < 1 s dalsim nahodnym &slem, rovnomérné rozdélenym v intervalu
(0;1). Jestlize plati ¢ > p, pak se pozice i-té Castice také zméni. V opac¢ném piipadé
systém zustava beze zmény.
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Po uré¢itém poctu kroki tohoto algoritmu se plyn dostane do stavu tepelné rovnovahy, coz je
vidét na obrazku (4). Tento algoritmus byl naprogramovan a testovan v prostiedi MATLAB.

2.2 Statistické charakteristiky Dysonova plynu

Mikroskopickou strukturu Dysonova plynu budeme zkoumat pomoci dvou statistickych cha-
rakteristik: hustota pravdépodobnosti pro vzdalenost a ¢iselny rozptyl. Strukturu budeme
zkoumat za tepelné rovnovahy plynu. Tyto charakteristiky maji mnoho spolec¢ného se stejnymi
charakteristikami vlastnich ¢isel ndhodnych matic. Diky tomu méame teoretické predpoveédi,
pomoci kterych miizeme testovat spravnost naseho algoritmu.

2.2.1 Hustota pravdépodobnosti pro vzdalenost

0.8 T T T T T T T T 14

0.7 r

0.6
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0.6

o
w

Hustota pravdépodobnosti P(r,
]
Hustota pravdépodobnosti P(r)
—

o
¥

0.1 02r
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Obrézek 5: Hustota pravdépodobnosti pro vzdalenost Dysonova
coulombického plynu pro 8 = 1,2. Probéhlo celkem 40 simulaci
Dysonova plynu s N = 100 ¢asticemi. V kazdé simulaci probéhlo
15000 krokti. Histogram popisuje rozdéleni vzédjemnych vzdale-
nosti mezi ¢asticemi. K¥ivky predstavuji pfedpovéd hustoty prav-
dépodobnosti pro odstupy vlastnich ¢isel podle Wignerovych pied-
pokladu (3) a podle vzorce odvozeného Felixem Izrailevem (5)

Tato veli¢ina predstavuje hustotu pravdépodobnosti toho, Ze vzdalenost mezi dvéma sou-

sednimi ¢asticemi Dysonova plynu lezi v intervalu (r;r + dr). Hustota pravdépodobnosti pro
vzdalenost je vySetfovana s dopliujicim pozadavkem

(r)

7TP(r)dr ~1, 2)

coz znamend, ze prenastavime stfedni hodnotu vzdéalenosti mezi ¢dsticemi na hodnotu rovnou
jedné. Z teorie ndhodnych matic vime, ze pro inverzni teploty S = 1,2 jsou hustoty dany
nasledujicimi vzorci:

Pi(r) = 57‘6’%’” (3)
32
Py(r) & Fﬁe—%ﬁ (4)
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Tato rozdéleni se nazyvaji Wignerovymi pfedpoklady. Pro obecné S a pro vzdélenosti ¢astic v
celém rozsahu 0 < r < oo 1ze hustota pravdépodobnosti pro vzdalenost aproximovat presnéji
pomoci fenomenologického vztahu, ktery byl publikovan Felixem Izrailevem a lze ho vy¢ist
napi. v [1]:
Tr\ B _ g2 g
Polr) = Ay () e T, (5)
kde konstanty Ag a Bg zavisi na 3 a jejich hodnoty urc¢ime z podminky normalizace

/Pg(T’)dT =1 (6)

a ze gkalovaci podminky (r) = 1. Pro § =1 a f = 2 dostaneme kiivky, které se nepatrné lisi
od ptedpovédi pro hustotu pravdépodobnosti pomoci Wignerovych predpokladii. Na obrazku
(5) je vidét, ze nas algoritmus produkuje spravné vysledky.

2.2.2 Ciselny rozptyl

Rozptyl ¢isel

0 1 2 3 4 5
Skalovana vzdalenost mezi ¢asticemi L

Obrazek 6: Ciselny rozptyl Dysonova coulombického plynu.
Horni, prostfedni a spodni k¥ivky predstavuji pfedpovéd Eiselného
rozptylu podle vzorce (8) pro inverzni teploty 5 = 1,2, 3. Kfizky
predstavuji ¢iselny rozptyl prezentovaného numerického modelu
Dysonova plynu pro citované inverzni teploty f.

Citlivejsi mira, kterd méfi korelaci mezi seskdlovanymi ¢asticemi, je ciselny rozptyl, ktery
je definovan takto:

A(L) = ([n(L) = (n(L))]*). (7)

éiselny rozptyl popisuje statistiku n po sobé jdoucich ¢astic. V tomto vzorci n(L) znadi pocet
¢astic lezicich v intervalu délky L. Vzhledem k tomu, Ze zkoumame seskalované ¢astice, plati,

-68 -



ze (n(L)) = L. Ciselny rozptyl v souvislosti s nahodnymi maticemi byl numericky vysetfovan
v [2] a je popséan piibliznym vzorcem:

As(L) ~ % In(L) — 0.12371In(B3) + 0.4386, (8)

ktery platipro L > 1a 3 % % Pro § blizké nule se logaritmicky tvar ¢iselného rozptylu méni
a konverguje k pfimce. Na obrazku (6) snadno nahlédneme, Ze i podle ¢iselného rozptylu nas
algoritmus funguje spravné.

2.3 Dysoniiv plyn s kratkodosahovym logaritmickym potenciidlem

Déava celkem smysl, ze v redlném dopravnim provozu fidi¢i reaguji hlavné na vozidla kolem
sebe. Dysontiv plyn proto upravime tak, aby i ¢astice interagovaly jen se svymi sousedy. Toho
dosdhneme zménou potencidlu nasledujicim zptisobem:

N
V== Inlpi— i, (9)
=1

kde ¢1 < @9 < ... < @y opét predstavuji tthlové soutfadnice ¢astic plynu na kruznici. Pro
prubéh simulace Dysonova plynu s kratkodosahovym potencidlem budeme opét pouzivat Me-
tropolisuv algoritmus. Jediné, co je potieba zménit, je pravé potencial. Stejné jako v piipadé
dlouhodosahového Dysonova plynu, byly i zde provedeny testy spravného fungovani algoritmu
pomoci srovnani teoretickych predpovédi hustoty pravdépodobnosti pro vzdalenost a ¢iselného
rozptylu s naméfenymi hodnotami. Z divodu nedostatku mista to zde nebudeme podrobné
rozepisovat, ale nedavérivy ¢tenar se muze presvéddit v bakalarské praci [3].

3 Dopravni model

Algoritmus pro simulaci termodynamického plynu byl tedy odladén a testovan na potencia-
lech uvedenych v piedchozi kapitole. Ted lze plyn modifikovat a priblizit se tak modelovani
realného dopravniho toku.

3.1 Dysontiv plyn s kratkodosahovym mocninnym potencialem

Bylo ukizano, ze realny dopravni tok se ned4 modelovat pomoci plynu s logaritmickym poten-
cialem (i kdyz podle tohoto modelu funguje napt. autobusova doprava v mexickych méstech).
Mnohem vhodnéjsi je kratkodosahovy mocninny potencial, ktery vypada takto:

N

1
VEV(SOhSOZ?"WSON):_ T oo (10)
; lpi — i1

kde o > 0 je parametr a @1 < 3 < ... < py (pro zménu) predstavuji tthlové soufadnice ¢astic

plynu na kruznici. Jak plyne z dizerta¢ni prace [2], chovani ¢astic tohoto plynu pro o = 1
velmi dobte odpovida dopravnimu provozu na skute¢nych silnicich.
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3.2 Dopravni data

Data, se kterymi budeme pracovat, predstavuji vzdalenosti mezi jednotlivymi auty od naraz-
niku k narazniku. Tato data se v technické literatuie oznacuji jako Red light data. Celkem
mame k dispozici 5022 vzdalenosti mezi za sebou stojicimi auty. Nasim nejbliz§im cilem je
vytvorit takovy model Dysonova plynu s dopravnim potencidlem, ktery bude generovat data
se stejnymi statistickymi charakteristikami, jako maji data naméfena v redlném provozu.

3.2.1 Meéfeni dopravnich dat

Dopravni data, kterd mame k dispozici, byla naméfena studenty FJFI CVUT v prubéhu
letniho semestru akademického roku 2006,/2007 na ruznych mistech v Praze. Spolu s kolegy
Petrem Fialou a Jiffm Svarcem jsem méril vzdalenosti mezi vozidly v ulici Zitné pred svételné
fizenou kiizovatku se Sokolskou. V prubéhu jednoho odpoledne jsme fotografovali vozidla sto-
jici na ¢ervenou ze ¢tvrtého patra budovy na vyse uvedené kiizovatce. Ulice ma v tomto misté
4 jizdni pruhy a ve $picce je zarucen dostatek aut. Vysledkem této ¢innosti byly fotografie vo-
zidel z ptaciho pohledu, coZ bylo velmi vhodné pro méfeni vzdalenosti (skoro zadné zkresleni).
Vlastni méfeni vzdélenosti mezi vozidly poté bylo provedeno v programu Corel PhotoPaint.
Dalsi data byla naméfena jinymi studenty FJFI na riznych mistech v Praze. Zpiisoby méteni
dat se take lisily (vyskytovalo se i pobihani mezi auty a ruéni méfeni).

3.3 Generovani vzdalenosti mezi vozidly pomoci simulace Dysonova
plynu

Nechdme prob&hnout ur¢ity pocet simulaci Dysonova plynu s dopravnim potencidlem (pro
stejnou inverzni teplotu 8 a pocet ¢astic) tak, aby se plyn dostal do tepelné rovnovahy. Tim
ziskame vzdalenosti mezi ¢asticemi plynu. Vzdalenost mezi prvnimi dvéma auty ziskame po-
moci aritmetického pruméru ze vzdalenosti mezi prvnimi dvéma ¢asticemi ve vSech probéhnu-
tych simulacich. Stejnym zpisobem ziskame ostatni vzdalenosti. Probéhnuti jedné simulace
totiz nezarucuje dostatec¢ny pocet dat pro statistickou analyzu. Proto je nutné nechat simulaci
probéhnout vicekrat a ziskat tak dostate¢né mnozstvi dat, u kterych lze zjistovat hustotu prav-
dépodobnosti, popf. ¢iselny rozptyl A(L). Stejny postup byl pouzit i p¥i testovani Dysonova
coulombického plynu s dlouhodosahovym a kratkodosahovym potencialem.

3.4 Nalezeni nejlepsi inverzni teploty

Zbyva nam jedna veli¢ina, se kterou mizeme variovat, a to je inverzni teplota plynu . Nasim
ikolem tedy je zvolit takovou teplotu plynu, aby po dosazeni tepelné rovnovahy vzdalenosti
mezi Casticemi plynu mély stejné statistické charakteristiky jako vzdalenosti mezi auty v
realném svété. Podle hustoty pravdépodobnosti pro vzdalenost realnym dati nejlépe odpovida
inverzni teplota 8 = 1.42. Podle rozptylu ¢isel redlnym datii nejlépe odpovida inverzni teplota
5 = 1.46.

3.4.1 Ktera inverzni teplota je spravna?

Jak je vidét, dostali jsme dvé nepatrné odliSné nejlépe odpovidajici inverzni teploty: jednu ze
srovnani hustoty pravdépodobnosti pro vzdalenost: § = 1.42 a druhou ze srovnani ¢iselného
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Obrézek 7: Porovnani hustoty pravdépodobnosti pro vzdalenost
redlnych dat a dat vygenerovanych simulaci Dysonova plynu pro
inverzni teplotu 5 = 1.42. Histogram pfedstavuje hustotu prav-
dépodobnosti pro vzdélenost zjisténou z realnych dopravnich dat,
zatimco kiivka zobrazuje stejnou charakteristiku pro vzdalenosti
vygenerované Metropolisovym algoritmem. Pro numericky ziskana
data je vykreslena kfivka misto obdélni¢kd proto, aby obé charak-
teristiky bylo mozné porovnat.

rozptylu 5 = 1.546. Pfesnost vypoctu je v obou piipadech 0.01. Pfi vybéru pravé jedné
inverzni teploty bych se pfiklonil spiSe k vysledku vychazejicimu z ¢iselného rozptylu. Divod
je ten, ze hustota pravdépodobnosti pro vzdéalenost zkoumé vztah jen dvou sousednich castic
plynu na kruznici, zatimco rozptyl ¢isel zkoumé vSechny Céastice na daném intervalu. Rozptyl
¢isel mé tedy vétsi vypovidaci schopnost.

3.5 Model generujici stavy na kiiZovatce

Pro generovani vzdélenosti pouzijeme Dysontiv termodynamicky plyn na kruznici délky N
(pocet ¢astic) s dopravnim potencidlem (viz vzorec (10)) a inverzni teplotou 5 = 1.46. Ne-
chame probéhnout urcity pocet simulaci Dysonova plynu pomoci Metropolisova algoritmu
s takovym poctem kroki, aby plyn dospél do tepelné rovnovihy. Zjistime vzdalenosti mezi
Casticemi pro vSechny probéhnuté simulace a spocitdme stiedni hodnotu ze vSech prvnich
vzdalenosti, druhych vzdalenosti, atd. Tim ziskAme N vzdalenosti, které nadm budou repre-
zentovat zkoumany stav vozidel na kiizovatce.

4 ZAaveér

Mame k dispozici model, ktery generuje vzdalenosti mezi auty se stejnymi charakteristikami
jako v redlném provozu na ktizovatce. Je to dobry zéklad pro dalsi ¢innost. Tento model je
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Obrézek 8: Porovnani rozptylu &isel redlnych dat a dat vygene-
rovanych simulaci Dysonova plynu pro inverzni teplotu 5 = 1.46.
Horni kfizky predstavuji rozptyl &isel redlnych vzdalenosti, za-
timco spodni ukazuji rozptyl ¢isel vzdalenosti vygenerovanych Me-
tropolisovym algoritmem.

tfeba dale rozvijet, aby skutecné simuloval celou kiizovatku. Prace se tedy dal bude ubirat
timto smérem: diskretizace modelu, zmény potenciali (interakce tif a vice sousednich ¢astic),
nasazeni vice kruznic a zefektivnéni béhu algoritmu. Veskré podrobnosti ohledné tvorby tohoto
modelu, které se nevesly do ¢lanku, lze najit v bakalaiské praci [3].
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Duéalni kvaterniony a jejich aplikace

Jitka Proskova*

Abstrakt: Prispévek je zaméfen na kvaterniony, duédlni kvaterniony a jejich schopnost popsat
primé shodnosti. Vyhodou je jednoduchost reprezentace rotace a translace v jedné prostorové
operaci tj. jejich slozeni. Vyuzivaji se naptiklad tam, kde klasicky maticovy pfistup narazi na
své specifické problémy. Dale budou zminény nékteré vhodné aplikace dualnich kvaternionu
(robotika, poc¢itacova grafika, kybernetika).

1 Uvod

Prace je zaméfena na vyjadfeni rotace a posunuti dualnimi kvaterniony. Zavedeny jed-
notkovy kvaternion je vyuzivan k popisu rotace. Dale jsou popsana dualni ¢isla, ktera vznikla
rozsifenim realnych ¢isel dualni jednotkou. Kvaterniony a duélni ¢isla jsou vyuzivany k zave-
deni dualnich kvaterniont. Analogicky zavedeny jednotkovy duélni kvaternion se pouziva k
popisu primé shodnosti ve specialni euklidovské grupé. Dalsi ¢ast prace je vénovana pouziti
duélnich kvaternioni v praxi.

2 Kvaterniony

Kvaterniony jsou zobecnénim komplexnich ¢isel v trojrozmérném prostoru. U zrodu kvater-
niontu stal Sir William Rowan Hamilton (1805-1865). Nalezl vztah pro nasobeni ¢tyt zaklad-
nich jednotek, pro néz plati 4 = 7 = k* = ijk = —1. Pfigel na to, Ze je zapotiebi zavést
jednu realnou a tri imaginarni slozky, aby byla spravné vytvorena algebra kvaterniont. Nyni
zavedeme nékteré dilezité pojmy.

Definice 2.1 Necht ## = k* = §# = ijk = —1, ij = k o ji = —k. Kvaternion ¢ miZeme
napsat jako:

q = [CL,’U], CLER,'UGR3
= Ja,(b,e,d)], a,b,c,d€R
= a+tb+jc+kd, a,bc,deR.

Definice 2.2 MnozZinu vSech kvaterniont budeme znacit H.

*Katedra matematiky, ZCU v Plzni, Univerzitni 22, 306 14 Plzen, jproskov@kma.zcu.cz
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Definice 2.3 Necht ¢ € H. Pak G = [a,v] = [a,—v] nazjvime konjugovanym kvater-
nionem s kvaternionem q.

Definice 2.4 Necht ¢ € H, q = [a,v] = [a,(b,¢,d)]. Norma | q|| kvaternionu q je dina
vztahem

lall=va> + 6>+ ¢+ d* = \/q7. (1)
Jednotkové kvaterniony ||¢||= 1 jsou vyznamné pro pocitacovou grafiku, tento kvaternion

se da zapsat jako ¢ = [cos @, vsinf)], kde ||v||= 1. Mnozinu vSech jednotkovych kvaterniont
budeme oznacovat H. Kvaternion popisuje rotaci v trojrozmérném prostoru, a to rotaci
kolem jednotkového vektoru v o thel 26 (viz [2]).

Véta 2.1 Necht q € Hy, q = [cosf,sin0v]. Necht r= (z,y,z) € R® ap=[0,7] € H. Pak
P = qpq (2)

je obrazem p v rotaci o uhel 20 kolem osy, kterd je dand smeérovym vektorem v, viz Obr. 1.

Diikaz: Viz [6]. O

|
|
|
|
|
Obrazek 1: Otoceni bodu P o thel 26 kolem osy o, ktera je dana smérovym vektorem .

Reprezentace rotace pomoci kvaterniont je vyhodnéjsi nez pomoci matic, protoze kvaterniony
obsahuji pouze ¢tyTi slozky, zatimco matice typu 3 x 3 maji slozek devét. Pro rotaci dostavame
vztah p = qpq, kde q je jednotkovy kvaternion. Tento vztah je dilezity, protoze jej budeme
aplikovat i na rotace spojené s dualnimi kvaterniony, vice napt. v [6].

_74_



3 Dualni ¢isla

Dualni kvaterniony vznikly slozenim kvaterniont a duélnich ¢isel. Dualni ¢isla poprvé v
pravém vyznamu uvedl William Kingdon Clifford (1845-1879). Tento anglicky matematik se
také podilel na vzniku dudlnich kvaternionii!.

Dualni ¢isla se podobaji komplexnim ¢islim — v podstaté si je miizeme i podobné predstavit.
Zakladni odlignosti je dualni jednotka e, pro kterou plati vztah €2 = 0. Algebra duélnich é&isel
tvori komutativni, asociativni okruh s jednotkovym prvkem. Pomoci duélnich ¢isel miizeme
zavést dualni vektor pripadné dualni thel, ktery je pouzivan v souvislosti s duélnimi kvater-
niony. V této algebfe neexistuji inverzni prvky k ryzim dualnim ¢islim ¢imz se odlisuji od
komplexnich ¢isel. Mnozinu vSech dualnich ¢isel budeme znacit D.

Definice 3.1 Nechta € R, a. €R ac #0, 2 = 0. Dudlni ¢islo z mizeme napsat jako

Z =a+ea,. (3)

4 Dudlni kvaterniony

Nyni jiz muzeme fici, ze dualni kvaternion je kombinace dualniho ¢isla a dualniho vektoru.
Mizeme si jej také predstavit jako soucet dvou kvaterniont, kdy jeden z nich je ndsoben dualni
jednotkou. Tato algebra mé podobné vlastnosti jako algebra kvaterniont, netvori téleso, ale
asociativni okruh s jednotkovym prvkem.

Definice 4.1 Necht ag4,bq, cq,dq € D. Dudlni kvaternion q, definujeme vztahem
4y = aq + byt + caj + dak, (4)
kde aq je skaldr (dudlni ¢islo), (ba, cq, dq) je vektor (dudlni vektor) a 1,1, 3, k jsou ctyri zdkladni

kvaternionové jednotky z Definice 2.1.

Poznamka 4.1

1. Dualni jednotka ¢ je komutativni s kvaternionovymi jednotkami, napt. ¢ = €.

2. Dualni kvaternion muzeme zapsat nasledujicim zptisobem q; = a + bt + cj+ dk+ca. +
eb.t+ec.j+ed.k nebo jako soucet dvou kvaterniont q; = q+¢q., kde ¢ = a+bi+cj+dk
aq.=a.+ba+cg+dk.

Definice 4.2 MnozZinu vSech dudlnich kvaternioni budeme znacit Hy.

Definice 4.3 Necht q, € Hy, pak dudlni kvaternion ; nazjvime dudlné konjugovanym
dudlnim kvaternionem s dudlnim kvaternionem q , jestliZe plati

4, =17 <G (5)

1V literatufe byvaji dualni kvaterniony rovnéz oznacovany jako bi-kvaterniony nebo komplexni kvater-
niony.
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Definice 4.4 Necht q;, € Hy, q; = ¢+ €q- = a + bi+ cj+ dk + ca. + bt + ec.j + d k.
Norma ||q,|| dudlniho kvaternionu g, je dina vztahem

lgl= v/ (a+ca:-)? + (b+eb-)? + (c+ec.)? + (d + ed-)? = /34, (6)

Pro jednotkovy duélni kvaternion opét plati || g, ||= 1. Mnozinu v8ech jednotkovych dudl-
nich kvaterniont budeme znacit Hy, . Hlavni vyhodou dualnich kvaterniont je fakt, ze dokazi
jednodusSe reprezentovat rotaci a translaci v jedné prostorové operaci. Pravé dualni kvater-
niony se vyuzivaji v grafice, kde nepomahaji maticové reprezentace. Takovymi technikami,
kde je lze vyuzit, je napiiklad skinnig? (viz [5]).

Véta 4.1 Necht je ddn polohovyj vektor p = (p1,pa,p3) € R3 bodu P, vektor posunuti t =
(t1,ta,t3) € R3 a jednotkovy kvaternion q € Hy. Pak posunuti a otoceni bodu P do bodu P
muzeme vyjadrit jako

P = 44 Pa 93 (7)

kde p, je jednotkovy dudini kvaternion odpovidajici vektoru p, ktery je ve tvaru

Py =1+ e(pri+ p2j+ p3k), (8)

a q, je jednotkovy dudlni kvaternion, pro ktery plati

13 . :
qd:q—i_‘gQEZQ"i_gEq’ t=1t11+tog+ tzk € H. (9)

Diikaz: Viz [7].

5 Aplikace dualnich kvaternionti

Duélni kvaterniony se vyuzivaji v mnoha odvétvich. Najdeme je také napiiklad v kinematice,
fyzice nebo geometrickém modelovani. Zde jsou uvedené vybrané aplikace, dalsi napt. viz |7].

5.1 Hand—eye kalibrace

Dalsi uplatnéni dualnich kvaternionti nalezneme v robotice. V dneSni dobé se muzeme s
roboty setkat také v lékarstvi [4]. Tomuto odvétvi se ¥ika roboticka chirurgie. Vyhodou je
Setrny piistup k lidské tkani, kdy se operuje jen pfesné ohrani¢ené misto a snizuji se nasledné
komplikace (napf. infekce). Roboticky systém se sklada z ramen, kdy je jedno rameno vy-
baveno specidlni kamerou s trojrozmérnym obrazem. Chirurg muze vnimat mimo obrazu
i hloubku a urcit tak presné pohyb chirurgickych néstroji, jenz jsou pevné pripevnéné k
ramenim robota.

Hand-eye systém bychom mohli prelozit do ¢estiny jako systém ruka-oko. Oko predstavuje
kamera, ktera je pevné piipevnéna na pohyblivém tichopu a snimé okoli. Hand—eye kalibrace je
vypocteni vzajemné pozice a nastaveni mezi ichopem robota a kamerou pevné pfipevnénou k
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uchopu. Zahrnuje tedy pocitani prfimych shodnosti mezi nimi, respektive mezi pozici v obraze
a polohou tuchopu. Problém se tyka vSech senzort, které jsou pripevnéné na mechanickych
spojich. Jedné se napiiklad o kameru namontovanou na binokulédrni hlavé s mechanickymi
stupni volnosti nebo kameru pfipevnénou na néjakém piistroji.

S pomoci kamery, kterou pripevnime na tchop, mizeme odhadnou pozici uchopeni nebo
ziskat pozici kamery. Ridicf pokyny robota jsou zadany v soufadnicovém systému tchopu.
Dokonce, kdyz zménime soufadnice kamery, méli bychom poznat, jak se zméni obraz snimany
kamerou robota. Pomoci kamery umisténé na tichopu také mizeme provést stereoskopickou
rekonstrukei tak, ze kameru nastavime do nékolika poloh sdilejicich stejny pohled. K rekon-
strukei trojrozmérné pozice musime znat vzajemnou korelaci z kamerového soutradnicového
systému. OvSem zname pouze jednu transformaci a ta je v soufadnicich robota. Podobny
postup bychom pouzili i pro pripojeni kamery na binokulérni hlavé. Pokud je kamera ruc¢né
pripevnéna, tak je nutna tato kalibrace, protoze mize dojit k naklonéni kamerového systému.

Obvykle muzeme popsat hand-eye kalibraci pomoci nékolika homogennich transformacnich
matic. Ozna¢me X jako matici transformace z kamery do tchopu, A; jako transformadni
matici z kamery do bézového systému soutadnic a B; jako transformac¢ni matici ze zakladny
robota do tchopu v i-té pozici. Plati

AX = XB, (10)

kde A, B, X jsou matice typu 4 x 4 , které maji tento tvar:

o RA tA o RB tB . RX tX
a=(T ) =T ) =(T ) w
kde R4, R, Rc € SO(3)% a ty4, tg, tx € R3 jsou vektory popisujici posunuti. Necht A; a
As jsou transformacni matice z kamery do bazového systému soufadnic ve dvou pozicich,

dostavame:

A= A AT (12)

Matici B popisuje pohyb tichopu z jedné pozice do druhé, a opét pokud jsou By a By trans-
formac¢ni matice ze zakladny robota do tchopu, dostavame:

B = By'B,. (13)
Ze vztahu (10) vyplyva zakladni rovnice pro popis vztahu mezi kamerou a tichopem:
RiRx = RxRp (14)
(RA—I)tX = Rxtg —t,4. (15)
Obvykle se postupuje tak, ze se vyfesi Ry ze vztahu (14) a poté tx ze vztahu (15). K vyfeseni
neznamych se vyuziva nelinearni optimalizace.

Nyni se pokusime tlohu formulovat pomoci dualnich kvaternionu, které vyuzijeme pro inter-
pretaci rotace a translace. Necht p, oznacuje sroubovy pohyb kamery a r; oznacuje sroubovy
pohyb tichopu. Kamera a tichop jsou pevné spojené. Pfimé shodnost mezi nimi neni znaméa
a budeme ji oznacovat jednotkovym duélnim kvaternionem gq,. Slozenim tedy dostavame:

Py = Qy7Taqy- (16)

3Specialni ortogonalni grupa, tj. podgrupa ortogonalnich matice, jejichz determinant je roven 1.
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Skaldrn{ ¢asti dudlnich kvaternionti $(p,) a R(ry) se rovnaji, proto se vztah (16) zjednodusi.
Sroubovy pohyb tedy popiSeme nasledujicim vztahem:

. Og . Ba,
Vg, sm?” = ¢4(vq, sin %)Qd- (17)

Vztah (17), ktery jsme ziskali pouzitim duélnich kvaterniont, a vztah (14) jsou ekvivalentni.
K dokonc¢eni vypo¢tu mizeme pouzit napf. linearni metodu SVD rozkladu viz [3|. Vyhoda
duélnich kvaternionii je hlavné v tom, ze dokazi popsat prfimou shodnost.

5.2 Segmentace objekti z ultrazvukového obrazu

Ultrasonografie je diagnosticka zobrazovaci technika, kterd vyuziva ultrazvukové viny. Pouziva
se napiiklad pro zobrazovani svalt nebo vnitinich organt. Nasledné se zkouma jejich velikost,
struktura nebo poskozeni.

V kybernetice se mizeme setkat s tzv. segmentaci objekti z ultrazvukového obrazu vytvoreného
ultrasonografii. Segmentace, viz [1], je vyuzivana pravé ke zpracovani a analyze obrazovych
dat, pri které se déli obraz na urcité oblasti. Vlastnosti téchto oblasti jsou v né€jakém ohledu
stejnorodé. Obvykle se pokousime odlisit urcité objekty od pozadi.

Segmentace je slozity problém. Pfi sniméni se do obrazu miize pridat Sum nebo miize dojit
k tvarovym deformacim, a proto je tézké rozpoznat hledané objekty. Diulezité je mit néjaké
informace o problému, napf. tvar objektu nebo pozice ve scéné.

Jednou z nejcastéjsich metod segmentace je prahovdni. Jedna se o transformaci obrazu na
obraz binarni. Tato metoda dobre funguje pro objekty, které se vyrazné lisi od pozadi. V ul-
trazvukovych snimcich jsou si velmi podobné textury objektu a pozadi. Je slozité hledany
objekt oddélit a prahovani zde nelze pouzit. Hleda se tedy metoda, kterda dokéze presné
ohranicit objekty ze snimki, jenz jsou Spatné rozeznatelné.

SoustFed me se nyni na rozpoznavani tvaru ledvin v ultrazvukovém snimku. Nejprve se popisi
textury, které jsou v hledané oblasti, tedy v ledvindch. Poté se zjistuje podobnost mezi
texturou ledvin a texturou snimku. Chceme tak urcit tvar ledviny. To ovSem neni snadné.
Potfebujeme jesté ziskat obecny tvarovy model ledviny. Vezmeme tedy co nejvice riznych
tvarta ledvin a z nich ziskdme model primérného tvaru ledviny a vektory deformaci. Vektor
deformaci uvadi, jak a kde se ledviny mohou deformovat. Sestavi se kritérium, které obsahuje
tyto miry deformaci. Poté se tvarovy model ledviny otac¢enim a posouvanim aplikuje na
snimek, kde se dle kritéria vypocitavaji miry deformaci. Postupnou aplikaci bychom meéli
ziskat presny tvar ledviny na ultrazvukovém snimku.

O problém segmentace objektii z ultrazvukového obrazu se zacala zajimat katedra kyber-
netiky na ZCU. Diky nedostatku lékarskych dat se tento problém snazi fesit pro segmentaci
javorovych listi. Na ¢ast celé tlohy muzeme aplikovat dualni kvaterniony. Jedna se tedy o
otoc¢eni, posunuti a zvétseni resp. zmenseni daného objektu.

Ptredné se zpracuje snimek javorového listu v programu Matlab. Prevede se na jednotlivé
body, chybéjici body se dopocitaji a javorovy list se vykresli. Dostavame potiebné body
objektu, s kterymi budeme dale pracovat. List musime posunout do pozadované polohy a
dale s nim otacime. Cely proces otaceni a posouvani slouzi k pozdéjsi aplikaci porovnavani,
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kdy dany obecny list porovnavame s tim, ktery chceme rozpoznat, zjistujeme jeho vektory
deformace a hleddme optimalni kritérium.

K teseni pouzijeme funkci pro otoc¢eni a posunuti bodu dualnimi kvaterniony v prostoru,
podrobnéji viz podkapitola 5.3. Zadana data jsou pouze dvojrozmérna, a proto se cely algo-
ritmus zjednodusi.

5.3 Vypocet otocCeni a posunuti ploch, kfivek a bodi v trojrozmérném
prostoru

Vytvorime funkci pro vypocet otoceni plochy, resp. kiivky okolo zadané osy o thel ¢ a
posunuti o vektor ¢ v programu matlab (déle jen otoceni a posunuti plochy). Uvedeme pouze
algoritmus, dle kterého program pracuje.

Vyuzijeme ziskanych poznatkt o duélnich kvaternionech. Pouzijeme vztah pro otoceni a po-
sunuti bodu duélnim kvaternionem (7).

Algoritmus 1

Vstup: Zadavany jsou tyto parametry: bod, ktery chceme transformovat: P = [p,, py, p.);
body ur¢ujici osu oto¢eni: A = [ay, ay,a,|, B = [by, by, b.]; vektor posunuti: t = (t,,1t,.t.),
tthel otoceni .

Vypocet:

e Nejprve posuneme bod P o vektor a = (—a,, —a,, —a,) tak, aby osa oto¢eni prochazela
pocatkem. Souradnice posunutého bodu jsou:

N pl‘ a$7 px
P=P+a=|p,—a, | =| Dy |- (18)
P —a. P

Po prepsani bodu P do jednotkového dualniho kvaternionu p,; dostavame:
i)d = [17 07 07 07 Ouﬁ$7ﬁy7ﬁz] - [a27 07 Oa 07 07 f27 g2, hQ]

e Urc¢ime smérovy vektor osy otoceni, tj. s = B — A. Po normovani smérového vektoru
dostavame jednotkovy vektor n = (n,,n,,n.).

e Rotacni ¢ast ¢ dualniho kvaternionu q; = [aq, by, ¢1, dy, €1, f1, g1, h1], ziskdme jako:
q = [cos b, (n,sinb,ny,sinf,n,sinh)] = [a1,b1,c1,di], kde 0 =¢p/2.
e Translacni ¢ast ¢. dualniho kvaternionu g, ziskdme ze vztahu ¢. = %1. Pricemz bod

posuneme o vektor ta vektor —a. Dostavame t = [0, t,+ay, t,+ay, t.+a.| = [t1, 12, t3, 4]
a translacni cast, s pouzitim nasobeni, mizeme vyjadrit jako:

(—tgbl — Cltg — d1t4)/2 €1

¢ = (t2a1 + ditg — Clt4)/2 _ fi (19)
N (—tzdl + CL1t3 + b1t4)/2 %1
(t201 — b1t3 + a1t4)/2 hl
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Dudlné konjugovany kvaternion g k dualnimu kvaternionu g, mé nasledujici tvar:
q; = a1, —b1, —c1, —dy, —e1, f1, 91, 1] = [aa, by, ca,dy, €4, f1, ga, ha).

e Postupujeme podle rovnosti (7) s pouZitim nasobeni. Nejprve vypocitame vztah

aq = qyPy; tj-: ~ ~ _ _
1G9 as
asby b3
a2Cq C3
CLle d3
= = 20
4 —bi fa — c192 — dihs + e1as €3 (20)
ai fo+ cihy — gady + as fi f3
a192 — bihy + fadi + azgy g3
| athy + 0192 — facy +azhy | | h3 ]

e Nyni vynasobime dualni kvaternion a; zprava dualnim kvaternionem ¢j;. Dostaneme
jednotkovy duélni kvaternion p, = [1,0,0,0,0,p,, Py, P-], pro jehoz soufadnice plati
tento vztah:

Dz as fa + esbs + cshy — gads + e3by + aq fs + gsdy — cahs
Dy | = | asgs — bshy + escs + fads + esca — fady + asgs + bahs | . (21)
D= ashy + bsgs — facs + esds + esdy + fzcy — bags + ashs

Vysledny bod P po otoeni a posunuti ma soufadnice P = [j,, By, p.].

Ziskali jsme tak algoritmus pro otoceni bodu P o né&jaky thel ¢ okolo libovolné osy otoceni
a posunuti o néjaky vektor t. Chceme-li otocit a posunout plochu, resp. kfivku, budeme
postupovat obdobné. Pro transformaci objektu vypocteme jednotlivé body, které nasledné
oto¢ime a posuneme. Cely kod s priklady je k nahlédnuti v [7]. Vystup algoritmu muZe byt
nasledujici:

Priklad 5.1 Vykresleni oto¢ené a posunuté plochy hyperbolického paraboloidu viz Obr. 2.

Parametrické zadani: P(T1,T2) = (T1,72,T1? — T2?).
Body osy otoc¢eni: A = |0,10,0], B =[1,2, 3].

Uhel otoceni: ¢ = -

Vektor posunuti: £ = [12,2,0].

Uvedeny algoritmus pro otoc¢eni a posunuti se vyrazné zjednodusi, pokud ho upravime pro
rovinu. V roviné otac¢ime objekt pouze kolem bodu. Rotac¢ni ¢ast dualniho kvaternionu g,
prejde do tvaru: ¢ = [cos6,0,0,sin6] a zjednodusi se i tvar pro translacni ¢ast duélniho
kvaternionu g¢., tj.: g- = [0, (aita + t3d1)/2, (—dita +t3a1)/2,0]. Dualni kvaternion a; = q;p,.
viz vztah (20), upravime:
_ - -
0
0
a2d1
0
aifo — gody + az fi
a19z + fadi + azgy
0

ag =
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Obrazek 2: Hyperbolicky paraboloid v zakladni poloze (vlevo) a po transformaci (vpravo).
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Obrézek 3: Ptvodni javorovy list (zeleny) a po otoceni o tihel § okolo bodu A = [500, 500] a
zvétseny s = 1,6 (modry).
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Souradnice vysledného bodu P jsou tvaru:

P = lasfs — gads + asf3 + g3ds, asgs + fads — f3ds + asgs). (23)

Zvétseni bodu ziskdme tim, Ze prendsobime pfislusné soufadnice bodu konstantou s. Algori-
tmus pro otoceni, posunuti a zvétseni bodu najdeme v [7]. Vystup kodu muZzeme nalézt na
Obr. 3. Funkce také dokdze vypocitat hodnotu zpétné transformace.

6 ZAavér

V praci byla zpracovana zakladni teorie tykajici se kvaterniont, dualnich ¢isel a duélnich
kvaternionti. Duélni kvaterniony dokézi popsat piimé shodnosti. Vyhodou je, Ze mohou
jednodusSe reprezentovat rotaci a translaci v jedné prostorové operaci. Vyuzivaji se naptiklad
tam, kde neni mozné vyuzit reprezentaci rotace a posunuti pomoci matic. V dnesni dobé
maji §iroké vyuziti. Muzeme je vyuzit v robotice. Dokazi fesit naptiklad problém hand-eye
kalibrace. Duélni kvaterniony popisuji pozici mezi tichopem robota a kamerou, kterd je k
uchopu pripevnéna. Roboticky systém se skldda z nékolika ramen, pricemz je jedno rameno
vybaveno specialni kamerou. Lékar tak muze presné urcit pohyb chirurgickych néstroju.

V praci je nastinéna aplikace dualnich kvaternionti pro aktualni problém. Katedra kyber-
netiky na ZCU se v této dobé zabyva segmentaci z ultrazvukovych snimku. Technika, ktera
z ultrazvukovych snimki dokéze presné oddélit pozadovany objekt od pozadi, ma velky po-
tencial pro aplikaci v lékarstvi.
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Aplikace numerické matematiky na dynamiku tekutin

Martin Ptacek *
Abstrakt:

Pro fteSeni hyperbolické rovnice, ktera popisuje dynamiku tekutin, vyuZijeme
dvojkrokovou Laxon-Friedrichovu metodu 1. a 2. fddu, kompozitni a kinematickou
metodu. Ziskana reSeni pak porovname s exaktnim reSenim daného problému.

* Katedra matematiky, Fakulta aplikovanych véd, ZCU v Plzni, Univerzitni 22, 306 14 Plzeti
email: heky@students.zcu.cz
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ZPRACOVANI KODOVYCH MERENI GLOBALNICH
NAVIGACNICH SYSTEMU

Tomas Tichy!

1 Uvod

Tento projekt slouzi ke zpracovani kédovych méreni GNSS. Kodové méfeni méii s presnosti
v fadech metri a vyuzivaji ho predevsim turistické navigace, auto navigace a navigace v te-
lefonech. Pro presnéjsi méfeni, napt. v geodézii, se vyuziva fazové méreni. Fazové méreni se
pi vhodnych podminkéch (2 pfijimace, pficemZ jeden stoji na bodé o znamych soufadnicich)
se presnost zlepsi na Tadové cm, timto se ale tento projekt nezabyva. Tento projekt vznikl v
ramci predmétu teoreticka geodézie 2 na katedie vyssi geodézie. Hlavni naplin tohoto predmétu
je seznamit studenty s GNSS a pochopit principy ur¢ovani polohy.

2 Globalni navigacni satelitni systémy

Globalni druzicovy (naviga¢ni) polohovy systém (anglicky Global Navigation Satellite System,
zkratkou GNSS) je sluzba umoznujici za pomoci druzic autonomni prostorové urc¢ovani polohy
s celosvétovym pokrytim. Uzivatelé této sluzby pouzivaji malé elektronické radiové pfijimace,
které na zékladé odeslanych signélu z druzic umoznuji vypocitat jejich polohu s presnosti na
desitky az jednotky metri. Presnost ve specialnich nebo védeckych aplikacich muze byt az
nékolik centimetri az milimetri.

V roce 2008 je jediny plné funkéni systém provozovany armédou USA NAVSTAR GPS.
Ruska vlada schvalila znovuobnoveni GNSS GLONASS do plného operacniho stavu. Vyvoj
probihé na evropském GNSS Galileo, ¢inském Compass a s jejich uvedeni do provozu se pocita
po roce 2012. Mimo GNSS existuji i regionélni autonomni druzicové polohové systémy jako je
existujici ¢insky Beidou-1 a vyvijeny indicky IRNSS a japonsky QZSS.

Neékteré literatura se zminuje o dvou generacich GNSS:

e GNSS-1 Do prvni generace jsou zafazoviny GPS a GLONASS s podpturnymi systémy
SBAS, GBAS a LAAS. Tyto systémy byly prioritné vyvinuty pro vojenskou sféru a sekun-
darné zajistuji stalé globalni pokryti sluzbou pro civilni sektor.

e GNSS-2 Do druhé generace se fadi vyvijené GNSS jako GPS-III, Galileo, Compass. Zajis-
tuji vysokou presnost a spolehlivost pro aplikace Safety of Life plnohodnotné pro vSechny
uzivatele.

Zjednodusené lze druzicové polohové systémy popsat jako druzicovy radiovy dalkomérny
systém:

e Délkomérny systém je takovy, kdy se poloha néjakého objektu urcuje ze vzdalenosti od
bodu se znamou polohou. Nap¥. v krajiné lze urcit polohu pomoci mapy a dalekohledu,
ktery umi zmérit vzdalenost od pozorovaného objektu. Dalekohledem zmérime vzdélenost
ke dvéma vyzna¢nym objektim a kruzitkem na mapé nakreslime kolem kazdého objektu
kruznici o zméfeném poloméru. Zjistovana poloha je v jednom z prusecikia obou kruznic.

'Katedra vyssi geodézie, Fakulta stavebni, Ceské vysoké uceni technické v Praze, Théakurova 7,166 29 Praha
6 - Dejvice tomas.tichy@fsv.cvut.cz
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e Radiovy systém pro méreni ur¢itého parametru vyuziva radiovych vin. "Radiovy dalko-
mérny"systém k méfeni vzdélenosti vyuziva radiovych vin takto: Do bodu se zndmou
polohou je umistén vysila¢, ktery vysila radiové viny s ¢asovymi znackami. V bodé, jehoz
poloha se méri, umistime pfijimac, ktery porovnava ¢asové znacky se svymi "hodinami".
Tim je mozno zmérit zpozdéni, tj. jak dlouho trvalo rddiové vIné, nez k pfijimaci dora-
zila. Protoze se radiové viny pohybuji zndmou rychlosti, stac¢i pro vypocet pozadované
vzdalenosti vynasobit zmétrené zpozdéni touto rychlosti.

e Druzicovy je systém oznacovan proto, ze body se znamou polohou jsou druzice obihajici
Zemi. Aby bylo mozno uréit polohu druzic, musi byt v jejich vysilani nejen ¢asové znacky,
ale 1 parametry drahy dané druzice

2.1 Americky systém NAVSTAR GPS

Navigation Signal Timing and Ranging Global Positioning System dale jen NAVSTAR GPS.
Americky systém je nejstarsi za vSech systému urcovani polohy, ktery je od roku 1996 po-
kracovatelem projektu GNSS Transit. Systém se sklada ze tii uzivatelskych segmentu a to z
kosmického, ridiciho a kontrolniho a uzivatelského.

2.1.1 Kosmicky segment GPS

Kosmicky segment se sklada z 32 druzic ve vysce 20200 km nad Zemi, se sklonem roviny drahy 55
. Minimalni pocet druzic je 24, na ktery byl systém projektovan. Pro dalsi rozsitovani by bylo
tfeba zménit vysilany signal. Druzice se pohybuji na 6 kruznicovych drahéach, kde na kazdé
kruznici je nepravidelné rozmisténo 5-6 druzic (dfive 4 pravidelng). Obézna doba jednotlivé
druZice rychlosti 3,8 km - s~! je piiblizné 11 hodin a 58 minut.

Druzice vazi necelé dvé tuny a obsahuje troje az ¢tvery velmi presné atomové hodiny s
cesiovym ¢i rubidiovym oscilatorem, 12 antén RHCP pro vysilani radiovych kédu v pasmu L
(2000-1000 MHz),antény pro komunikaci s pozemnimi kontrolnimi stanicemi v pasmu S (2204,4
MHz), antény pro vzajemnou komunikaci druzic v pasmu UHF, optické, rentgenové a pulzni-
elektromagnetické detektory senzory pro detekci start balistickych raket a jadernych vybuchi
a solarni panely a baterie jako zdroj energie.

Druzice vysilaji v pasmech, ktera jsou zvolena zamérné tak, aby byla minimalné ovlivnéna
meteorologickymi vlivy. Pridéleno je nékolik frekvenci a kazdé frekvenci odpovida jeden vysilaci
kanal:

e L1 (1575,42 MHz), kde je vysilan C/A kod je dostupna pro civilni uzivatele, déle je
siten vojensky P(Y) kod, ktery je Sifrovany a pfistupny pouze pro autorizované uZivatele.

v

Druzice bloku ITR-M a novéjsi jsou pripraveny vysilat vojensky M kod.

e 1.2 (1227,62 MHz), kde je vysilan vojensky P(Y) kod. DruZice bloku ITR-M a nové&jsi jsou
pripraveny vysilat vojensky M kod a civilni C kod.

e L3 (1381,05 MHz) od bloku druzic IIR vysila signély, které obsahuji data monitoro-
vani startii balistickych raket, detekci jadernych vybucht a dalsich vysokoenergetickych
zdroji. Program nalezi k The United States Nuclear Detonation (NUDET) a United
States Nuclear Detonation Detection System (USNDS).

e 1.4 (1841,40 MHz) se vyuziva pro méfeni ionosférické refrakce. Prichod signélu ionosférou
zpusobuje zpozdéni radiového signalu, kterd se promita do chyb pii urceni polohy. Toto
ionosférické zpozdéni lze eliminovat, jestlize méfime zpozdéni na dvou kmitoc¢tech, nebo
ziskanim korekei.
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e L5 (1176,45 MHz) se planuje jako civilni Safety-of-life (SoL.) signal. Tato frekvence spada
do mezinarodné chranéné oblasti letecké navigace, ve které je malé nebo zadné ruseni
za vSech podminek. S vypusténim prvni druzice bloku IIF, ktery bude poskytovat tento
signal se pocita na rok 2009.

Druzice jsou nékolikrat do roka, obvykle planované, odstaveny pro tdrzbu atomovych hodin
a korekci drahy druzice. Udrzba trva piiblizné 12-24 hodin. Primérna Zivotnost druzice je asi
10 let, obména kosmického segmentu trva priblizné 20 let.

Pro popis stavu kosmického segmentu jsou definovany dva stavy implementace:

e plna operacni schopnost (FOC, Full Operational Capability) - oznaceni stavu, kdy je
nejméné 24 druzic plné funkénich, podporujici novou technologii. Poprvé byl vyhlasen 17.
Cervence 1995 po vypusténi a zprovoznéni 24 druzic Bloku II a ITA.

e Castecna opera¢ni schopnost (IOC, Initial Operational Capability) - oznaceni stavu, kdy
je nejméné 18 druzic plné funkénich, podporujici novou technologii. Poprvé byl vyhldsen
8. prosince 1993 po vypusténi a zprovoznéni 18 druzic Bloku I, II a ITA.

2.1.2 Ridici a kontrolni segment

Operatorka ridiciho stfediska na letecké zédkladné Schriever, monitorujici stav kosmického seg-
mentu.
Segment se sklada z nékolika ¢asti:

e velitelstvi - Navstar Headquarters na letecké zédkladné Los Angeles v Californii v USA.

e fidici stredisko (MSC, Master Control Station), na letecké zakladné Schriever USAF v
Master Control Station) umisténé v Gaithersburg (Meryland, USA) pfebira cviéné 4x do
roka fizeni systému, v nouzi je pfipravena do 24hodin.

e 3 povelové stanice (Ground Antenna), které jsou umistény na zékladnach USAF: Kwaja-
lein, Diego Garcia, Ascension Island piipadné i Cape Canaveral.

e 18 monitorovacich stanic (Monitor Stations), které jsou umistény na zékladnach USAF:
Havaj, Colorado Springs, Cape Canaveral, Ascension Island, Diego Garcia, Kwajalein
a dale stanice spravujici NGA: Fairbanks (Aljaska), Papeete (Tahiti), Washington DC
(USA), Quitto (Ekvador), Buenos Aires (Argentina), Hermitage (Anglie), Pretoria (Jizni
Afrika), Manama (Bahrain), Osan (Jizni Korea), Adelaide (Australie) a Wellington (Novy
Zéland)

Ridici a kontrolni segment komunikuje s uzivateli také prostfednictvim zprav GPS NANU
(Notice Advisory to NAVSTAR Users), kde zvefejiiuje planované odstavky druzic, jejich stazeni
a uvedeni do provozu nebo i zpétné informace o nezdravé druzici.

Pokud by doslo k zniceni pozemnich vojenskych stanic fidiciho a kontrolniho segmentu,
prechéazi druzice do rezimu AUTONAV (Autonomous Navigation Mode), ve kterém jsou schopny
dale pracovat az 6 mésici. V tomto rezimu spolu druzice komunikuji a porovnavaji vzajemné
mezi sebou své efemeridy a stav palubnich hodin. Vysledky poskytuji uzivatelskému segmentu v
navigacni zpravé. Tento rezim vSak nikdy nenastal, nejsou ani zndmy vysledky jeho pfipadnych
testu.
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2.1.3 Uzivatelsky segment

Uzivatelé pomoci GPS prijimace piijimaji signaly z jednotlivych druzic, které jsou v danou
chvili nad obzorem. Na zakladé piijatych dat (Gasovych znacek z jednotlivych druzic a znalosti
jejich polohy) a predem definovanych parametrt pfijima¢ vypocita polohu antény, nadmotskou
vysku a zobrazi pfesné datum a ¢as. Komunikace probih& pouze od druzic k uzivateli, GPS
prijimac je tedy pasivni.

Rozdéleni prijimaci podle prijimanych péasem:

e jednofrekvencni

e dvoufrekvenéni

e vice frekvenéni (pfipravuji se pro pasmo Lb5)

Rozdéleni prijimact podle kanalt:

e jednokanalové (pouzivané v ranych fazich projektu GPS)
e vicekanélové

Rozdéleni pfijimaci podle principu vypocti:

e kodova

o fazova a kodova

Tento projekt ze zabyva zpracovanim pouze kédovych méreni. Uzivatelé vyuzivajici systém GPS
miizeme rozdélit do dvou skupin:

e autorizovani uZivatelé (vojensky sektor USA a vybrané spojenecké armady) vyuZivajici
sluzbu Precise Positioning Service (PPS) majici k dispozici dekodovaci klice k P(Y) kodu
na frekvencich L1 a L2. Tito uzivatelé maji zaru¢enou vyssi presnost systému. Uplatiuji
se predevsim v aplikacich:

— podpora veleni a vojakt v poli
— doprava

— navadéni zbranovych systému

— vojenska geodézie a mapovani

— presny Cas (<10-7s)

e ostatni uzivatelé (predevsim civilni sektor) mohou vyuzivat Standard Positioning Service
(SPS) a maji k dispozici C/A kod na frekvencich L1. Pfijimace vyrobené v USA nesméji
byt exportovany, pokud nemaji nastavena omezeni vysky do 18 km (60 000 ft) a rychlosti
do 515 m/s (1 000 knots). Tyto limity vychazi z prevence mozného zneuziti jako systému

orientace v prostoru ve zbranich obdobnych balistickym raketam nebo stieldm s plochou
drahou letu. Typickymi profesemi a odvétvimi civilnich uzivateld jsou:

— doprava (pozemni doprava, letectvi, ndmoinictvo, kosmické lety)
— geologie a geofyzika

— geodézie a geografické informacni systémy

— archeologie

— lesnictvi a zemédélstvi

— turistika a zabava

— presny Cas (<10-6s)
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2.2 Rusky systém GLONASS

GLONASS (tr.: Globalnaja navigacionnaja sputnikovaja sistéma) je globélni druzicovy polo-
hovy systém (GNSS) vyvinuty v SSSR a nyni provozovany ruskou armédou. S jeho pomoci
je mozno urcit polohu a presny cas kdekoliv na Zemi nebo nad Zemi. Cast sluzeb tohoto Sy-
tému s omezenou presnosti je volné k dispozici i civilnim uzivatelim. Je obdobou amerického
vojenského GNSS GPS.

V letech 1996-2001 byla kosmicka ¢ast systému GLONASS v upadku. Od roku 2001 (do
2012) je provadéno jeho znovuobnoveni do plného opera¢niho stavu.

Vyvoj GLONASS byl zahédjen v roce 1970 vytvorenim dokumentu Ministerstva obrany
SSSR, Sovétské akademie véd a Sovétského namotnictva o vyvoji jednotného systému pro na-
vigaci na zemi, na vodé i ve vzduchu, ktery byl v roce 1976 prijat a prvni testovaci druzice byla
vypusténa v roce 1982.

V soucasnosti (brezen 2010) Rusko spolupracuje pfi pouziti tohoto systému s Indii

2.3 Evropsky systém Galileo

Navigacni systém Galileo je planovany autonomni evropsky Globalni druzicovy polohovy systém
(GNSS), ktery by mél byt obdobou americkému systému Navstar GPS a ruskému systému
GLONASS. Jeho vystavbu zajistuji staty Evropské unie a jejich instituce. Spusténi GNSS
Galileo je stale oddalovdno a ptuvodné mél byt provozuschopny od roku 2010, podle novych
plani je nejblizsi rok spusténi 2014. Projekt byl pojmenovan podle italského védce Galilea
Galileo, ktery se mimo jiné zajimal i o problémy namofni navigace.

Kromé téchto systému existuje jesté francouzsky Doris a ¢insky Compass. Jejich vyznam je
vsak zatim velmi maly.

3 Kobdové méreni

Pouziva se u vétsiny levnégjsich piistroji. Méreni probihd na C/A kodu nosné L1 viny. Méreni
vzdalenosti je nahrazeno mérenim doby 74, potfebné k tomu, aby signal z druzice dosahl ptiji-
mace. Doba 74 se v GPS urcuje z rozdilu ¢asu prijeti signalu prijimacem ¢, a ¢teni druzicovych
hodin t; v okamziku odeslani signélu. Z tohoto rozdilu je mozné vypocitat vzdalenost mezi
druzici a pfijimac¢em pomoci vztahu

D,i:c-(tk—ti):c-Tmi (1)

kde ¢ = 299792458.0m /s je rychlost svétla, ¢; je ¢teni hodin piijimace v okamziku prijeti sig-
nalu, ¢; je ¢teni hodin druzice v okamziku odeslani signalu a 7,,,; je tedy mérena doba prenosu
signalu. Tato vzdélenost je vSak zatiZena mnoha chybami, nazyva se tedy pseudovzdalenosti
(pseudorange) nebo také zdanlivou vzdalenosti. Nejvyznamnéjsi chybou je nesynchronnost ¢a-
sové zakladny systému (druzice) a uZivatele (pfijimace). Casova zakladna prijimace (tzv. ho-
diny) je totiz posunuta o neznamy ¢asovy interval d; (tzv. chyba hodin pfijimace), ktery muzeme
prepocitat na vzdalenost b = ¢ - d; . Pro urceni polohy musime tedy pridat do rovnic chybu
hodin prijimace d; jako ¢tvrtou neznamou, zéehoz vyplyva nutnost prijmu signalu od nejméné
4 druzic soucasné.

sz"CZ\/p(xi—Ik)2+(yz‘—yk)2+(zi—2k)2: = (Tmi+0) = Df+b, i=1,2,3,4 (2)
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4 Zpracovani dat

4.1 RINEX

Pro pozdé&jsi zpracovani métrenych dat (tzv. postprocessing) bylo vyvinuto nékolik formati.
Mezi nejpouzivanéjsi patii RINEX (Receiver INdepenedend EXchange format). PouZivaji se dvé
formy tohoto formétu - naviga¢ni (informace o poloze druzic, koncovka .XXnl17) a observac¢ni
(méfena data - pseudovzdélenosti a fazova méteni, koncovka .XXo). Pro ukladani zpiesnénych
soufadnic druzic je urc¢en format SP3. V ru¢nich GPS piijimacich se pouziva textovy protokol
NMEA. Ukéazka soubort se struénym popisem je v prilozena na konci této zpréavy.

4.2 Zadani

Napfiklad v adreséari /pub/igs/data/2009/099/ protokolu FTP na [ftp://igs.ensg.ign.fr/|
si stdhnéte dle numerického zadani soubor ve formatu RINEX obsahujici data méfena pfijima-
¢em GNSS stanice sité¢ EUREF EPN v rozmezi jednoho dne v GPS tydnu 1526. Na soubory je
pouZita jak komprese pomoci SW compress (.Z), tak komprese Hatanaka (.RRd misto .RRo).
WinZip format .Z rozbalit neumi, ve Windows pouzijte program compress.exe (névod, de-
compr.bat), nebo gzip.exe. O kompresi Hatanaka se vice do¢tete zde [ftp://terras.gsi.go.jp/
software/RNXCMP|, kde je také odkaz na SW na dekompresi pro razné OS (i pro Windows).
Kompresi .tar umi rozbalit napt. TotalCommander.

Vyuzijte dat z tohoto souboru a spocitejte polohu stanice pomoci pseudovzdalenosti zis-
kanych z P2-kdédu na druhé nosné viné. Pouzijte data pro epochy v ¢asech t,ts,t3 a vyuzijte
vSechna méfeni na druzice systému GPS. Kromé polohy stanice urcete také opravu hodin piiji-
mace pro kazdou epochu. Jako apriorni priblizné souradnice stanice vyuzijte souradnice zadané
v souboru RINEX. Polohu druzic a opravu druzicovych hodin spocitejte na zakladé souboru
formatu SP3 obsahujiciho presné efemeridy druzic. Vypocet polohy druzice v okamziku vyslani
signalu vypocitejte pomoci kvadratické interpolace ze tfech etap souboru SP3, ¢asové nejblizsich
zadanym epocham tq, o, t3.

Soubory SP3 dohledejte na internetovych strankach sité¢ EUREF EPN [www.epncb. oma.be/|
nebo na strankach sluzby IGS |http://igscb.jpl.nasa.gov/| (pomucka - oproti mérenym
dattim - observa¢nim souborim, se soubory SP3 nachézeji v adresari products, ne data, a jsou
fazeny ne podle roka a dnu v roce, ale podle ¢isla GPS tydne).

Jako rychlost svétla pouzijte hodnotu ¢ = 299792458.0m/s.

Podrobny popis formatu RINEX a SP3c naleznete v dokumentech: .

4.3 Osobni zadani:

c1ar0990.090 - soubor RINEX s naméfenymi daty.
Epochy: V casech: t1 = 12.15, t2 = 12.30, t3 = 12.45

4.4 Vypocty
4.4.1 Vypocet polohy prijimace z nediferencovanych kédovych méreni

Vypocet polohy pfijimace z kodovych méreni je klasickou aplikaci systému GPS a jde o tdlohu,
ktera je fesené v kazdém jednoduchém prijimaci slouzicim pro navigac¢ni Gcely. Vstupnimi daty
jsou kodova méreni z jednoho nebo vice okamzikii, a vystupem soutfadnice pfijimace. Princip
vypoctu je popsan v nasledujicich odstavcich.
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Koédovy prijimac je schopen méfit ¢asovy posun mezi okamzikem vyslani a okamzikem piijmu
signalu, presnéji je schopen mérit rozdil casi
At =tp—t° (3)
Zavedeme opravu hodin pyijimace Sp(Tr) v Case Tr a opravu hodin druzice 6°(T?) v case
TS
6r(Tr) =tr —Tr (4)

ST =t - T% (5)

Rovnici (3) mizeme tedy prepsat do nasledujiciho tvaru:

At = [Tg + 0r(Tr)] — [T° + 6°(T7)] = AT + 6r(Tr) — 6°(T°) (6)

kde AT je sprdavny tranzitni cas.
Vztah popisujici pseudovzdalenost mezi prijimacem a druzici dostaneme vynasobenim rov-
nice (6) rychlosti svétla c.

RY = cAt = cAt +c- (6r — 6%) = 03(Tr, T°) + c6r(Tr) — c6°(T9) (7)

kde 0% (Tr, T?) = cdT je skuteéna vzdélenost p¥ijimace R v okamziku pifjmu signalu (Tx) a
druzice S v okamziku vyslan{ signalu (7). R% je poseudovzdalenost s promitnutim chyb hodin
prijimace a druzice.

Rovnici pro pseudovzdalenost prepiseme do tvaru:

R3 = \/ (Xr — XS(TS))2 + (Yr — YS(T9))2 + (Zr — Z5(T9))? + cSr(Tr) — c6°(T%)  (8)
S vyuzitim symboliky mé rovnice pozorovani pro k-tou druzici a i-tou epochu v ¢ase T; tvar:

Ry(T3) = oy (Ti) + ¢ 0p(T3) — ¢ o°(T}) (9)

RE(T:) = \/(X, = XM(T]) + (Y, = YH(TH))? + (2, = ZH(TF)? + ¢ g,(T3) — - &(TF) (10)

Pro parcialni derivace geometrické vzdalenosti p v i-té epoSe pro k-tou druzici zavedeme
néasledujici substituce:

ity = 29T = K = XHTH)
0X (X,0,Y00,Zp0) 050 (T3)
iy = 29T _ Y= YHIY) -
aY (X;U07Y1>O:Zp0) QPO(E)
sty = 250 _ Zw — 2T
’ 0X (Xp0,Yp0,Zp0) QPO(T”L'>

kde (X0, Yy0, Zp0) jsou piiblizné soufadnice pfijimace a

05 (Ty) =\ (Xpo — XE(TE))? + Yy — YE(TE))? + Zyy — ZH(TE))?
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hodnota geometrické vzdéalenosti spoctené z téchto soutadnic.
Potom matice A ma tvar:

a vektor 1

a%( ;) b%(TI;) c%(Tli) 10 0
0(T2) BT T 10 0
ap( ) bp<Tl ) Cp(Tl ) 10 0
am (Tyt) by Tty e (Tt) 10 0
a%(TQ;) b%(T%) c%(T%) 0 1 0
ag(T%) bg(TQS) cg(T%) 0 1 0
ap( 2) bp(TQ) cp(T2) 0 1 0
AT BT rA(TE?) 0 1 0
(Tl T T 0 0 1
(D) BT ) 00 1
(T BT AT 00 1
ar(Trm) b (T er (T 000 1

op0(Th) = Ry(Th) — c- 61(T})
0p0(Th) = B(Th) — ¢ 6*(T7)

oy (1) — Ry(Th) — ¢ 6™H(T1™)

Q]laO(Tz) - RII)(TQ) —C- (Sl(TQI)
050(T2) — R2(Ty) — ¢ - 6*(T3)

P

o5 (To) = Ry (T3) — ¢ - 6™*(1372)

0p0(Tn) = Ry(Ty) — ¢ 61(17)
) = Ry(T,) — ¢ 6%(T3))

00" (1) — Ry (Ty,) — ¢ - ™ (15"™)

Vypocet priristku souradnic

X =—(ATPA) - AT]

(12)

(13)

(14)

kde matice P je jednotkova, a tak se nemusi s ni déle pocitat. (Vaha vSech méfeni je stejné.)
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4.5 Vysledky
4.5.1 Vypoctené hodnoty

X Oy Agy.
Xpo | -2458194.191 m | 3.3286 m | 24.283 m
Y0 | -4680505.985 m | 2.3572 m | -38.534 m
Zpo | 3556793.532 m | 7.8223 m | 35.0361 m

Tabulka 1: Vysledné souradnice, stfedni chyby a rozdil od pfibliznych souradnic.

T; a; Ap, =19 or,
Ty | 16.998 | 5.66996 108 | 11.6725
T, | 27.097 | 9.03859 108 | 7.8533

Ty | 20.818 | 6.94425 -10~8 | 7.8377

Tabulka 2: Vysledné oprava hodin prijimace a stfedni chyby.

4.6 Zavér zpracovani

Vypoctené souradnice se lisi od pribliznych o cca. 40 metri, druzice ¢islo ¢tyii méla ve treti
epoSe poruchu, a tak nemohla byt do méfeni zahrnuta.

5 Zavér

Tento projekt mél poslouZit k seznameni s principem fungovani zpracovani C/A signalu z GNSS.
Projekt pocita data namérena stanici Nancy King americké geologické sluzby. Tato stanice méri
nepretrzité a data jsou k dispozici na internetu. Jedina vyhoda tohoto projektu oproti urc¢ovani
polohy v redlném case, je ta, zZe projekt pocita s daty o presné poloze druzic, kterou vydava
NASA zpétné na internetu. Pokud by data byly k dispozici v redlném case i ru¢ni pfistroje,
jejich presnost by se zvysila. Stale by ale nejpresnéjsi bylo fazové méreni.
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Ciselné soustavy se zapornym zakladem
Tomas Vavra *

Abstrakt:

Budeme se zabyvat teorii ¢iselnych soustav se zapornym zakladem, které zavedli S. Ito a
T. Sadahiro. Nejprve budou predstaveny znamé vysledky tykajici se soustav s kladnym
zakladem, zejména jejich aritmetické vlastnosti a jako analogie bude predstavena teorie
soustav se zdpornym zdkladem s nové dosazenymi vysledKky, zejména v aritmetice
v téchto soustavach.

* Katedra matematiky, FJFI, CVUT v Praze, Biehova 7,115 19 Praha 1
email: t.vavra@seznam.cz
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Véty o existenci a jednoznacnosti feSeni
Plateauva problému

Jana Veckova*

Abstract

Tento ¢lanek je souhrnem vét o FeSitelnosti a jednoznac¢nosti problému, ktery byl po-
jmenovan po belgickém fyzikovi J. A. F. Plateauovi. Problém byl formulovan dfive jiz
Lagrangem a Meusnierem a zabyva se hledanim plochy s nejmensim ploSnym obsahem
uvnitt dané uzaviené hranice. V 19. stoleti byl tento problém feSen pro rizné typy
hrani¢nich k¥ivek. Dostate¢né obecné feseni uvedli v roce 1930 soucasné americky matem-
atik J. Douglas a madarsky matematik T. Rado, i kdyZ jejich pristupy k dukazu byly
odligné.

1 Uvod

Vytvarujeme-li z dratku uzavienou kfivku a ponofime-li ho do mydlové vody, po jeho
vytahnuti se zformuje plocha (mydlovd membrana nepraskne), ktera je z fyzikalniho hle-
diska v rovnovaze a miizeme tedy usuzovat, Ze existuje minimalni plocha pro danou hranici.
Z matematického hlediska nemé takovy pokus zZadnou vypovédni hodnotu. Je potieba zfor-
mulovat vstupni udaje, které matematicky popisuji zadanou hranici (tvarovany dratek)
a definovat podminky, které spliiuje vyslednad minimalni plocha.

S nejednoznacnosti se setkdvame jiz na samém pocatku formulace tlohy, kdy se mtizeme
divat na minimélni plochu jako na plochu s nulovou stfedni kfivosti nebo jako na plochu,
s nejmensim plosnym obsahem.

2 Formulace tlohy

V této Casti zavedeme potiebné definice pojmi z diferencidlni geometrie a matematické
analyzy, matematicky zformulujeme danou tlohu i jeji feSeni.

Definice 1 Méjme mnoziny

w=1{(01, 02) €R? 07 + 03 <1}

Ow = {(01, 62) € R?; 07 + 03 = 1}.

Uzaviend Jordanova kiivka I' v R3 je podmnozina R3, kterd je homeomorfni (tj. evistuje
mezi nimi spojité a ryze monoténni zobrazeni zobrazeni na) s Ow.

Rekneme, e X : w — R3 je feSenim Plateauva problému pro hranici I', pokud jsou
splnény ndsledujici podminky

*CVUT, Fakulta stavebni, Katedra matematiky, veckova@mat.fsv.cvut.cz.

_97_


mailto:veckova@mat.fsv.cvut.cz

e X e (@, R NC? (w, RY),

o zobrazeni X spliiuje v w ndsledujici rovnosti

AX =0, (1)

oX 0X
T 96, 96

=0, (2)

H 9 H 90y

o restrikce X|,,, je homeomorfismus Ow na T'.

Parametrizact X plochy X(w) nazveme konformni, pokud spliiuje rovnosti (2).

Poznamka:

1. Omezeni na zobrazeni z otevieného jednotkového kruhu w do R3 neubira na obec-
nosti.

2. C*(w, R3) znad prostor spojitych funkei z w do R3, které maji spojité derivace az do
rfadu k. V tomto piipadé se jednéa o spojitost vektorovych funkci, kterou rozumime
spojitost jednotlivych souradnicovych funkci.

3. @ je uzdvér mnoziny w a dw jeji hranici.
4. A znaci Laplaceiv operétor.

5. |||l je klasickou normou vektoru a tecka mezi vektory skalarnim soucinem.

Definice 2 Pro vijse uvedené vektorové funkce X definujeme plosny funkciondl

8X 0X

46, d
90, = 6, || 471472

AX) =

a Dirichletiv funkciondl

1
bX) =3 (Haal

Definice 3 W21 (w, ]R3) je standardni Soboleviv prostor. Pro uzavienou Jordanovu kfivku
I fekneme, Ze zobrazeni X : w — R3 je tridy €(T'), pokud X € Wy (w, R?’) a pokud
mizeme restrikci X|,, vyjddrit spojitym monotdnnim (ne nutné ryze monotdnnim) zo-
brazenim ¥ : 0w — I' z Ow na I' (1. kaZdd Lo(Ow)-reprezentace Xl|,,, je shodnd s V aZ
na mnozinu Hausdorffovy 1-dimenziondlni miry nula).

df dos.
H392 ) e

3 Klicové véty o existenci
Plogny funkcional A(X) muZeme shora omezit funkcionilem Dirichletovym D(X):

A(X) < D(X), (3)



protoze pro kazdé dva vektory u, v plati
1 2, 1 2
[ vif < flafl vl < 5 llall®+ 5 IvIF®-

V piipadé, ze X je konformni parametrizace nastava v (3) rovnost. Podle Lichtensteinovy
véty muzeme pro kazdou regularni (pro kazdé (i, 03) € w existuje jedina te¢na rovina
plochy X(w) v X(61, 63)) hladkou plochu takovou parametrizaci najit. Déle tedy dokazu-
jeme véty o Dirichletové funkcionélu pro konformni parametrizaci plochy.

Uvedeme dvé véty, které zaruci existenci minima Dirichletova funkcionalu. Toto mini-
mum za ur¢itych podminek spliiuje predpoklady (2) a je tedy zarovei minimem plogného
funkcionélu i feSenim Plateauova problému.

Véta 1 (Existence minima Dirichletova funkciondlu) Pokud je €' (') neprdzdnd, pak ez-
istuje X € €(I') takovd, Ze

D(X) = inf {D(X); X € €()},

kterd je spojitd na @ a harmonickd (spliuje (1)) na w. Specidlné, pro kazdou Jordanovu
krivku konecné délky takovd X existuje.

Diikaz:  Uvedeme pouze stéZzejni kroky dikazu. Podrobnéji je dikaz popsan napt v [1],
kapitola 4.

1. Pomoci Fourierova rozvoje homeomorfni reprezentace I' odvodime postacujici pod-
minku (nikoliv nutnou), Ze pro kazdou Jordanovu kiivku kone¢né délky je mnoZina
¢ (I") neprazdna.

2. Ukazeme, Ze problém hledani minima D(X) v '(X) je ekvivalentni problému hledani
minima v €*(I"), kterd obsahuje funkce z € (I'), jez navic spliiuji podminku tif
pevnych bodu, tj.

X (01, 02i) = Qi, i=1,2,3,

kde (014, 02,;) jsou tii rizné body na dw a @; jsou tii rizné body na I'.

3. Vybereme posloupnost {X,,} >, zobrazeni X,, € ¢*(I') takové, Ze

lim D (X,) = inf {D(X); X € €*(I)},

X, € C%w, R*) N C%*(w, R?),
AX,=0 vw.
4. Pomoci Courantova-Lebesgueova lemmatu ukéZeme, Ze okrajové hodnoty X,|s,
kazdého ¢lenu minimalizujici posloupnosti {X,,} jsou stejnomérné spojité na dw.

5. Tim jsou splnény piedpoklady Arzelaovy-Ascoliovy véty, jejimz dusledkem je ste-
jnomérnéa konvergence posloupnosti X,|,,, k néjakému zobrazeni ¥ € O (Gw, R3)
na dw, které je navic monotonni z dw na I.

6. Protoze jsou funkce X,, spojité na @ a harmonické v w, posloupnost konverguje
stejnomérné k néjaké funkci X*, kterd je spojitd na @, harmonickd v w a spliuje
podminku t¥ech pevnych bodu. Plati X* € ¢*(I') a

inf {D(X); X € €*(I')} < D(X").
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7. Protoze posloupnost i jeji limita jsou harmonické funkce dostavame i obrécenou
nerovnost. Tedy D (X*) = inf {D(X); X € €*(I')}.

0

Véta 2 (Existence feSeni Plateauova problému) Za piedpokladi véty 1 navic plati, Ze min-
imum X* € €(T") Dirichletova funkciondlu D(X) je konformni a zobrazuje topologicky Ow
na I'.

Dikaz: Pro pfehlednost rozdélime dikaz do nékolika ¢asti a uvedeme zde pouze jejich
hlavni myslenky.

1. Zavedeme vnitini variaci 9D (X, Y) Dirichletova funkcionalu pro libovolné vektorové
pole Y (Y1(01, 62), Y2(61, 62)) =Y € C! (&, R?) predpisem
OD(X,Y) =

. oM v X OX (v 0%

2 801 001 00 001 00 \ 00, 06,
2. Ukazeme, Ze pokud je plocha X € W3 (w, R3), Y € C* ((D, Rz) je libovolné vektorové
pole a 9D(X, Y) = 0, pak X spliiuje rovnosti (2) téméf viude v w. Obracené plati,

7e pokud jsou splnény rovnosti (2) téméi véude v w pro n&jakou X € Wi(w, R3),
pak 0D(X,Y) = 0.

dd, dos.

H 90,

3. S pouzitim vnitini variace D(X) odvodime invariantnost Dirichletova funkcionalu
vzhledem ke konformnimu zobrazeni, a kazdé feSeni X* varia¢niho problému v € (I")
je minimalni plocha.

4. Protoze X* € €(I') je spojita v @, harmonickd v w a konformni, mizeme ukazat, ze
urcuje vzajemné jednoznacné zobrazeni Ow na I'; které je topologickym zobrazenim
Ow na I'.

O

4 Klicové véty o jednoznacnosti

Véta 3 Pokud existuje vzdjemné jednoznacnd rovnobéznd projekce kiivky I' na rovinnou
konvexni Jordanovu kitvku vy, pak existuje nejvyse jedna minimdlni plocha aZ na zmeénu
parametrizace.

Dikaz: Bez Gjmy na obecnosti, miZzeme provést rotaci soustavy souradné tak, Ze smér
promitani je rovnobéZny se smérem osy z a rovinou, do niZz promitame, je rovina (z, y).

1. xova a yova slozka minimalni plochy X € %(I') urcuji difeomorfismus ¢ z w na
konvexni oblast  uvnitf ~.

2. Oznad¢ime

Z=Xo¢ ', Z:Q—R3

neparametrickou reprezentaci plochy X(w), ktera je feSenim rovnice minimalni plo-
cha, ale nema nutné spojité okrajové hodnoty.
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3. Dikaz jednoznacnosti provedeme sporem. Ptedpokldddme, Ze existuji dvé riizna

feseni X, X Plateauova problému pro kiivku I'. Jim odpovidaji neparametrické
reprezentace Z a Z. Pokud je projekce vzajemnd jednoznaéné zobrazeni, pak ¢ je
homeomorfismus z @ na €. Dusledkem toho a diisledkem spojitosti X, X na @, Z,
Z na Q a spojitosti rozdilu Z — Z na 99 je tento rozdil nulovy.

Z — 7 splhuje linearni parcialni diferencialni rovnici druhého radu, pro kterou plati
princip maxima. Na {) nastava shodnost obou zobrazeni.

. Protoze X, X jsou konformnf a invertibilni, X "'oX je konformni z w na w. podminka

tfech pevnych bodt zarucuje jejich shodnost.
O

Poznamka:

1.

5

Podminky na vzajemné jednozna¢né zobrazeni lze zmirnit. Prestoze kiivka I' ob-
sahuje napf. tsecku ve sméru promitani, kterd se zobrazi do jediného bodu na 7,
existuje nejvyse jedna minimalni plocha.

v

Obecnéjsi je i Nitscheova véta, ktera Tiké, ze pro kazdou regularni analytickou k¥ivku,
jejiz celkova kiivost je mensi nez 4w existuje pravé jedna miniméalni plocha. Jeji diikaz
je velmi obsahly a mtzeme ho nalézt v [1].

Z.Avér

Prace byla podpofena grantem SGS CVUT 2010 OHK1-062/10, Matematické modelovani
vybranych tloh ve stavebnictvi.
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Spektralni vlastnosti negaussovskych nahodnych matic

Martin Vesely *

Abstrakt

Ustfednim tématem tohoto pojednani jsou spektralni vlastnosti ndhodnych matic. Je
znédmo, ze pravdépodobnostni rozdéleni normalizovanych vlastnich ¢isel obecnych gaus-
sovskych matic je popsano Girkovym kruhovym zékonem, jenz iika, Ze vlastni ¢isla ma-
tice lezi v jednotkovém kruhu se stfedem v pocatku komplexni roviny. Jsou-li ndhodné
matice symetrické, je rozdéleni vlastnich ¢isel popsano Wignerovym polokruhovym zé-
konem. Déle zavadime veli¢inu zvanou vzdalenost usporadanych vlastnich ¢isel. Tato ve-
li¢ina je ndhodné a jeji hustota pravdépodobnosti je popsana tzv. Izrailevovou formuli.
Clanek se zabyva zobecnénim zminénych zakoni pro matice s rovnomérnym, exponenci-
alnfm a gamma rozdélenim. Numerickymi testy, provedenymi v programu MATLAB bylo
zjisténo, Ze vlastnosti vlastnich ¢isel redlnych negaussovskych matic se odvijeji pouze od
rozptylu prvka matice, a nijak nesouviseji s typem jejich pravdépodobnostniho rozdé-
leni. Déle je pfedstavena hypotéza o zobecnéni Girkova kruhového zakona pro nahodné
matice s libovolnym rozdélenim prvki.

1 Uvod

Jak jiz napovida nazev, nahodné matice jsou takové matice, jejichz prvky jsou nahodné veli-
¢iny.

Prvni zminky o nahodnych maticich se objevuji ve 30. letech 20. stoleti. Tehdy vsak ziisté-
vaji na okraji zajmu, jelikoZ neexistovala vykonné vypocetni technika, kterd by umoznovala
studium jejich vlastnosti. Vétsimu zajmu se nahodné matice tési od 50. let v souvislosti s pra-
cemi Eugena Wignera v oblasti matematické fyziky. Ten vyuziva spekter ndhodnych matic
pro aproximaci spekter hamiltonianu (diferencialni operator pouzivany v kvantové fyzice pro
popis energetickych stavi ¢astic) jader tézkych prvki. V letech osmdesatych byla objevena
vazba mezi nahodnymi maticemi a teorii chaosu. Od této chvile se ndhodné matice pouzivaji
jako podklad pro simulaci chaotickych jevu ve fyzice, ekonomii, biologii, dopravé a mnoha
dalsi oborech. Neni bez zajimavosti, Ze existuje spojeni mezi ndhodnymi maticemi a prav-
dépodobnostnim rozdélenim imaginarnich ¢asti netrividlnich nul Riemannovy zeta funkce za
predpokladu platnosti Riemannovy hypotézy.

2 Typy ndhodnych matic

Existuje nékolik typt nahodnych matic se specifickymi vlasnostmi. Podivejme se na nékteré
z nich.

*Fakulta jaderna a fyzikalng inzenyrska CVUT v Praze, Katedra softwarového inZenyrstvi v ekonomii,
Skupina aplikované matematiky a stochastiky pfi katedfe matematiky
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e Obecné gaussovské matice
Prvky téchto matic jsou nahodné veli¢iny se standardnim norméalnim rozdélenim (tj.
p =0 a o? = 1). Matice nevykazuji zadnou specifickou strukturu, proto jsou jejich
vlastni ¢isla obecné komplexni.

e Matice GOE - Gaussian orthogonal ensemble
Jedna se o symetrické matice s prvky z normalniho rozdéleni, pficemz pro rozdéleni
prvki plati nasledujici pravidla:

- Qi N(p,0%) pro i#j
—a; ~ N(u,20%) pro i=j

Matice jsou déle invariantni vici transformaci ortogonalni matici U, tzn.

A € GOE = UTAU € GOE

e Matice GUE - Gaussian unitary ensemble
Jde o skupinu hermitovskych matic s prvky s normalnim rozdélenim. Pro parametry roz-
déleni redlnych ¢asti prvku plati stejna pravidla jako v pfipadé matic GOE. Imaginarni
¢asti diagondlnich prvka jsou nulové diky hermiticité matice. V pripadé mimodiagonal-
nich prvki, maji jejich imaginarni ¢asti stejné rozdéleni jako realné. Matice jsou dale
invariantni vici transformaci unitarni matici U, tzn.

A € GUE = UYAU € GUE

e Matice BRME - Band random matrix ensemble
Tato skupina je tvofena pasovymi symetrickymi maticemi. Kazd4 z matic této skupiny je
charakterizovana tzv. polositkou pasu (angl. band half-width), ozn. b. Pro prvky matice
plati a;; = 0 < |i — j| > b, pficemz 1 < b < n. Rozdéleni nenulovych prvki je shodné
se skupinou GOE.

Poznamenavame, Ze v praxi se nejéastéji setkime s maticemi, pro které plati u =0 a o2 = 1.
Matice skupin GOE, GUE a BRME také souhrné oznac¢ujeme jako tzv. Wignerovy matice.

3 Vlastni ¢isla gaussovskych ndhodnych matic

Jelikoz prvky ndhodnych matic jsou nahodné ¢isla, také vlastni ¢isla téchto matic jsou ndhodné
veli¢iny, a ma smysl ptat se, jaké je jejich rozdéleni. Podivejme se nejprve na obecné gaussovské
matice. Vlastni ¢isla téchto matic jsou popsana tzv. Girkovym kruhovym zdkonem. Uvazme
matici fadu n s vlastnim ¢islem A € C a definujme nadhodnou veli¢inu

A= % (1)

Této veli¢iné budeme fikat normalizované vlastni ¢islo. Girkav zakon tika, Zze tato normali-
zovana vlastni ¢isla jsou, pro pfipad n — oo , rovnomérné rozptylena v jednotkovém kruhu
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se stfedem v pocatku komplexni roviny. Z tohoto tedy plyne, Ze hustota pravdépodobnosti
vlastnich ¢isel je dana vztahem

1
FO) = 001 = A, )
kde symbol 6 predstavuje jednorozmérnou Heavisideovu funkci uréenou predpisem
0 prox <0
O(z) = { 1 proxz > 0. )

Prejdéme nyni k symetrickym maticim ze skupin GOE a GUE. Uvazujme opét matici radu
n. Diky hermiticité (resp. symetrii) jsou jejich vlastni ¢isla realna. Hustota pravdépodobnosti
vlastnich cisel je, za predpokladu, ze pro parametry rozdéleni prvki matice plati p = 0 a
0% = 1, popséna tzv. Wignerovim polokruhovijm zdikonem:

foy = @vn=IN) s )
2mn

Poznamenavame, ze nazev polokruhovy je odvozen od tvaru hustoty pravdépodobnosti, jenz
predstavuje rovnici polokruznice. Ze vztahu (4) je patrné, ze maximélni hodnota vlastnich
¢isel, a tudiz také jejich rozptyl, se odviji od fadu matice. Uvazime-li konstatni hodnotu fadu
matice, bude maximalni hodnota vlastniho ¢isla zaviset na rozptylu prvki matice. Vztah
figurujici ve Wignerové zakoné je pak nutné pfislusné modifikovat. Pro rozptyl vlastnich ¢isel
matic GOE a GUE plati vztah

var(\) = o?(n + 1), (5)
kde o2 je rozptyl prvki matice. Uvedme jeité podobu Wignerova zékona pro matice BRME

0(c — M)

2

fN) = ¢t = N2, (6)

me
kde

02:%(2n—b+1). (7)

Jelikoz jsou vlastni ¢isla matic ze skupin GOE, GUE a BRME realné, lze je usporadat dle ve-
likosti. Rozdil po sobé jdoucich vlastnich ¢isel je opét ndhodnou veli¢inou, nebot také vlastni
¢isla jsou ndhodna. Ma tedy smysl ptat se, jak vypada hustota pravdépodobnosti rozdéleni
této vzdalenosti (angl. eigenvalues spacing distribution). Dobrou aproximaci je tzv. Izrailevova
formule:

T ﬁ T
firy=0(nA () o ®)
Parametry A a B jsou normaliza¢ni konstanty zajistujici, aby Izraileviv vztah byl hustotou
pravdépodobnosti, a aby stfedni hodnota vzdalenosti vlastnich ¢isel byla rovna jedné. Dalsi
parametr, tj. (3, charakterizuje strukturu matice. Pro jednotlivé skupiny matic jsou hodnoty

[ néasledujici:
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e 3 € (0,1) pro matice typu BRME, pficemz pro velkd n a b plati vztah

1, 4b*

g=—"_

n+1,4b
V pripadé diagonalnich matic je § = 0.

e 3 =1 pro matice typu GOE

e [ = 2 pro matice typu GUE

diag.

Obrazek 1: Prubéh hustoty pravdépodobnosti vzdalenosti usporadanych vlastnich &isel nékterych
typt ndhodnych matic

Upozornujeme, ze Izraileviiv vztah je pouze aproximaci skutecné hustoty pravdépodobnosti
vzdalenosti vlastnich ¢isel. Existuji jesté dalsi vice ¢i méné piesné aproximace této hustoty.
Skute¢na podoba vztahu vSak prozatim nebyla analyticky nalezena.

Prubéh hustoty pravdépodobnosti popsané Izrailevovou formuli pro diagonalni matice a ma-
tice skupin GOE a GUE lze nalézt na obrazku 1.

4 Vlastnosti negaussovskych nahodnych matic

Zabyvejme se nyni otazkou, zda zakony uvedené v sekci 3 plati také pro matice s jinym
rozdélenim prvki, nez s gaussovskym. Odpovéd na tuto otdazku davaji numerické testy pro-
vedené v programu Mathworks MATLAB. Testovany byly matice jak se spojité (rovnomérné,
exponencialné a gamma), tak diskrétné (alternativné a binomicky) rozdélenymi prvky. Pozna-
menavame, ze zéakony byly ovéfovany pro matice fadu 1000, pficemz bylo vzdy vygenerovano
10000 vlastnich ¢isel.

Pro uplnost jesté uvedme podobu hustot pravdépodobnosti, resp. pravdépodobnostnich funkei
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pouzitych pravdépodobnostnich rozdéleni.

O(x —a)d(b— x)

f(z) = — (rovnomérné)
1 _ew? )
f(z) = ﬁe 207 (gaussovskeé)
]. T—p
f(z) =0(x — u)ge’T (exponencialni)
1 1

ale™h (gamma)

f(z) :Q(I)mb—ax
p"p'~® pro x € {0,1}

P(z) = (alternativni)
0 jinak
(Z)p"’*"(l —p)"* prox €N

P(x) = (binomické)
0 jinak

4.1 Girkidv kruhovy zakon

Zacnéme s testem Girkova zédkona. Uvazme nejprve matici s prvky z gamma rozdéleni s riz-
nymi hodnotami parametri a a b. Vysledek testu je patrny z obrazku 2. Leva ¢ast odpovida
pfipadu a =4 a b = 1, prava pak ptipadu a = 0,25 a b = 2. Z obréazku je zfejmé, Ze polomér
kruhu, ve kterém se nachazi normalizovana vlastni ¢isla neni vzdy roven jedné, ale zavisi na
parametrech rozdéleni. Ze série dalsich testi bylo vypozorovano, zZe polomér je dan priblizné
vztahem /ab, coz je smérodatna odchylka prvka matice, nebot rozptyl veli¢iny s gamma roz-
délenim je uréen vztahem ab®. Podivejme se, zda podobné tvzeni plati taktéZ pro matice s

[ SRR

imaginami East viastnibo dista
imaginami East viastnibo dista
o

-05 05 “as -1 05 1} 05 1 15
radling Cast viastniho cisiz radlind Cast viastniho Cisiz

Obrazek 2: Test Girkova zakona pro matice s prvky s gamma rozdélenim s parametry a =4 a b =1
(vlevo), resp. a = 0,25 a b = 2 (vpravo)

exponencidlné ¢ rovnomérné rozdélenymi prvky. Vysledek je vidét na obrazku 3. Parametry
rozdéleni prvka matice byly a = 0 a b = 1 v pfipadé rovnomérného, 4 =0 a d = 1 v piipadé
exponencialniho rozdéleni. Vzhledem k tomu, Ze rozptyly prvka matice jsou % = 1—12, resp.
52 = 1, polomér kruhu, v ném? se nachéazeji vlastni ¢isla, skuteéné odpovida smérodatné od-
chylce prvku. Dalsi testy byly provedeny pro diskrétné rozdélené prvky matice. Také v tomto

pripadé je pozorovatelny vysSe popisovany jev. Je pozoruhodné, Ze tento se vyskytuje také u
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0.5 0.5

tmagindrni Cast wiastniho Sisla
o

tmagindrni Cast wiastniho Sisla
o

TAs E 13 i 05 1 15 Tds E 05 [ 0s 1 15
reding cast viastniho disla reding cast viastniho disla

Obrazek 3: Test Girkova zakona pro matice s prvky s rovnomérnym (vlevo) a exponencialnim
(vpravo) rozdélenim

matic s alternativné rozdélenymi prvky, nebot jejich hodnoty jsou pouze 0 ¢i 1. Na zékladé
pozorovani muzeme tedy vyslovit hypotézu zobecnujici zakon o vlastnich ¢islech obecnych
nadhodnych matic.

Zobecnény Girkav kruhovy zakon:

Necht je dana obecnd nahodné matice fadu n s prvky z libovolného rozdéleni s existujicim a
kone¢nym rozptylem varX. Pak pro n — oo jsou normalizovana vlastni ¢isla této matice rov-
nomeérné rozmisténa v kruhu se stfedem v poc¢atku komplexni roviny, pficemz polomér kruhu
odpovida hodnoté v/varX. Hustota pravdépodobnosti vlastnich ¢isel je pak ddna vztahem

FOV = ;XQ(\/varX ~ ). (10)

mTvar

4.2 Wignerav polokruhovy zakon

Prejdéme nyni k ovéreni platnosti Wignerova polokruhového zédkona pro negaussovské syme-
trické matice. Uvazme opét matice s prvky z gamma rozdéleni. Vysledek testu je ziejmy z
obrazku 4. Parametry rozdéleni byly nasledujici @ = 2 a b = 1 (levy histogram), resp. a = 4

B0 T T T T T T T T T B0

]
-100 80 -60 -40 -20 u] 20 40 B0 80 100 -60 B0 -40 =20 1} 20 40 B0 80
vigstni Cislo viastni Cislo

Obrazek 4: Test Wignerova polokruhového zédkona pro matice s prvky z gamma rozdéleni s parametry
a=2ab=1 (vlevo), resp. a=4 a b= 0,5 (vpravo)
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a b= 0,5 (pravy histogram). Je evidentni, ze tvar hustoty pravdépodobnosti odpovida po-
lokruhu, av8ak v pripadé levého histogramu neni splnéna predpoved o maximélni hodnoté
vlastniho ¢isla. V piipadé pravého histogramu vsak tato predpovéd splnéna je. Tato skutec-
nost je nejspise zpusobena rozdilnymi rozptyly prvka matice, jenz v prvém piipadé ¢ini 2,
v druhém 1. Mizeme tedy predpokladat, Ze ptuvodni podoba Wignerova zakona zistane v
platnosti v pripadé jednotkového rozptylu prvki matice. V piipadé vyssiho, resp. nizstho roz-
ptylu prvki, bude také vyssi, resp. nizsi rozpyl vlastnich ¢isel, coz je ve shodé se vztahem (5).
Ovérme, tuto hypotézu také pro dalsi rozdéleni, priCemz parametry volme tak, aby rozptyl
prkvi matice byl jednotkovy. Vysledek testu shrnuje obrazek 5. Z né&j je patrné, ze predpoved

-60 -B0 -40 -20 u] 20 40 B0 80 -60 B0 -40 =20 1} 20 40 B0 80
viastni Eislo viastni islo

Obrazek 5: Test Wignerova polokruhového zdkona pro matice s prvky z rovnomérného (vlevo) a
exponencialniho (vpravo) rozdéleni

Wignerova polokruhového zakona ztistava v platnosti také pro matice s rovnomérné ¢i expo-
nencialné rozdélenymi prvky s jednotkovym rozptylem. Tyto vysledky néas vedou k formulaci
nésledujici hypotézy.

Zobecnény Wigneriv polokruhovy zakon pro symetrické matice:
Necht je dédna nédhodna symetrickd nepasova matice s prvky s libovolnym rozdélenim, pii-
¢emz rozptyl prvku je jednotkovy. Potom hustota pravdépodobnosti vlastnich ¢isel je popsana
Wignerovym polokruhovym zédkonem pro gaussovské matice skupiny GOE.

4.3 Vzdalenosti vlastnich ¢isel

Ptejdéme nyni k ovéfeni posledniho zakona tykajiciho se vlastnich ¢isel. Vzhledem k faktu, ze
hustota pravdépodobnosti vzdalenosti vlastnich ¢isel se odviji od jejich rozdéleni (jedna se o
usporadani a rozdil ndhodnych veli¢in), zistane nejspise Izrailevova formule v platnosti pro
pripad matic s prvky s jednotkovym rozptylem. Vystup numerického testu shrnuje obrazek
6. Pro ilustraci uvadime také test pro matice s normalné rozdélenymi prvky. Z obdrzenych
vysledki je ziejmé, Ze rozdéleni vzdalenosti vlastnich ¢isel priblizné odpovida predpovédi
Izrailevovy formule pro pripad, kdy § = 1. Toto nés opét vede k hypotéze o zobecnéni
[zrailevova vzorce.
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Zobecnéna Izrailevova formule pro symetrické matice:
Necht je ddna symetrickd nepasova matice s prvky s libovolnym rozdélenim a jednotkovym

rozptylem. Potom vztah (8) pro pfipad, kdy 5 = 1, pfedstavuje hustotu pravdépodobnosti
vzdalenosti usporadanych vlastnich ¢isel matice.

V tabulce 1 uvadime parametry rozdéleni prvka matic pouzitych pri testovani zobecnéné

[zrailevovy formule.

Eetnost

3 4
vzdalenost vigstnich Cisel

Eetnost

4
vzdalenost viastnich Cisel

08

Cetnost

vzdalenost viastnich Cisel

Cetnost

2 3 4 i &
vzdalenast viastnich Cisel

Obrazek 6: Test Izrailevovy formule pro matice s prvky z rovnomérného (vlevo nahofe), exponenci-
alniho (vpravo nahofe), gamma (vlevo dole) a normalniho (vpravo dole) rozdélent

Rozdéleni

Rovnomérné
Normalni
Exponencialni
Gamma

Parametry
azO,bzx/ﬁ
p=0,02=1
p=0,0=1
a=4,b=0,5

Tabulka 1: Parametry prvkia rozdéleni pouzitych pii testu Izrailevovy formule
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Z.Avér

7 vysledki numerickych testu provedenych v programu Mathworks MATLAB plyne, Ze tvrzeni
vySe jmenovanych zakontu, popisujicich chovani gaussovskych nahodnych matic, je mozné zo-
becnit také pro matice negaussovské. Testy byly sice provedeny pouze pro nékteré typy bézné
se vyskytujicich rozdéleni nahodnych veli¢in, presto vsak lze usuzovat na platnost zminova-
nych tvrzeni pro jakékoliv rozdéleni. Samoziejmeé je nutné provést jesté rfadu dalSich testi,
pripadné se pokusit o analytické dikazy nastinénych hypotéz.

Velmi zajimavy je vysledek v pripadé rovnomérného rozdéleni, jelikoz toto rozdéleni lze na
pocitacich generovat snadnéji a rychleji, nez rozdéleni normalni (¢isla z normalniho rozdéleni
se generuji na zakladé ndhodnych ¢isel z rozdéleni rovnomérného - napr. Box — Miillerova
transformace). Toto v koneéném dusledku miize vést ke zrychleni numerickych simulaci po-
stavenych na ndhodnych maticich.
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