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Uvod

V soucasné dobé, kdy jsou k dispozici mnohé pocitacové programy umoziujici v kratké dobé
kreslit kiivky, plochy a sklddat je do jednoho celku v navrhu objektu, se méni pohled na ulohu
geometrie. Objevuji se i pochybnosti, je-li potieba geometrii studovat, kdyz ,,pocitac¢e vSe nakresli
za nas“. Celkovy navrh objektu, tedy to, co ma pocitaCovy program nakreslit, vS§ak musi ud¢lat
¢lovek — konstruktér, architekt, designér. Ten musi do pocitace vlozit matematicky popis svého
navrhu. Pokud se nechce spokojit s pfeddefinovanymi nejjednoduss$imi plochami, které kreslici
programy obsahuji, bez znalosti geometrie se neobejde. Velkou vyhodou matematického popisu
modelu je, ze zménou dat a parametrii je mozné nakreslit fadu variant navrhované¢ho objektu a
autor pak rozhodne, ktery z nich pouzije.

Text Krivky a plochy v E; ma ctenafi usnadnit pocatecni kroky pfi parametrizaci kiivek a
ploch, nema ale v zadném piipadé nahradit ucebnice ¢i skripta z geometrie. Proto je psan struéné,
aniz bychom zkoumali razné piedpoklady a uvadéli dikazy. Aby text bylo mozné pouzit co
nejdiive, je stru¢né¢ zminén i1 matematicky aparat, ktery je podrobné&ji probirdn v jinych
predmétech.

Vvoew

jejich matematicky popis nezbytny pro kresleni ploch pocitacem. K odvozeni parametrizace ploch
uzivame metodu pohyblivé ortonormalni baze. Tak, jak je metoda uzita v tomto textu, se
Vv literatuie bézné neuvadi, i kdyz okrajové zminovéana byva. Pouzili jsme ji proto, Ze umoziuje
pomérné jednoduchym zplisobem parametrizovat plochy, které nejsou v ,,zdkladni poloze®, ale
jejich umisténi v prostoru, vzhledem ke zvolené kartézské soustavé soutadnic, je libovolné. Jiny
postup nabizi napf. monografie Konstruktivni geometrie (autofi Jaroslav Cerny, Milada
Kocandrlova), kde se k parametrizaci ploch v ,obecné poloze* nabizi metoda transformace
soufadnic s vyuzitim maticového poctu.

Prvni dvé kapitoly jsou pripravou ke kapitole 3. Kapitola 1 je potiebna ke zvladnuti metody
pohyblivé ortonormalni baze a bez kiivek, o kterych piSeme v kapitole 2, studovat plochy neni
mozné. Rovnéz fada cviceni v kapitolach 1 a 2 ma prapravny charakter, ale jejich zavéry jsou
potiebné pro kapitolu 3. Nékteré $irsi souvislosti uvadime v zatazenych poznamkach.

Dulezitym cilem textu je ukdzat spojeni a souvislosti mezi geometrii, matematikou a
pocitacovou geometrii. Proto Ctenafi, ktery ovlada zaklady prace s programy jako napt. Maple,
Wolfram Mathematica nebo Matlab, doporucujeme, aby po odvozeni parametrizace kiivek a ploch
ze cviceni tyto objekty pocitatem také nakreslil.

Kamil Malecek, Iva Kiivkova

Doplitkovy uéebni text vznikl v ramci grantu FRVS 822/2011.



Kapitola 1: Zakladni pojmy z analytické geometrie a linearni algebry
1.1 Soustavy souradnic v E,

V euklidovské roviné E, budeme pouzivat dvé soustavy soutfadnic. PfedevSim to je kartézska
soustava souiadnic. Ta je dana poc¢atkem O a orientovanymi osami X a Y, které jsou ortogonalni
(obr. 1.1).
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Obr.1.1

Bod X, ktery ma soufadnice u,v, X =[u,v], je prisetikem kolmych piimek o rovnicich x=u a
y =V. Obdobné pro bod X; a vSechny dalsi body roviny. Pfimky o rovnicich x=u, ueR a y=v,
veR tvoii dva systémy primek, které nazyvame parametrické kiivky roviny.

Dalsi pouzivané soufadnice v roviné¢ E, jsou polarni souiadnice. Polarni soufadnice jsou dany
pocatkem O a poloptimkou p (obr. 1.2).
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Obr. 1.2 Obr. 1.3



Geometricky vyznam polarnich soufadnic u,v jsme zndzornili na obr. 1.2. Soufadnice u je
vzdalenost bodu X od poc¢atku O . Soutadnice v je orientovany uhel polopfimky p a polopfimky s
s podatkem v bodé O, na které lezi bod X . Casto se pouZiva znadeni U=p a V=0.

Na obr. 1.3 jsme znazornili kartézské soufadnice X,y a polarni souradnice u,vbodu X . Vztah
mezi kartézskymi a polarnimi soutadnicemi je vyjadien vzorci

x=ucosv, y=usinv, ueR"*, ve(0,27). 1)

Parametrické kiivky roviny, opatfené polarnimi soufadnicemi, tvoii systém soustiednych
kruznic o sttedu O (pro u=konst.) a systém polopiimek s poc¢atecnim bodem O (pro v =konst.).
Kazdy bod X, X =0, je pruseCikem pravé jedné¢ kruznice a pravé jedné polopiimky. Kazda
poloptimka a kruznice se protinaji kolmo (obr. 1.4).

Obr. 1.4

Poznamka 1:
Zatim bez podrobného komentéie uvadime, ze bod O je singularni bod v polarnich soufadnicich.

Cviceni:
: r 3 AP
1. Bod X ma polarni soufadnice [4, E} . Urcete kartézské souradnice bodu X .

2. 'V kartézské soustaveé souradnic ma bod X soufadnice [1 \/5] Urcete jeho polarni soutadnice.

3
3. Bod X ma polarni soufadnice {5, 771 Urcete, jakou polohu ma vzhledem k osam kartézskeé

soustavy soufadnic.

ResSeni:

1. X =[2432]

1l

3. Bod X lezi na zaporné ¢asti souradnicové osy Y .



1.2 Soustavy souradnic v E;

V euklidovském prostoru E; budeme pouzivat pouze kartézskou soustavu souiadnic, kterd je
dana pocatkem O a orientovanymi osami X,Y,Z, z nichz kazdé dv¢ jsou navzajem kolmé (obr. 1.5).
Dale jsme v obr. 1.5 znazornili geometricky vyznam soufadnic [u,v,w] bodu X . Bod X je prisedikem
tfi rovin o rovnicich x=u,y=v,z=w,
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Obr. 15

Dalsi pouzivané soufadnice v prostoru E; jsou valcové (cylindrické) a sférické souradnice.

O valcovych, resp. sférickych soutadnicich se struéné zminime v Poznamkach 1 a 2 odstavce 3.1 a
v Poznamce 1 odstavce 3.3.

Obecné plati, ze kartézské souradnice v roviné predstavuji vzajemné jednoznacné zobrazeni
bodi na usporadané dvojice redlnych cisel. Obdobné v prostoru se jedna o vzajemné jednoznacné
zobrazeni bodl na usporadané trojice realnych cisel.

Polarnimi soufadnicemi je realizovano vzajemné jednoznacné zobrazeni uspotfadanych dvojic

bodti [u,v] na body roviny s vylou¢enim pocatku O. Proto je ueR" Ave(0,27). Pro pocitek O je

u=0 apotom v miize byt jakékoli &islo z intervalu (0,27 ).

Poznamka 2:

Soustava soufadnic je pouze pomocny nastroj, ktery je v rovin€ a v prostoru cizi. V geometrii a ve
fyzice jsou dulezité ty pojmy, které nezaviseji na volbé soustavy soufadnic. Napf. naméfend teplota v
jistém bodé€ je potad stejnd, 1 kdyz v rizné€ zvolenych soustavach soufadnic jsou soufadnice tohoto
bodu riizné.

Mame-li budovu tvaru kvadru a chceme-li popsat polohu jejich vrcholl, hran a stén v kartézské
soustave soutadnic, pak kviili jednoduchosti popisu je vhodné zvolit soustavu soutadnic tak, aby jeden
vrchol byl pocatek a tfi hrany leZely na osach soufadnic. Kdybychom zvolili soustavu soufadnic jinak,
bude popis budovy komplikovanéjsi, zvlasté¢ pokud by osy soutadnic nebyly rovnobézné s primkami
hran budovy. To podstatné je, ze sice v riznych soustavach soufadnic je popis budovy riizny, ale jeji
tvar a rozmery se nemeni.

Postupné uvedeme 1 dalsi pojmy, které nezaviseji na volbe soustavy soutadnic.



1.3 Vektory, vektorovy prostor V(E;) a R,

V euklidovském prostoru E; méme dva body A, B. Orientovanou useCku AB nazyvame

geometrickym vektorem AB umisténym svym pocatecnim bodem do bodu A (obr. 1.6). Jeden tzv.

volny vektor tvoifi mnozina vSech stejné velkych rovnobé&znych a stejné orientovanych usecek
(obr. 1.6).

Obr. 1.6

Dva geometrické vektory s¢itime pomoci pravidla o rovnobé&zniku, které vystihuje obr. 1.7,
nasobeni vektoru redlnym ¢islem ilustruje obr. 1.8.

Obr. 1.7 Obr. 1.8

Mnozina geometrickych vektorti tvoti vektorovy prostor V(E;), ktery nazyvame zaméienim
euklidovského prostoru E;.

Mgjme v E; zvolenou kartézskou soustavu soufadnic, ve které A=[a,a,,85] a B=][o,b,,bs].
Potom vektor AB = (b, —ay,b, —ay,b; —a,).

Souradnice vektoru V = AB dostaneme jako rozdil soufadnic jeho koncového a pocatecniho bodu.
To miiZzeme zapsat takto:
V=B-A = B=A+V,
Tedy soutadnice bodu B dostaneme tak, Ze k soufadnicim bodu A pficteme soufadnice vektoru V .

Z obr. 1.9 v roviné je patrné, ze kazdé umisténi jednoho volného vektoru ma stejné souradnice.
Stejné je tomu v prostoru. Zvolime-li po¢ate¢ni bod vektoru jako pocatek O, pak vektor OB ma stejné

soufadnice jako bod B . Situaci zachycuje obr. 1.10. Vektor OB nazyvame pravodnim vektorem
bodu B . Zobrazeni mezi mnozinou bodi a jejich privodnich vektort je vzajemné jednoznacné.
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Obr. 1.9 Obr. 1.10

Mnozina vech uspofadanych trojic (x,y,z) redlnych &isel tvoii tzv. aritmeticky vektorovy
prostor R;.

Poznamka 3:

Vsimnéme si rozdilu mezi soufadnicemi bodu a vektoru. Poloha bodu je jeho soufadnicemi
vzhledem ke zvolené soustavé soufadnic jednozna¢né uréena. Poloha vektoru je jednoznacné uréena az
jeho umisténim, tedy volbou pocatecniho bodu.



1.4 Skalarni a vektorovy soucin

Mgjme v prostoru Ry dva vektory @ =(u;,u,,uz) a vV =(v;,V,,V3). Skalarni souéin vektorti G a v,
znaCime U -V, je realné ¢islo
U-V =UV; +UyV, +UgVs . (2)
Skalarni soucin vektorii mizeme také pocitat podle vzorce
G-V = [ [V cos (3)

ve kterém ||U|| a ||\7|| jsou velikosti vektori U a vV a « je jejich thel.

Poznamka 4:
Ze vzorce (3) je ziejmé, ze skalarni soucin je ptiklad pojmu, ktery nezavisi na volbé soustavy
soufadnic.

Ze vzorce (3) plyne dulezité tvrzeni:U-V=0 < a= % : 4)

Dva vektory jsou ortogondlni prave tehdy, jestlize jejich skalarni soucin je roven 0.

Velikost (normay) vektoru vV je nezaporné ¢islo [V =yv,> +V,” +v5° . (5)
Velikost vektoru pocitdame Pythagorovou vétou, jak vidime na obr. 1.11 v roviné¢ a na obr. 1.12
Vv prostoru.

=
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Vi
Obr. 1.11 Obr. 1.12

Obecny vektor V, V=0, udinime jednotkovym vektorem (vektor normujeme), jestlize ho

isobime gislem . Jednotkovy vektor pak m4 soufadnice | 4,2, Y3
vynasobime Cislem ”\7” ednotkovy vektor pak ma souradnice ”\7””\7””\7” .

Z (2) plyne, Ze vzorec (5) miZzeme psat ve tvaru:

v =v-v . (6)



Poznamka 5:
Vzorcem (6) mizeme definovat normu vektoru v kazdém prostoru se skaldrnim sou¢inem. Jakmile
mame definovanu normu, mizeme definovat vzdalenost dvou vektort takto:
a(a,9) |-
a prostor je metrickym prostorem. Na obr. 1.13 vidime, Ze v prostoru geometrickych vektorti neni
vzdalenost d(d,V) nic jiného ne velikost usedky AB.

Obr. 1.13

Cviceni:

1. Presvédite se, 7e vektory G =(3,-15)a V =(-3,6,3) jsou ortogonalni. Oba vektory znormuijte.

2. Jsou dany vektory G =(-14,-2) a v =(4,-13), 1eR. Urcete ¢islo 4 tak, aby vektory d,v byly
ortogonalni.

3. Jsou dany vektory G=(-14,2) a V=(3,4,u), 2€R, ueR.Urete alespoi jednu dvojici &isel A
a u tak, aby vektory 4,V byly ortogonalni.

ReSeni:
3 -1 5 -1 2 1
1. 4-v=-9-6+15=0, , ) ==
(\/35 V35 \/35j [ 6 V6 6)

2. 1=-10

3
3. Napt. l=0,y=5,0becné 40+2u=3.

V R; je vektorovy souéin dvou vektori G =(u;,u,,u;) a V =(v;,v,,v5) vektor

|

Vektorovy souéin vektori U a V znadime UxV, tedy w=uxV. Vektor w je ortogonalni jak
k vektoru U, tak k vektoru V. To je dulezita vlastnost, kterd umoznuje doplnit dva ortogonalni vektory
U a vV na ortogondlni trojici vektoru.

U2 U3 _Ul U3 Ul UZ

Vo V3| Vi V3 |vp V)



o

Cviceni:

Dopliite vektory G =(3-15)a V =(~121) vektorem W na ortogonalni trojici vektort. Pfesvédéte
se, ze zmeéna poradi vektor ve vektorovém soucinu znamena zménu orientace vektoru w .
Vektor G =(1,-2,-2) dopliite aspoi jednou dvojici vektordi v a w na ortogonalni trojici vektord.

ReSeni:

10



1.5 Ortogonalni a ortonormalni baze

V prostoru R; tvoii ortogonalni bazi tfi nenulové vektory, které jsou po dvou ortogonalni. Jestlize
jsou vektory jesté jednotkové, pak tvofi ortonormalni bazi. Oznac¢ime-li vektory ortonormalni béaze

- — —

ty,t,,t3, pak pro jejich skaldrni souciny plati:

il 0 proi=j 7
"1 proi= (7)

Zakladni ortonormalni bazi, tzv. kanonickou bazi, tvoii vektory
&, =(1,0,0 &, =(0,1,0), &5 =(0,0,1). (8)

Snadno se presvéd¢ime, ze baze tvorena vektory Tl = (2,—2,1), 'E = (2,1,—2), T; = (1,2,2) je ortogonalni.

Normovanim vektort T,,i =1,2,3, dostaneme ortonormalni bazi, kterou tvoii vektory

- 2-21)~ 21 -2 122

==, =2t =|2 22 t=2,5,2

1(333j2(333) (333] ©)

Dalsi ptiklady ortonormalnich bazi:

-~ (122Y= (-4 1 1)~

=22 t=| —,—=,—= |t =| 0——=,—= 10
1(333j2[3\/§3\/§3\/5j3[f\FJ (a0
t, =(cosv,sinv,0), t, = (—sinv, cosv,0),t, = (0,0,1). (11)

Béze (11) je ortonormalni pro kazdé v e< : 7r> .

Cviceni:
1. Piesvédcte se, ze baze (10) a (11) maji vlastnosti (7).

2. Ukazte, ze vektory T (11 J2 ) a T ( J2,0 l)jsou ortogonalni a uréete soufadnice vektoru T,

ktery je k vektorim T a T ortogonalni. Normovanim vektord T,, 1=1,2,3, z nich utvoite bazi
ortonormalni.

2 21
3. Vektor t1 ( 373 3] doplite na ortonormalni bazi vektory t2 a t3 tak, aby vektor t2 byl

ortogonalni k e3 :

L - (11V2) - (V2 1) = (1 -3 42
2. T1~T2=0,T3:(1,—3,\/§), t1=£5317},t2=[_—3101—3J,t3=[2\/§’2\/§’2\/§J

11



Jestlize vektor V=(v;,v,,v3), pak trojice (vl,vz,vg) jsou souradnice vektoru vV vzhledem ke

kanonické bazi. Tudiz vektor V =Vv,e, +V,€, +V,e; =V;(1,0,0)+v,(0,1,0)+v5(0,01) = (v;,V,, V5 ). Pri
upravé jsme pouzili pravidel pro nasobeni aritmetického vektoru redlnym cislem a pro scitani
aritmetickych vektord. Soufadnice vSech vektorGi v R; Vpiedchozim textu byly soufadnice
vzhledem ke kanonické bazi.

Necht (\71\/_2\/_3) jsou soufadnice vektoru vV vzhledem k obecné ortonormalni bazi tvorené

vektory t;t;t; . To znamena, 7e V =V, fi +Vy t; +v_3t_3: . (12)

Diilezité pro dalsi kapitoly:
Méjme dany soufadnice (\71\/_2\/_3) vektoru v vzhledem k bazi tvotené vektory t,,t,,t; a chceme

uréit soufadnice (v;,v,,v3) vektoru Vv vzhledem ke kanonické bazi. Postup ukazeme na konkrétnim
prikladé.

Budiz (v,,v;,v3)=(12,3-6) a vektory 1,5 jsou vektory (9). Potom podle (12) je

V =12t +3t, —6t; =12 2-21) f21-2) 122 =(8-11-2).
333 3'3" 3 3'3'3

Uspotadana trojice (8,-11,—2) jsou soufadnice vektoru V vzhledem ke kanonické bézi.

Mame-li dany soufadnice vektoru vV vzhledem ke kanonické bazi, pak jeho soutfadnice vzhledem

k obecné ortonormalni bazi spoéteme tak, ze rovnost (12) vynasobime skalarné vektory t;t;t; . Tak
dostaneme, ze plati

&

\71:\7t_i ) \/_2:\7't2 ) \/_3:ﬁ
Pro vektory z pfedchoziho ptikladu je

2 21
v =(8,-11,-2)-| £,—=,2 |=12
— 21 -2
=(8,-11,-2)-| =,2,—= |=3
vy =(8,-11,-2)- (1 2 gj:—B,
3'3'3

Cviceni:
4. Vektor Vv ma soutadnice (\/E 32 ,0) vzhledem k bazi (10). Spoctéte jeho soufadnice vzhledejme

kanonické bazi.
5. Vektor V ma vzhledem k béazi (11) soufadnice (3—4,-2). Uréete jeho soufadnice vzhledem ke

kanonické bazi.
6. Vektor V ma soufadnice (11-3)vzhledem ke kanonické bazi. Vypoé&téte jeho soufadnice

vzhledem Kk bazi (10).

esenl

Fopuss

5. (3cosv+4sinv, 3sinv—4cosv, —2)

- av2242)

.b

»
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Kapitola 2: Krivky

2.1 Obecné o parametrizaci krivky

Kiivku v prostoru miizeme popsat t€émito zpisoby:

a) bodovou funkci

X (t)=[x(t) y(t) z(t)], resp. X(t)=0+(x(t) y(t) z(t)), tet, (13)

b) vektorovou funkci
X(t)=(x(t) y(t). 2(t), tel, (14)

ve které vektory X(t) jsou privodni vektory bodai X (t) kiivky,

C) parametrickym vyjadienim (parametrickymi rovnicemi)
x=x(t), y=y(t),z=2(), tel. (15)

Funkce (15) jsou soufadnicové funkce funkci (13) a (14). Uvedené popisy kiivky jsou ekvivalentni a
souhrnn¢ je budeme nazyvat parametrizaci krivky.

Vektorovou funkci (14) miizeme také psat ve tvaru

X(t)=x(t)e, + y(t)e, +2(t)e; , tel . (16)
Jestlize v (16) nahradime vektory kanonické baze vektory tz t_é t_; jiné ortonormalni baze, pak
vektorova funkce

X(t)=x)t + yt)t, +2t)t, tel, (17)
popisuje Vv prostoru stejnou kiivku jako vektorova funkce (16). Jiné je umisténi kiivky v prostoru.

Popis kiivky bodovou funkei
X(t)=S+x(t)t + y(t)t, + z(t)t5, tel (18)
Znamena posunuti kiivky o privodni vektor bodu S .

Jednu kfivku mizeme parametrizovat nékolika zptsoby. Ukazeme to na pfimce, ktera je dana
bodem A=[a;,a,,a;] a smérovym vektorem V=(v;,V,,v5). Piimka je parametrizovana bodovou
funkci

X(t)=A+tV, teR.

Jinou parametrizaci dostaneme, vezmeme-li misto bodu A jiny bod pfimky, napt. bod B=A+I1V,
kde | je libovolné nenulové realné ¢islo. Potom

X({t)=B+tV, teR.

Dalsi parametrizaci miZzeme vytvofit zménou velikosti a pfipadné orientace vektoru vV tak, Ze misto
V uzijeme vektor U=k V , kde k je nenulové realné ¢islo. Potom
X(t)=A+tl, teR.

13



Za smérovy vektor piimky vezméme jednotkovy vektor t==-(V},V,V5). Piimka je pak

1
i

parametrizovana bodovou funkci

X(s)=A+st, seR, (19)
ve které md s nazorny geometricky vyznam. Jeho absolutni hodnota vyjadiuje vzdalenost bodu
X(s) od bodu A, tedy |s|=|AX(s). O parametru s se jesté zminime v dalim textu.

Priklad:
Pfimka p je dana bodem A=[-134] a smérovym vektorem V=(1,-2,-2). Odvodime rizné
parametrizace ptimky p.

Pfimka p je parametrizovana bodovou funkci

X(t)=[-134]+t(L-2-2)=[-1+t3-2t,4-2t], teR.

Piimka p ma parametrické vyjadieni

x=-1+t, y=3-2t, z=4-2t, teR.

Napf. pro parametr t =1 dostaneme na piimce p bod C= [O,LZ], ktery lezi v soutadnicové
roviné Yz . Pouzijeme-li K parametrizaci ptimky p bod C a za smérovy vektor vezmeme
vektor —2V =(-2,4,4), pak p je parametrizovana bodovou funkci
X(t)=[012]+t(-2,44)=[-2t1+4t,2+4t], teR.

. > 2 2 .. . .
Normovany vektor V je vektor t =[§,—§,—§j a uzijeme-li ho k parametrizaci ptimky p
spolu s bodem A, pak p je parametrizovana bodovou funkci
X(s)=[-134]+s 1.2 2) 1 44tg3-254-25| ser.
3 3 3 3

Pro s=3 dostaneme bod C e p.

Cviceni:
1. Jsoudanybody A=[-135]a B=[054].

a)
b)

c)

d)

a)
b)

c)
d)

Napiste parametrizaci piimky AB, vezmete-li vektor v = AB=B-A za jeji smérovy vektor.
Parametrizujte pfimku AB bodovou funkei (19).

Vypoctéte soufadnice pruseéiku C piimky AB srovinou xy, bod C pouZijte
Kk parametrizaci ptimky.

Napiste parametrické vyjadieni usecky AB.

Piimka je dana potatkem O a bodem B =[2,2,6]. Napiste parametrizaci piimky, ve které uZijete

pocatek O a smérovy vektor OB,
bod B a smérovy vektor BO ,

stted S usecky OB a normovany vektor OB .
Parametrizujte usecku OS a SB.
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ReSeni:
a) X()=[-135]+t(2-1)teR

b) X(s):[—l,3,5]+s(%,%,_—é}56R

c) C=[4,13,0], X(t)=[4130]+t(12-1),teR
d) X(t)=[-135]+t(L2-1)te(02)

a) X(t)=[0,00]+t(226)teR
b) X(t)=[2.2,6]+t(-2-2-6)teR
¢) X(t)=[13]+t(2,26)teR

d) Gsecka OS : X(t):[1,1,3]+t(2,2,6),te<—%,0>,ﬁseéka SB: X(t):[1,1,3]+t(2,2,6),te<0,%>

2.2 Rovinné krivky, tecna a normala

Rovinna kiivka K, ktera lezi v soufadnicové roviné xy, ma podle (15) parametrické vyjadieni

x=x(t),y=y(t),z=0, tel. (20)
Stejna kiivka K Vv obecné roviné a je parametrizovana bodovou funkci
X(t)=S+x()t, +ylt)t,, tel. (21)

Rovina a prochazi bodem S a t;, t; jsou jednotkové ortonormalni vektory ze zaméfeni roviny « .

Derivace vektorové funkce X(t)=x(t)t, + y(t)t, je vektorové funkce
2

Tt)=x(t)=x{)t + y()t,.

Geometricky vyznam vektoru T :
V bodé X(t) je vektor T(t)=0 smérovym vektorem teény kiivky K.

Fyzikalni vyznam vektoru T :
Chapeme-li kiivku K jako drdhu pohybujiciho se hmotného bodu, pak v bodé X(t) je 'I:(t) vektorem
okam?zité rychlosti pohybu.

Jestlize v n&kterém bod& X(t,) je vektor T(t,) nulovym vektorem, pak bod X(t,) nazyvame
singularnim bodem krivky K. Singuldrni body jsou ,nepiijemné* pii zkouméni tvaru kiivky
metodami diferencialni geometrie, a proto je pti zkouméni obvykle vylucujeme.
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Cviceni:
3
3. Kiivka K je dana vektorovou funkci )?(t)z (0,% - 4t,0j, t € R. Najdéte soutradnice singularnich

bodt.
4. Kiivka Kje dana vektorovou funkei X(t)=(2(t +sint)2(t —cost)0),t e <O,27r> . Urcete

soutradnice singularnich bodu.
5. Presvédcte se, ze kiivka K, kterd je parametrizovana bodovou funkci

X(t)=0+ 5C03tg1 + 4Sinte:, t €(0,27), nema singularni body.

Reseni:
3. [0,2,0], [0,-2,0]
4. Kiivka K nema singularni body.
5. Pro kazdé t €(0,27) plati X'(t)= —5sinte, + 4coste, = 0.

Smérovy vektor normaly kiivky K v bodé X(t) je vektor

N@t)=-y'({t)t, +x(t)t, respektive N(t)=y'(t) t,—x(t)t, .
Piesvédcte se, Ze pro kazdé t jsou vektory T(t) a N(t) ortogonalni.

Normovanim vektort T(t) a N(t) dostaneme vektory t(t) a fi(t), které tvori ortonormalni bazi
zaméteni roviny « , ve které lezi kiivka K .

V konkrétnim bod& X(t,), t, €1, je te¢na, resp. normala kiivky parametrizovana bodovou funkci

X,(u)=X(t,)+uT(t,) uer , (22)
resp.  X,(v)=X(t,)+vN(t,) veR . (23)
Priklad:

Bodovou funkei X(t)=0+(cost +tsint)e, +(sint —tcostle,, te(0,7z), je parametrizovana &ast kiivky K ,
ktera je evolventou kruZnice. Kiivka leZi v soufadnicové rovin€ xy. Odvodime parametrizaci te¢ny a

normdly kiivky K v bodé X(%j

- o5 [30]

e Smérové vektory teden jsou hodnoty vektorové funkce T (t)=tcoste, +tsinte, =(tcost,tsint,0),
te(0,7). Pro t :% je f(%J = (0,%,0J a te¢na v bodé X (%j ma parametrické vyjadfeni

x=£, y=1+u£, z=0, ueR.
2 2

e Smérové vektory normal jsou hodnoty vektorové funkce N(t)=-tsinte, +tcoste, =(—tsint,tcost,0),

te(0,7). Pro t="je N| Z|=[-Z,0,0| a norméla v bodé X|Z | ma parametrické vyjadieni
2 2 2 2

x=£—vz, y=1 z=0, veR.
2 2
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Kiivku K a tecnu a normalu v bodé X(%j jsme zobrazili v obr. 2.1.

Obr. 2.1
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2.3 KuzZelosecky

Jedna zcasto pouzivanych kuzeloseCek je KkruZnice. Parametrické vyjadfeni kruznice K
0 poloméru r a stfedu O je

x=rcost, y=rsint, z=0, te(0,27). (24)
Jiné parametrické vyjadieni kruznice K je

x=rcos§, y:rsin%, 2=0, se(0,27r). (25)
Zde ma parametr s Stejnou geometrickou interpretaci jako v (19) u pifimky. Vyjadiuje vzdalenost bodu
X (s): {r cos%, rsin ; 0 } od bodu A= [r, 0, 0] méfenou po kruznici. Geometricky vyznam parametra t

a s jsme zndzornili na obr. 2.2.

Obr. 2.2

Poznamka 6:

Parametrizace kiivky parametrem s, ktery vyjadiuje délku oblouku na kiivce, se uziva
v diferencidlni geometrii kiivek. V fadé teoretickych tvah je parametrizace obloukem velmi vyhodna.
BohuZel neni mnoho kitivek, které lze jednoduse parametrizovat obloukem. Napt. elipsu nelze
parametrizovat obloukem.

Kruznice K Vvobecné poloze v prostoru (vzhledem ke zvolené soustavé soutadnic) je
parametrizovana bodovou funkci

X(t)=S+ x(t)tﬁ1 + y(t)t;, te(0,27) nebo X(s)=$ +x(s)t +y(s)t,, s e(0,2ar), (26)

ve které S je stied kruznice K, x a y jsou funkce (24) nebo (25) a t;, t, jsou jednotkové ortogonalni
vektory ze zaméteni roviny, ve které lezi kruznice K .

Priklad:

Stied kruznice K je bod S=[4,-6,7], polomér r=4 a ﬂz(%%%) t, (%—%%j Napiste

parametrické vyjadreni kruzZnice.

ReSeni:
Uzijeme-li v (26) soufadnicové funkce (24), pak kruznice K je parametrizovana bodovou funkci
X (t)=[4,-6,7]+ 4cost 122 sing 2,-2, 12| 4+ 2cost+ Bsint,—6+ Scost— Ssint,7+ S cost + Zsint
333 3 33 3 3 3 3 3 3
te(0,27). (27)
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Parametrické vyjadieni kruznice K je

x:4+£cost+§sint,
3 3
8 8 .
=-—6+—cost——sint, 28
y 3 3 (28)

z=7+%cost+%sint, te(0,27).

Uspoiadana trojice [x,y,z] z (28) jsou soufadnice bodii kruznice v kartézské soustavé soufadnic,

resp. souradnice privodnich vektorti bodu kruznice vzhledem ke kanonické bazi, viz Dilezité v zavéru
odstavce 1.5. Kruznici v zakladni poloze zachycuje obr. 2.3, kruznici v obecné poloze obr. 2.4.

[&]

Obr. 2.3 Obr. 2.4
Cviceni:
1. Vbodové funkci (27) uvazujte te(0,7) nebo te(r,27). Jakd Cast kruZnice je tim
parametrizovana?

2. Pfimka o je d4na bodem B=[1-2,3] a smérovym vektorem vV =(-12,0). Odvod'te parametrizaci
kruZnice, kterou vytvofi pocatek O otacenim kolem ptfimky o.
3. Napiste parametrizaci kruznice se stiedem v pocatku O a poloméru r=4. K parametrizaci
pouzijte vektory t, =(cosu,sinu,0) a t, =(0,01). Kruznici nakreslete pro réiznou volbu u, napf.
T

u=0,—,—...
4 2

4. Napiste parametrizaci te¢ny a normély kruznice o parametrizaci (27) v bodech X(0) a X (37”) .
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ReSenti:
1. Pualkruznice.

- 2 1 —
2. S$=10,0,3,r=3,napt. t,=| —,——=,0|t,=(0,01
L0dr=3.mpt. = &0} 500
x:icost yzicost z=3+3sint teR
\/g 1 \/g 1 1
3. x=4cosucost, y=4sinucost, z=4sint, teR
4. Pro X(0):
e tetna X,(u)= E—QQ +u[§,—§,ﬂ  ueR
3 33 3 33
e norméla X,(v)= E—EQ +V] ﬂ§§ . VeR
3 3 3 333
Pro X(g—”):
2

* tecna Xl(u)={—i—%,%}u[g,g,g} Ue

R
3
e normala Xz(v):[_4,—10,17}+v(_8,§,_4 , veR

Nyni uvedeme obvyklé parametrické vyjadieni dalSich kuZelosecek.

Elipsa: x=acost, y=bsint, z=0, te(0,27)

Hyperbola: x=—2_, y=btgt, z=0, te(—Z ZJU[” 3”]
cost

2
Parabola: x=t, yzé—, z=0, teR.
p

Cviceni:
Odvod’te parametrizaci kuZelosecek V obecné poloze v prostoru vzhledem ke zvolené soustave
soutfadnic obdobné, jako jsme to ud¢lali u kruznice.
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2.4 Sroubovice

Sroubovice je prostorova kiivka, kterd se pouzivd ve stavebni praxi. Sroubovice je dana
parametrickym vyjadienim

x=acost, y=asint, z=vit, teR (29)
resp. bodovou funkei
X(t)=O+acoste +asinte, +vte, teR. (30)

Sroubovice vznika $roubovym pohybem daného bodu A. Sroubovy pohyb je slozenim ota¢eni kolem
dané ptimky (osy 0) a posouvanim ve sméru osy 0, Ago. Parametr t je thel otaceni a nenulova
konstanta v,, ktera se nazyva redukovana vySka zavitu, urCuje rychlost posouvani (jeji absolutni
hodnota). Kladna konstanta a je vzdalenost bodu A od piimky o, ktera je osou Sroubového pohybu.

Sroubové pohyby, a tedy i Sroubovice, délime na pravetolivé a levoto¢ivé. Na obr. 2.5 je
pravotociva a na obr. 2.6 je levotociva Sroubovice (jeji ¢ast). Je zfejmé, ze Sroubovice lezi na rotacni
valcovée plose.

Obr. 2.5 Obr. 2.6

Jestlize v (29), resp. (30) bude parametr t e <O,27z> , dostaneme jeden zavit Sroubovice, kterd ma osu
Sroubového pohybu vose z a je pravotoivd. Koncové body jednoho zavitu jsou body
A=X(0)=[a,00] a X(27)=[a,0,27V,]. Vzdalenost obou bodii je 2z|v,|, nazyvame ji vySka zavitu a
znadime v. V obr. 2.5 a 2.6 je zachyceno, jak vyska zavitu ovliviiuje tvar Sroubovice.

Dale budeme volit v, >0. Pak
v=2rv,,atedy v, -V (31)
2z

je vztah mezi vyskou a redukovanou vySkou zavitu.
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Parametrizaci levotoCivé Sroubovice dostaneme tak, ze v (30) nahradime vektor e, opa¢nym

vektorem —e, , obr. 2.7 a obr. 2.8.

Obr. 2.7 Obr. 2.8

Necht' pocateéni bod Sroubovice je obecny bod A, A=0, vroving xy. Oznaéme t, normovany
N - OA , e - o
privodni vektor bodu A, t :HO:.' Jednotkovy vektor ze zaméteni roviny xy, ktery je ortogonalni
OA

k vektoru t, , oznaéme t, . Takové vektory existuji dva a jsou to opaéné vektory, obr. 2.9 a obr. 2.10.

Obr. 2.9 Obr. 2.10

Jeden zavit pravotoCivé Sroubovice s pocateCnim bodem A a osou Sroubového pohybu
V soufadnicové ose z je parametrizovan bodovou funkci

X(t)=O+acostt, +asintt, +vote,  te(027). (32)
Jeden zavit levotoCivé Sroubovice je parametrizovan bodovou funkci
X(t)=O+acostt, ~asintt, +vote,  te(0,27). (33)

Nahradime-li v bodové funkei (30) vektory kanonické baze vektory t,,t,,t; jiné ortonormalni baze,

dostaneme parametrizaci Sroubovice, kterd ma pouze jiné umisténi v prostoru. Nahrazeni poc¢atku O
Vv (30), (32) nebo (33) jinym bodem S znamena posunuti Sroubovice.
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Cvifeni:

1. Napiste parametrické vyjadieni jednoho zavitu dvou Sroubovic, které jsou dany bodovymi
funkcemi X(t)=S+acoste +asinte, +vite,. Bod S=[12-2], a=3, v,=1.6. Urdete vyiku
v zavitu a ob¢ Sroubovice nakreslete.

2. Napiste parametrické vyjadfeni poloviny zavitu, kterd je dana bodovou funkci
X(t)=O+acostt, +asintt, +v,tt,, kde a=4, v, =2 avektory t,,t,,t, jsou vektory (9).

3. Parametrizujte % zavitu $roubovice, kterd vznikne §roubovym pohybem bodu A=[-210], osa
Sroubového pohybu o=z, vyska zavitu v=12, Sroubovice je pravotoc¢iva.
4. Odvod'te parametrizaci jednoho a pul zavitu levotoCivé, resp. pravotocivé Sroubovice, ktera je dana

0S0U 0=z $roubového pohybu, pocateénim bodem A=[4,—3-1] a vysku zavitu v=10.

Reseni:
1. x=1+3cost, y=2+3sint, z=-2+16t, te(027), V=327

2. x=§cost+§sint+gt, y=—§cost+£sint+ﬂt, z=£cost—§sint+£t, te(0,7)
3 3 3 3 3 3 3 3 3
3. x=-2cost-sint, y=cost—2sint, z=§t, te<0,g7z>
T

4. x=4cost+3sint, y=-3cost+4sint, z:—1+it, te(0,37)
T

2.5 Tecna, hlavni normala a binormala Sroubovice

Necht je Sroubovice parametrizovana vektorovou funkci

%(t)=(acost,asint,v,t), teR (34)
Derivace vektorové funkce (34) je vektorova funkce

T(t)=x'(t)=(-asint,acost,v,). (35)

Jeji hodnoty jsou smérové vektory tecen v prislusnych bodech Sroubovice. Normovanim vektora (35)
dostaneme jednotkové smérové vektory tecen. Jsou dany vektorovou funkei

(t) —asint bcost Vo

f - ’ '
JaZ+v,2 JaZ+v,? yfa? +vy?

(36)

Oznaéme N vektorovou funkci

N(t)=X"(t)= (- acost,~asint,0).
Normovénim vektordi N(t) dostaneme jednotkové vektory, které jsou dany vektorovou funkci

fi(t)= (- cost,—sint,0). (37)

Vektory (37) jsou pro kazdé t ortogonalni k vektortim (35), resp. (36). Jsou to smérové vektory
pfimek, které se nazyvaji hlavni normaly Sroubovice.

Jednotkové vektory, které jsou dany vektorovou funkei

SO\ e\ =) | VoSint - —v,cost a
b(t)=(t)xA(t)= Ter Jat o Jiee?) (38)
0 0 0
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jsou ortogonalni k vektoriim f(t) a fi(t). Proto pro kazdé t tvoti vektory t(t), fi(t) a b(t) ortonormalni
bazi. Vektory (38) jsou smérové vektory piimek, které se nazyvaji binormaly Sroubovice.

V daném bod¢ Sroubovice tvofi te¢na, hlavni normala a binormala tzv. Frenetiv privodni
trojhran. Umistime vektory t, fi a b ortonormalni baze tak, aby mély spoleny po¢ateéni bod na

$roubovici. Potom s pohybem bodu po Sroubovici se pohybuji i vektory t, fi a b. Proto hovoiime
0 pruvodni pohyblivé bazi, kterd se v literatufe nazyva Frenetiliv privodni repér.

Smérové vektory teCen Sroubovice, ktera je parametrizovana bodovou funkci

X(t)=S+acostt, +asintt, +v,tt;, teR, (39)
jsou dany vektorovou funkci

T(t)=—asintt, +acostt, +Vte,.
Vektorové funkce jednotkovych smérovych vektorii te€en, hlavnich normal a binormal Sroubovice
parametrizované bodovou funkci (39) vytvoiime jako kombinace vektorti t,, t,, t,. Koeficienty
kombinaci jsou soufadnicové funkce vektorovych funkci (36), (37) a (38).

V bodé X(t) sroubovice uréuji te¢na a hlavni normala tzv. oskulaéni rovinu, hlavni normala a
binormala urcuji normalovou rovinu a te¢na a binormala rektifikaéni rovinu.

Poznamka:

Stejné jako u Sroubovice se pojmy Frenetlv privodni trojhran a repér, oskulacni, normalova a
rektifika¢ni rovina definuji u ostatnich prostorovych kiivek. Pouze ureni smérového vektoru hlavni
normaly je obecné komplikovanéjsi.

_ Priklad:
Sroubovice je parametrizovana bodovou funkci
X(t)=0+5cost e, +5sinte, +2te,, teR,
resp. vektorovou funkci
%(t)=(5cost, 5sint, 2t), teR.
Odvodime parametrizaci te¢ny, hlavni normaly, binormaly a rovnici oskula¢ni, normdalové a

rektifikacni roviny v bod¢ X (%j .

ReSeni:
Pro t:Z je X(EJZI:E ﬂ 2_”}
3 , .

3 223

Smérové vektory teten jsou hodnoty vektorové funkce T (t)=X'(t)=(—5sint, Scost, 2) a pro t:% je

54
53 53 5 27

Tecna v bodé X (Zj ma parametrické vyjadieni x= S_ u, y= +=U, zZ=—+2u,ueR.
3 2 2 2 2 3

Smérové vektory hlavnich normal jsou hodnoty funkce N(t)=X"(t)=(-5cost,—5sint, 0)=-5fi(t) a

je ﬁ(t):[l e oJ.

rOtZ A A
P 2 2

Wy
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1 53 \/§u 27
2

Hlavni normala v bodé X (%) ma parametrické vyjadieni x = g —Eu, y= — +—U, z= R ueR.

Smérové vektory binormal jsou hodnoty vektorové funkce
B(t)=T(t)x N(t)=(-5sint,5cost, 2)x (~5cost,—5sint,0)= (10sin t,~10cost, 25)

apro tzg je é(%jzs(\@,—l,S).
5V3

Binormala ma parametrické vyjadieni x= g ++/3U, y= — u, z= 2?7[ +5u,ueR.

Za smérovy vektor tecny, hlavni normaly resp. binormaly v bod¢ X (%) muiZzeme vzit vektory

'E = (— 5.3 .5, 4), Wi = (l, J3 , O) resp. Ei = (\/5 ,—1, 5). Presvédcte se, ze vektory tvoii ortogonalni bazi.

Smérovy vektor normaly oskulaéni roviny je vektor az(ﬁ,—l, 5), a proto ma oskulaéni rovina

obecnou rovnici +/3x—y+5z+d=0. Cislo d uréime dosazenim soufadnic bodu X(%) do této

5/3 53 10z _ 10z

2 2 3 3

Oskula&ni rovina ma rovnici v/3x—y+5z — 1.% =0.

rovnice. Dostaneme d =—

Smérovy vektor normaly normalové roviny je vektor T, =(— 513,5, 4), a proto normalova rovina ma

obecnou rovnici —5v3x+5y+4z+d =0, kde d =—8?”.

Smérovy vektor normaly rektifikaéni roviny je vektor N, =(1,\/§,0), a proto rektifikac¢ni rovina ma
obecnou rovnici x++/3y +d =0, kde d =—10.

FrenetGiv repér §roubovice v bodé X(%) dostaneme normovani vektord f(%j, N(%j a é(zj.

Miizeme normovat také vektory T,, N; a B, . Potom

f(gj:_sﬁ 5 2
3 24292429729 )’
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Cvifeni:

. Napiste parametrizace teen Sroubovice ze cviceni 1. z odstavce 2.4 v obecném bodé a v bodech
2 W v A . o W o W H

X(%) a X(%J . Vypoctéte soutadnice praseciki tecen s rovinou xy.

. Pro Sroubovici ze cvigeni 1. zodstavce 2.4 vbodé X(0) vypodtéte soufadnice jednotkovych

vektorti tecny, hlavni normaly a binormaly. Napiste parametrizaci vSech tii primek.

. Pro $roubovici ze cviceni 2. z odstavce 2.4 parametrizujte hlavni normaly v bodech X(0), X(%} a

X(S;j Na hlavnich normalach parametrizujte Gsecky s krajnimi body na Sroubovici a na ose

Sroubového pohybu.
. Polovina zavitu $roubovice je parametrizovana bodovou funkci X (t)=0—4coste, +4sinte, +3te, ,
te(0,7). Napiste parametrizaci kruznic, které maji stfedy v bodech X(0), X(%) : X(%} a X(x)

Sroubovice, jejich polomér r=2 a lezi v normalovych rovinch $roubovice. Sroubovici a kruznice
nakreslete.

ReSeni:
.V bod& X(t): Y(u)=[1+3cost+u(-3sint);, 2+3sint + u(+3cost), —2+1.6t +1.6u} ucR.

Vbodéx(%]:v(u){l g—i 2_i+2u —2+163+16u} u e R. Prisetik teény
. ) 5 &
srovinouxy: z=0=u=———.
4 3
V bodé X (27[) Y(u)= 1—§—3\/§u;24_r3\/§ 3 -2+ 162—ﬂ+16u U e R. Prisecik tecny
3 2 2 2 2 3
5 2x
srovinouxy: z=0=>u=—-———.
4 3

t*(0)=[0; =10 ],ﬁ(0)=(—1;o;o),6(o) (o 16 . *3 J

V32 +1.62 /32 +1.62 J32 41,62 /32 +1.62

+
Rovnice teény: Y (u)= [ __f3u . 1.6u } ueR.

V3 +1. 62 \/ +1.6°

Rovnice hlavni normaly: Y(u) [4 u; 2 2] ueR.

16u +3u
Rovnice binormaly: Y( ) 4 2- ; } ueR.
V3 162 \/ +1.6
, , " . 8 8 8 8 4 4 Ly
. Hlavni normala v bodé X(O). Y(u)= ———U;——+—-U;———=U|,ueR, usecka: U€<O,1>.
3 3 3 3 3 3
Hlavni normala v bodé X (%} :
Y(u): ﬂ Z—i ,—i Z £ ,—&+£+£u ,Uue R, usecka: U€<0,1>.
3 6 3 3 3 3 3 3 3
Hlavni normala v bodé X| — = ——+7z+8u —ﬂ+27z+4u §+27z—§u ueR,
3 3 3 3 3

usecka: U e(01).

26



Kapitola 3: Plochy

3.1 Parametrizace ploch
Plochu umisténou do trojrozmérného prostoru budeme parametrizovat:

a) bodovou funkci
X(u,v) =0+ x(u,v)g + y(u,v)e, + z(u,v )&, = [x(u,v), y(u,v), z(u,v)] (u,v)eQcR,, 1)

b) vektorovou funkci
%(u,v)=(x(u,v) y(u,v), z(u,v)), (u,v)eQcR,, ()

kde vektory %(u,v) jsou privodni vektory bodé X (u,v) plochy,
c) parametrickym vyjadienim
x=x(u,v), y=y(u,v), z=z(u,v), (uv)eQcR, (3)

kde funkce (3) jsou soufadnicové funkce funkei (1) a (2).
Je ziejmé, Ze vSechny parametrizace jsou ekvivalentni.

Je-li v n¢které parametrizaci u=u,, resp. v=y, konstanta, pak (1), (2) nebo (3) je parametrizaci
ktfivky na plose. Na plose tak mame dvé soustavy parametrickych krivek.

Plochou je graf spojité funkce dvou proménnych  z=f(x,y), (u,v)eQcR,. (4)
Plocha ma parametrické vyjadfeni x=u, y=v,z= f(u,v), (u,v)eQ. (5)

Parametrické kiivky jedné, resp. druhé soustavy jsou kiivky praniku rovin o rovnicich x=u, resp.
y=v a grafu funkce.

Priklad:
Grafem funkce z=x?-y? je hyperbolicky paraboloid. Plocha m4 parametrické vyjadieni
x=u,y=v,z=u’-v? (u,v)eR’.
Parametrické kiivky jedné i druhé soustavy jsou paraboly, viz obr. 3.1.

Dale na obr. 3.1 vidime, Ze parametrické kiivky plochy jsou vlastné pfenesenim parametrickych
ktivek zroviny xy, opatiené kartézskou soustavou soufadnic, na plochu. Kazdy bod na plose je
prusecikem praveé jedné parametrické kiivky jedné soustavy a praveé jedné parametrické kiivky druhé
soustavy.

[

WY
.‘::’:\Q\ oy

Obr. 3.14
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Jiné parametrické vyjadieni hyperbolického paraboloidu je

X=Ucosv, y=usinv, z=u?cos’v-u’sin’v, ue(0,+x),ve(0,27). (6)
Na obr. 3.2 vidime, Ze parametrické kiivky v této parametrizaci jsou pienesenim parametrickych
ktivek z roviny xy, opatfené polarnimi souradnicemi, na plochu.

Obr. 3.2

Poznamka 1:
KaZzdou plochu mlzeme parametrizovat n€kolika zplisoby. Zména parametrizace plochy znamena
zménu parametrickych kiivek na plose.

Poznamka 2:
Soufadnicova funkce z v parametrickém vyjadieni (6) je vlastné slozena funkce

f(x,y)=x2—y?, x=ucosv, y=usinv.

Cviceni:

1. Graf funkce z=+/x*>+y?, (x,y)eR?, parametrizujte parametrizaci (5) a parametrizaci analogickou
k (6). Nakreslete casti grafu funkce v obou parametrizacich.

2. Obdobné& jako v pfedchozim piikladé parametrizujte graf funkce z=4-(x—2F -y? (x,y)eR?.
Nakreslete k parametrizacim obrazky.

3. M&jme funkei f(x,y)=+16-(x+2f —y? . Urdete definiéni obor funkce. Utvofte slozenou funkci
tak, ze polozite x=ucosv, y=usinv, ue(0,2),ve(0,27). Nakreslete obrazek grafu funkce.

Bodovou funkci X (u,v)= [u cosv, usinv, \/16— (u2 +4ucosv+ 4)} ue(0,2),ve(0,27), je

parametrizovana pouze ¢ast grafu funkce. Zakreslete do obrazku tuto ¢ast.

V nésledujicich tfech odstavcich budeme pracovat pouze s takovymi plochami, které vyhovuji
nasledujici definici:

Plocha vznika spojitym pohybem krivky, ktera pri pohybu neméni sviij tvar.

Z této definice budeme odvozovat parametrizaci plochy a uvadét, jaké jsou parametrické (tvotici)
ktivky na ploSe. Pfi odvozovani parametrizace budeme uZivat pohyblivé ortonormalni baze.

Pokud pfipustime, Ze kiivka miize pfi pohybu ménit sviyj tvar, je situace slozitéjsi, ale je mozné
vytvofit celou fadu dalSich zajimavych ploch.
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3.2 Translac¢ni plochy
M¢éjme déany dvé kiivky P a Q, které lezi v riznobéznych rovinach a maji spoleény bod.
Translacni plocha vznika posouvanim jedné kiivky po druhé, pficemz posouvana kiivka neméni sviij

tvar.
Jednoducha translacni plocha je valcova plocha, kterd vznika posouvanim kiivky po ptimce.

Priklad:
Kiivka P je pfimka a kiivka Q je parabola v rovin¢ kolmé k P svrcholem na P. Odvodime

parametrizaci plochy, kterd vznikne posouvanim paraboly po pfimce a kterd se nazyva parabolicka
valcova plocha.

ReSeni:
Kartézskou soustavu soutfadnic zvolme tak, aby osa x byla pfimka P. Rovina paraboly Q je
soufadnicova rovina yz, po¢atek O je vrchol paraboly a osa paraboly je soufadnicova osa z, obr. 3.3.

(8]

0
o
0

'y - >
Xy

O=X10) y

Obr. 3.3 Obr. 3.4

Piimka P je parametrizovana bodovou funkci
'X(u)=0+ug,ueR. (7
Parabola Q je parametrizovana bodovou funkci

X (v)=0+VE, +av?g,, veR, aje redlna nenulova konstanta. (8)

Posouvani zrealizujeme posouvanim kanonické ortonormalni baze, se kterou se zaroven posouva
parabola Q, obr. 3.4. Plocha je pak parametrizovana bodovou funkci (9), kterou vytvotfime tak, ze v

(8) nahradime bod O body piimky p, které popisuje bodova funkce (7).
X (u,v)="X (u)+VE, + av’e, =0 +Uué,+vE, +av’e, = [u, v, av2], ueR, veR. (9)

Bodovou funkci (9) dostaneme také tak, ze v (7) nahradime pocatek O body paraboly Q
s parametrickym vyjadienim (8). Geometricky to znamena posouvani ptimky po parabole, obr. 3.5.
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0= X(0) Y

P=x

Obr. 3.5  Obr.36

Parametrické kiivky na uvedené parabolické valcové plose jsou paraboly (pro u=konst) a
primky (pro v=konst). Cast plochy véetné né€kolika parametrickych kiivek obou soustav je
znézornéna na obr. 3.6.

Priklad:
Kiivka K je kruznice, ktera lezi v roviné xy, ma stied O a polomér R. Kolmou kruhovou valcovou
plochu vytvofime posouvanim kruznice K ve sméru osy z. Odvodime parametrické rovnice valcové

plochy.

ReSeni:
Kftivka P je 0sa z, ktera je parametrizovana bodovou funkci
'X(u)=O+ue, ueR,
Kiivka Q je kruznice, ktera je parametrizovana bodovou funkci
2X (v)=0+Rcosve, + Rsinve,,ve (0,27).
Vélcova plocha je podle ptedchoziho ptikladu parametrizovana bodovou funkci
X (u,v)=0+Rcosue, + Rsinue, +ve,
a jeji parametrické rovnice jsou
X =Rcosv,
y =Rsinv
z=U, ueR, ve(02r).
Parametrické kiivky na valcové plose jsou kruznice (pro u =konst.) a primky (pro v =konst.).

Poznamka 1:
Jestlize v parametrickych rovnicich valcové plochy se bude ménit polomér R v intervalu (0,+oo),

pak rovnice popisuji vztah mezi valcovymi (cylindrickymi) soufadnicemi [R,u,v] a kartézskymi
soufadnicemi [X, Y, Z] bodu B, B # O, v prostoru. Situace je znazornéna v obr. 3.7.
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Obr. 3.7
Slozit¢jsi translacni plochu dostaneme, nahradime-li ptimku jinou kfivkou.

Priklad:
Ktivky P a Q jsou paraboly v kolmych rovinach se spole¢nym vrcholem a osou. Odvodime
parametrizaci plochy, kterd vznikne posouvanim jedné paraboly po druhé.

ReSeni:
Kartézskou soustavu soufadnic zvolme tak, aby pocatek O byl vrchol, osa z byla osa parabol a
parabola P, resp. Q leZela v soufadnicové roviné xz, resp. yz. Parabola P je parametrizovana

bodovou funkci
2
X(u)=0+ug +;—pé'3, ueR, kde p jekladnakonstantaz R . (10)

Parabola Q je parametrizovana bodovou funkci
2

2X(v)=0+VE, +\2/—qé3, veR, kdeq jekladnékonstantaz R . (11)

Posouvani opét zrealizujeme posouvanim kanonické ortonormalni baze po parabole P. Sbazi se
zaroven posouva i parabola Q, obr. 3.8.
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Obr. 3.8

Translaéni plocha je parametrizovana bodovou funkci
L V2 u 2 V2 u 2 2
X(u,v)=X(u)+VvE +—&=0+u8 +—&+VE+—&=|uv,—*—|, ueR,veR.
2q 2p 2q 2p 29
Plocha, kterd vznikne posouvanim paraboly po parabole, se nazyva transla¢ni plocha

parabolicko-parabolicka. Pro znaménko ,+“ je tato plocha eliptickym, pro znaménko ,,-*
hyperbolickym paraboloidem. Na obr. 3.9 je c¢ast eliptického a na obr. 3.10 hyperbolického

paraboloidul.
Parametrické kiivky na translaéni ploSe parabolicko-parabolické jsou paraboly jak pro

u =konst., tak pro v =konst.

9]

Obr. 3.10
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Cvifeni:
Ve cvicenich 1.-3. zvolte kartézskou soustavu soufadnic tak, aby parametrizace byla co
nejjednodussi.
1. Parametrizujte geometricky model zastfeSeni obdélniku ABCD o rozmérech |AB|=a,
|BC|=b transla¢ni plochou parabolicko-parabolickou podle nasledujiciho obrazku. Konstanty ¢, a
¢, se nazyvaji vysky lunet.

2. Stejny obdélnik je zastfeSen translacni plochou kruhovo-parabolickou a stejné vysSce lunet.
Parametrizujte plochu.

A B

3. Parametrizujte geometricky model zastieSeni obdélniku ABCD zlabovou stfechou. ZastfeSeni tvori
tf1 skofepiny tvaru hyperbolického paraboloidu.
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3.3 Rotaéni plochy

Rotace Vv prostoru je déna pevné zvolenou piimkou 0 — osou rotace. Rota¢ni plocha vznika rotaci
kiivky M kolem osy o. Budeme ptedpokladat, ze M je rovinna kiivka a osa rotace lezi v roviné
kiivky M.

Parametrizace rota¢ni plochy:

Priklad:

Rotaéni plocha vznikne rotaci grafu M funkce z :ﬂ, xeR", kolem osy z. Odvodime parametrizaci
X

plochy.

ReSeni:

Graf funkce z= ﬂ x e R", je parametrizovan bodovou funkci
X

lX(u)=O+ueﬁl+ﬂg,UER*. (12)
u

Vektory e, a e, tvoii ortonormalni bazi roviny xz, ve které leZi kiivka M. Rotaci vektoru e, kolem

0sy z popisuje vektorova funkce
t:(v)z (cosv,sinv,0), ve(0,27). (13)

Parametrizaci rota¢ni plochy dostaneme tak, Ze v (12) nahradime vektor e_i vektorovou funkci
(13). Potom bodova funkce

X(u,v)=0+u ﬂ(v)+£e2 =0 +u(cosv,sin v,0)+£(0,0,1)= [u cosv, usin vﬂ} ueR*,ve(0,27),

u u u

je parametrizaci plochy. Na obr. 3.11 jsme znazornili ¢ast této rota¢ni plochy pro u e <%2> .

Parametrické kiivky pro u=konst. jsou kruznice, které nazyvame rovnobézkové kruznice, a
parametrické kiivky pro v =konst jsou kiivky shodné s kiivkou M, které nazyvame meridiany.

i
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Bodovou funkci !X(u)=O+Rcosue +Rsinue,, ue <— % , %> , je parametrizovdna polovina

kruznice, ktera lezi v rovin€ xz, jejiz stfed je pocatek O a polomér R. Rotaci pllkruznice kolem osy
z vznikne kulova plocha, ktera ma parametrické vyjadreni

X =R cosu cosv,
y=Rcosusinv, (14)

z=Rsinu U€<—Z,£>, ve(0,27).
2 2

Parametrické vyjadreni jsme odvodili stejn€ jako v pfedchozim ptiklad¢. Parametrické kiivky pro
u =konst. jsou opét rovnobézkové kruznice a pro v=konst. jsou parametrické kiivky — meridiany
pulkruZnice.

Poznamka 1:
Pokud se v (15) bude ménit polomér R v intervalu (0,+o0), pak rovnice (15) popisuji vztah mezi

sférickymi soufadnicemi [R,u,v] a kartézskymi soufadnicemi [x, z.y] bodu X v prostoru, obr. 3.12.

a v v

X,

Obr. 3.15

Poznamka 2:

Kulova plocha se v geodézii uziva jako nejjednodussi referencni plocha Zemé. Potom se uziva
znaeni U=¢ a v=A.Parametr ¢ je zemépisna Sifka a parametr 1 je zemépisna délka. Jak znamo
parametrické kiivky na referencni kulové plose se nazyvaji rovnobézkové kruznice — rovnobézky a
meridiany — poledniky. Toto nazvoslovi se pfeneslo i na obecné rotacni plochy. Proto u dalSich
rotacnich ploch neuvadime parametrické kiivky.

Rotacni kvadratické plochy:

Rota¢ni kvadratické plochy jsou rotacni elipsoidy a hyperboloidy, rotacni paraboloid, rotacni
valcova a kuzelova plocha.

Rotaéni elipsoidy, resp. hyperboloidy vznikaji rotaci elipsy, resp. hyperboly kolem n¢které jejich
osy. Rotaci elipsy, resp. hyperboly kolem vedlejsi osy dostaneme zplostély elipsoid, resp. jednodilny
hyperboloid. Rotaci kolem hlavni osy ziskame protahly (vejcity) elipsoid resp. dvojdilny hyperboloid.
Rotaci paraboly kolem jeji osy vznikne rotacni paraboloid. O rota¢ni valcové a kuzelové plose
pojedname v dalSim odstavci.
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Odvodime parametrizaci rotacniho hyperboloidu:

a) Jednodilny hyperboloid
Jedna vétev hyperboly, ktera lezi v roviné xz (obr. 3.13), je parametrizovana bodovou funkci
IX(u)=0+—2_¢ +bt ue., u (—z,zj.
) cosu * 09 E UE( 75T
Rotuje-li vétev hyperboly kolem osy z, dostaneme jednodilny hyperboloid, ktery je parametrizovan
bodovou funkei

a : a
X =0+— 0)+btgu(0,01)=
(u,v) o (cosv,sinv,0)+btgu(0,0,1) Losu

a . T T
bt -—,= 0,27). 15
cosv,cosusmv, guJ,UG( 2'2j’ve< 2z).  (15)

Provolbu a=2,b=4,uc <—% %> je plocha zobrazena na obr. 3.14.
F.“
4
p 2 @
X
v
Obr. 3.13 Obr. 3.14

b) Dvojdilny hyperboloid
Jedna cast dvojdilného hyperboloidu vznikne rotaci ¢asti hyperboly, ktera je parametrizovana bodovou

funkci (15), ale u e <O, %), kolem osy x. Tato ¢ast je parametrizovana bodovou funkci
X (u,v) =0 +—2—(1,0,0)+b tgu(0,cosv,sinv) =

cosu
Druhé ¢ast dvojdilného hyperboloidu vznikne rotaci ¢asti hyperboly, ktera je parametrizovana

= [i,btgusinv,btgu cosv}u € <O,%j,v e (0,27).

bodovou funkei (15), kdy u e (% : 7r> . Tato ¢ast hyperboloidu je parametrizovana bodovou funkci
(16),ale u e (%,ﬂ'>, Ve <0,27z> )

Obe¢ casti plochy jsou pro volbu a=2,b=1,ue <O%> v <3Tﬂ”> , Jsou zobrazeny na obr. 3.15.

36



Obr. 3.15

Cviceni:
1. Parametrizujte rotacni elipsoidy a rotacni paraboloid. Potfebnd parametrizace kuzelosecek je
uvedena v odstavci 2.3.

Rotaéni primkové plochy:

Rota¢ni piimkové plochy vznikaji rotaci ptimky p. Piimka p je dana bodem M =[m,n,q] a
smérovym vektorem P = (pl, P,, p3). Ptimka p je parametrizovana bodovou funkci

'X(u)=0+(m+p,ule +(n+p,ule, +(q+p,uke, ,ueck. (17)
Pokud osa rotace o=z, pak rotaci baze tvorené vektory e, e, popisuji (jak bylo odvozeno
v odstavci 1.5) vektorové funkce
t,(v)=(cosv,sinv,0), t,(v)=(-sinv,cosv,0), ve(0,27). (18)
Rotacni plocha, ktera vznikne rotaci ptimky p kolem osy o=z, je parametrizovana bodovou
funkei (17), ve které vektory € a e, nahradime vektorovymi funkcemi t,(v) a t,(v) z (18). Tak
dostaneme bodovou funkci
X (u,v)=0+(m+ pu)(cosv,sinv,0) + (n + p,u)-sinv,cosv,0)+ (q + pu)0,0.1) =

=[(m+ pu)cosv —(n+ p,u)sinv,(m+ pu)sinv+(n+ p,u)cosv,q+ pu) ueR,ve(0,27) (19)
Plocha ma parametrické vyjadieni
x =(m+ pu)cosv —(n+ p,u)sinv ,
y =(m+ pu)sinv+(n+ p,u)cosv , (20)

Z=0+ pu , ueR,ve(0,27) .

a) Rota¢ni kuZelova plocha
Rota¢ni kuZelova plocha vznikne rotaci ptimky, ktera je s 0sou 0 rotace ruznobézna. Pokud o=z,
pak z (17) odvodime, ze pfimka p je S 0S0U z riznobézna, jestlize
m n

(m+pu=0 A n+ pzu:O):(u=——=——J:>(mp2=np1).
Py P,

Podminku rGznobé&znosti piimky 0=z a pfimky p je mozné odvodit napf. pomoci determinantu.
Splnéni této podminky znamena, Ze (20) je parametrické vyjadreni rotacni kuzelové plochy.
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Cviceni:
2. Ptimka je dana body
a) M =[5,0,0] a vV =[0,0,10],
b) M =[3,4,0] a V =[0,010].
Napiste parametrické vyjadreni ¢asti rotacni plochy, ktera vznikne rotaci usecky MV kolem osy z.
Nakreslete obrazek a porovnejte ¢asti ploch ze zadani a) a b).

3. Pfimka p je ddna bodem M = [4,0,0], leZi v rovin€ Xz a jeji odchylka od osy X je 45°. Odvod’te
parametrizaci rota¢ni plochy, ktera vznikne rotaci piimky p jednak kolem osy z a jednak kolem
0SY X.

b) Rotacni jednodilny hyperboloid
Jestlize pfimka je s 0sou rotace mimobéZna, pak jeji rotaci dostaneme rotacni jednodilny hyperboloid,
ktery ma opét parametrické vyjadieni (20).

Priklad:
Kolem osy o0=zrotuje pfimka p, ktera je dana bodem A:[Z,0,0] a smérovym vektorem
p= (0,1,2), jak je zakresleno na obr. 3.16. Odvodime parametrizaci rota¢ni plochy.

&

Obr. 3.16

ReSeni:
Ptimka je s osou rotace mimob€zna, a proto rotacni plocha je jednodilny rota¢ni hyperboloid. Z
(20) dostaneme jeji parametrické vyjadieni:
X =2C0SV—usinv ,
y =2sinv+ucosv , (21)
Z=2U , UER,V€<0,27Z'>.

Pro u (—6,6) jsme plochu zobrazili na obr. 3.17.
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Obr. 3.17

Protoze je plocha soumérna podle roviny Xy, je jiné jeji parametrické vyjadieni:
X =2C0svV—usinv ,
y =2sinv+ucosv , (22)
Z=-2U , UER,VE<O,27Z’>.
Pii této parametrizaci rotuje pfimka q, ktera je s pfimkou p soumérna podle roviny xy . Cést plochy pro
ue(-6,6) je zakreslena v obr. 3.18. Porovnejte jej s obr. 3.17.

Obr. 3.18

Mame uz tedy tii parametrizace (15), (21) a (22) jednoho jednodilného rota¢niho hyperboloidu. Ve
vSech parametrizacich tvofi jednu soustavu parametrickych kiivek rovnobézkové kruznice, jiné jsou
parametrické kiivky druhé soustavy (¢asti hyperbol, ptimky).

39



c) Rota¢ni valcova plocha
Rotac¢ni valcovou plochu ziskame rotaci piimky, ktera je s 0sou rotace rovnobézna.

Piiklad:
Odvodime parametrizaci rotaéni valcové plochy, kterda vznikne rotaci piimky p, kterd je
parametrizovana bodovou funkci

X(u)=O+Re +ue, ueR,
kolem osy z.

ReSeni:
Rotac¢ni valcova plocha je parametrizovana bodovou funkei
X(u)=0+Rt(v)+ue, =0 +R(cosv,sinv,0)+u(0,0,1)= [Rcosv,Rsinv,u}, ueR,ve(027).

Plocha ma parametrické rovnice
X =Rcosv

y =Rsinv
z=u, ve(027), ueR,

coz jsou tytéz rovnice jako v ptikladu, kdy jsme vytvoftili rotaéni valcovou plochu jako translacni
plochu.

Rotace kolem obecné primky:

Nyni ukdzeme odvozeni parametrizace libovolné rota¢ni plochy, kdy osa rotace nemusi byt osou
soufadnic.
Necht' osa rotace je libovolnd pfimka 0, kterd prochazi poc¢atkem O a jeji smérovy vektor je

jednotkovy vektor t_; Dale necht t: a t: jsou vektory, které tvofi ortonormalni bazi zaméteni roviny

kolmé k ose rotace. Rotovat nechame rovinnou kiivku M, ktera ma parametrické vyjadieni
x=xu)y=0,z=z(u)uel.

Kiivku umistime do roviny, ktera je urCena osou rotace a ptimkou, kterd prochazi pocatkem O a jeji

smérovy vektor je ﬂ . Potom je kiivka M parametrizovana bodovou funkci

X (u)=0+x(u)t, + z(u)t,,u el . (23)
Rotaci vektort ﬂ a tZ kolem osy o popisuji vektorové funkce
v (v)=cosvt +sinvt,, v,(v)=—sinvt +cosvt,, ve(0,27). (24)

Rota¢ni plocha, ktera vznikne rotaci kiivky M kolem osy o0, je parametrizovana bodovou
funkci (23), ve které vektor t, nahradime vektorovou funkei v,(v) z (24). Potom bodové funkce

X (u,v)=0+x(u)v; (v)+ z(u)t; = O +x(u)cosv t, + x(u)sinv t, + z(u)t;, uel,ve(027),  (25)
je parametrizaci rotacni plochy.

Nahradime-li pocatek O bodem S, pak (25) je parametrizaci rota¢ni plochy posunuté o pravodni
vektor OS bodu S.
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Priklad:
Odvodime parametrizaci rotacni valcové plochy. Osa rotace je ptimka 0, kterd prochazi pocatkem O
ajeji smerovy vektor je vektor f):(l,Z,l). Rotuje ptimka p, kterd je s 0 rovnobézna a ma od ni
vzdalenost 2.

ReSeni:
Ptimka p mé parametrické vyjadreni
X=Uu, y=2u, z=u, ueR.

Vektor t_; je normovany vektor p . Proto

- (L 2 L]

N WENN L
Vektor 'g doplnime vektory ﬂ a t; na ortonormalni bazi prostoru. Za vektory ﬂ a t; vezméme napft.
vektory

Ptimka p, kterd bude rotovat, je parametrizovana bodovou funkci
'X(u)=0+2t, +ut,, ueR.

Rotacni valcova plocha je podle (25) parametrizovana bodovou funkci
X (u,v)=0+2cosv t, +2sinvt, +ut, =

O+2cosv(\/_ N j+23inv( 730" \/2_\/5_j (%%%

cosv COSV ———sinv+

—{i —isinv+l—— 2u 10
V5 V30 J6' 5 V30 V6430

CD‘C

Na obr. 3.19 jsme zobrazili ¢ast valcové plochy pro UE<O,8>. Pro tutéz volbu u, ale pro

ve(7,27) je naobr. 3.20 znazornéna polovina &asti rota¢ni valcové plochy.
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Obr. 3.19 Obr. 3.20
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3.4 Sroubové plochy

Sroubové plochy vznikaji sroubovym pohybem kiivky. Sroubovym pohybem a §roubovici jsme se
zabyvali v odstavci 2.4. Casto uzivané Sroubové plochy, které se nazyvaji cyklické, vznikaji
Sroubovym pohybem kruznice. Dalsi uzivané Sroubové plochy jsou primkové a, jak vystihuje nazev,
vznikaji Sroubovym pohybem piimky. Obecné ale mlze byt kiivka, jejimz pohybem vytvaiime
Sroubovou plochu, libovolna.

Cyklické Sroubové plochy:
Odvodime parametrizaci tii cyklickych Sroubovych ploch, a to vinutého sloupku, plochy klenby
sv. Jilji a Archimédovy serpentiny.

a) Vinuty sloupek

Vinuty sloupek vznikd Sroubovym pohybem kruznice, ktera lezi v roviné kolmé k ose Sroubového
pohybu, ale jeji stied na ose Sroubového pohybu nelezi. Kartézskou soustavu soufadnic zvolime tak, ze
osa Sroubového pohybu je osa z a kruznice lezi v soufadnicové roviné Xy. Kruznice, ozna¢me ji Q,
necht’ je dana bodovou funkeci

'X(v)=0+(rcosv+a,rsinv,0), ve(0,2r). (26)
Stted kruznice Q je bod S = [a,0,0], Ktery se pii Sroubovém pohybu pohybuje po Sroubovici, ktera ma
redukovanou vysSku zavitu Vv,. Oznac¢me tuto Sroubovici P. Je ddna bodovou funkci

?X(u)=0O+(acosu,asinu,v,u), ueR. (27)
Vinuty sloupek je translaéni plocha, a proto je parametrizovana bodovou funkci

X (u,v)=0 +(acosu,asinu,v,u)+(rcosv +a,rsinv,0) =

. _ (28)
=[acosu +rcosv+a,asinu+rsinv,v,ul ueR,ve(0,27),

kterou vytvotime tak, Zze v bodové funkci (26) resp. (27) nahradime pocatek O bodovou funkci (27)
resp. (26), jak bylo odvozeno v odstavci 3.2.

Obr. 3.22 a 3.23 zachycuji ¢ast vinutého sloupku pro a>r a pro a=r. Pro a<r dochazi
k situaci, kdy plocha sebe samu protina.

Parametrické kiivky pro v =Kkonst. jsou Sroubovice a parametrické kiivky pro u=konst. jsou
kruZnice, jak plyne z (28) a jak vidime na obr. 3.22 a 3.23.

Obr. 3.22 Obr. 3.23
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Cvifeni:

1. Kruznice K ma stfed S = [2,0,0] a polomér r =2. Napiste parametrické vyjadieni dvou zavitl
plochy vinutého sloupku, jestlize Sroubovy pohyb ma osu 0=z, vySku zavitu v=28 a je jednak
pravotocCivy, jednak levotocivy.

2. Zakreslete ob¢ plochy ze cviceni 1. do jednoho obrazku.

b) Plocha klenby sv. Jilji

Plocha klenby sv. Jilji vznika Sroubovym pohybem kruznice K, kterd lezi v roviné obsahujici osu
Sroubového pohybu. Kartézskou soustavu soufadnic zvolme tak, ze osa Sroubového pohybu je osa z a
kruznice K lezi v soufadnicové roviné xz. Jestlize S = [a,0,0],a >0, je stfed a r polomér kruznice K,
pak K je parametrizovana bodovou funkci

'X(v)=S +rcosve +rsinve, =0 +(a+rcosv)e +rsinve,, ve(0,27). (29)
Sroubovy pohyb je sloZenim rotace kolem osy 0 a translace ve sméru osy 0. Otageni kruznice K kolem
0sy 0=z mizeme realizovat tak, Ze v bodové funkci (4) nahradime vektor e, vektorovou funkci

—

t,(u)=(cosu,sinu,0)
a posouvani ve sméru osy Z realizujeme tak, ze k bodové funkci (29) pticteme vektorovou funkci

Vo U e: . TakZe bodova funkce
X (u,v)=0 +(a+rcosv)cosu,sinu,0)+ rsinv(0,0,1) +v,u(0,0,1) =
=[(a+rcosv)cosu,(a+rcosv)sinu,rsinv+v,u], ueR,ve(0,2x),

je parametrizaci plochy.

Jeden zavit plochy klenby sv. Jilji ma parametrické vyjadieni
x = (a+rcosv)cosu,
y=(a+rcosv)sinu, (30)
Z=rsinv+v,u, ue(0,2r), ve(0,27).

Na obr. 3.24 jsme zobrazili ¢ast plochy klenby vzniklou Sroubovym pohybem pulkruznice. Jeji
parametrické vyjadieni je

x = (4+2cosv)cosu,

y =(4+2cosv)sinu,

z=2sinv+1.6u, ue(0,27), ve(0,7).

=0

Obr. 3.24
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Cviceni:
3. Kruznice K, ktera lezi v soufadnicové roviné Xz, ma stfed S = [6,0,7] a polomér r =3. PravotoCivy

. , , s .. , T T
Sroubovy pohyb ma osu 0=z, vysku zavitu v=12. Odvod’te parametrizaci 2 zavitu ¢asti plochy

klenby, ktera vznikne Sroubovym pohybem ,,dolni* palkruznice kruznice K.

4. Pullkruznice K je parametrizovana bodovou funkci 1X(v):[1.5003v,0,1.55inv] ,Ve<—%,%>.

Napiste parametrizaci dvou zaviti plochy, kterd vznikne levotofivym Sroubovym pohybem
pulkruznice K. Osa Sroubového pohybu je z a redukovana vyska zavitu v, =2.

) Archimédova serpentina

Plocha nazyvana Archimédova serpentina vznikd Sroubovym pohybem kruznice K, kterd lezi
v normalovych rovinach Sroubovice, po které se pohybuje stied kruznice K. Stifed kruznice K (0
poloméru r) je bod S = [a,0,0], ktery necht’ se pohybuje po pravoto¢ivé Sroubovici parametrizované
bodovou funkei

'X(u)=0+(acosu,asinu,v,u), ueR.
Vektorovymi funkcemi

fi(u) = (- cosu,~sinu,0) a b(u)= YSNU —YCOoM 4
JaZ+v,2 Jal+v,?2 |a’ +v,?
z Frenetova pravodniho repéru Sroubovice (viz kapitola 2, odstavec 2.5) jsou uréeny normalové roviny
sroubovice v bodech "X (u).

Archimédova serpentina je parametrizovana bodovou funkei
X (u,v)=X (u)+rcosvf(u)+rsinvb(u)=

V,sinu —vocosu a

Ja2 4,2 Al v, Jal v,

=0+ (acosu,asinu,v, u)+ rcosv(—cosu,—sinu,0) + rsinv

ueR, ve <O,27z>.

Jeden zavit Archimédovy serpentiny ma parametrické vyjadieni
rv,sinvsinu

2 2 !
Jal+v,

rv,sinvcosu
JaZ+v,’

€ <0,27z>, Ve <O,27r>.

X=acCosu—rcosvcosu +

y =asinu—rcosvsinu —

arsinv
JaZ+v,

6 . . . . . . y
Pro volbu konstant a=4,r=2,v,=—, je jeden zavit Archimédovy serpentiny znazornén na
zr

Z=V,u+

obr. 3.25.
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Obr. 3.25

Cvifeni:
5. Napiste parametrické vyjadieni jednoho zavitu Archimédovy serpentiny, ktera vznikne Sroubovym
pohybem kruznice K o poloméru r=2. Stied vychozi polohy kruznice K je bod S :[4,0,0].

Sroubovy pohyb je dan osou 0 =z, redukovanou vysku zavitu v, = 2 a je levotogivy.

Piimkové Sroubové plochy
Ptimkové Sroubové plochy vznikaji Sroubovym pohybem piimky p. Podle vzajemné polohy
ptimky p a osy o0 Ssroubového pohybu délime piimkové Sroubové plochy na:

otevirené, jestlize p a 0 jsou mimob¢&zné,
uzaviené, jestlize p a 0 jsou riznobé&zné,
primé (kolmé), jestlize p a 0 jsou kolmé,
Sikmé jestlize p a 0 nejsou kolmé.

NejcCastéji pouzivana Sroubova plocha je plocha pfimé a uzaviend, kterd se nazyva primy
Sroubovy konoid. Podrobnéjsi komentar si zaslouzi také plocha teen Sroubovice, protoze je jedinou
rozvinutelnou Sroubovou plochou.

K odvozeni parametrizace pifimkové Sroubové plochy uzijeme vektorovych funkci Frenetova
pruavodniho repéru Sroubovice. Méjme danu Sroubovici, kterd je parametrizovana bodovou funkci

'X(u)=0 +(acosu,asinu,v,u), ueR. (31)
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Vektorovymi funkcemi

- asinu  acosu Vo
t(u)=| - ,
\/a +Vy \/a +Vy \/a +Vy
fi(u)= (- cosu,—sinu,0), (32)
b(u)= Vosinu  —Vv, cosu a

- 2 2" (.2 2" [.2 2
Jal+v? (JaZ+v,? Jal+y,

jsou dany vektory Frenetova privodniho repéru v bodech *X (u)

Piimka p necht’ je dana bodem S a smérovym vektorem P = mgl + ng + qg; . Pfimka p je
parametrizovana bodovou funkci
2X(v):S+vf):S+v(me1+ne2+qe3) veR. (33)

Bodovou funkci, kterou je parametrizovana pifimkova Sroubové plocha, ziskame tak, ze v bodové
funkci (33) nahradime bod S bodovou funkei *X (u) z (31) a vektory ej, ej, e, kanonické baze

vektorovymi funkcemi f(u), ﬁ(u) a B(U) z (32). Takze piimkova sroubova plocha je parametrizovana
bodovou funkei

X (u,v)=0 +(acosu,asinu,v,u)+ v{mf(u)+ nii(u)+ qb(u)}: O +(acosu,asinu,v,u)+

asinu  acosu vy +n( cosu,—sinu,0)-+ vosmu —vocosu
H v v Wt e
ueR,veR.

Jeden zavit plochy ma parametrické vyjadreni

amsinu qv, sinu
X =aC0SU+V| ————=—=——NCoSU+——— |,
Jai+v, \ai+v,
. amcosu . V, CoSU
y=asinu+yV —2—n5|nu—q°—2 : (34)
Vai+v, \ai+v,

Z=V,u+V MV, __2d , ue(0,27),veR.

2 2 2 2
\/a +Vy \/a +V,

Na obr. 3.26 je zakreslena Cast jednoho zavitu ptimkové pravotocivé Sroubové plochy s osouo=1za

. 2 ,
redukovanou vySkou zavitu v, = —. Sroubovand piimka p je ur¢ena bodem S = [5,0,0] a ma smerovy
T
vektor p =(1,1,1). Ze vzajemné polohy osy Sroubového pohybu a piimky p plyne, Ze se jedna o
Sikmou otevienou pifimkovou Sroubovou plochu.
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a) Piima uzavi‘ena primkova Sroubova plocha — piimy Sroubovy konoid

Ptimou uzavienou piimkovou sroubovou plochu tvofi hlavni normaly dané Sroubovice. Smérové
vektory hlavnich normadl jsou dény vektorovou funkei n= ﬁ(u) ze vztahil (32). Proto parametrické
vyjadieni plochy dostaneme z (34), kde m=q=0 a n=0. Cislo n mazeme volit, a proto zvolme
n=1. Jeden zavit plochy mé parametrické vyjadieni

X=aCoSu—VvCoSu,

y=asinu-vsinu,

Z=V,U, ue(0,27),veR.

Na obr. 3.27 je zakreslena ¢ast plochy mezi Sroubovici bodu S :[5,0,0] a osou Sroubového

pohybu 0 =z . Redukovana vyska zavitu v, = E, Sroubovy pohyb je pravotocivy.
T

Obr. 3.27
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Casti ptimych $roubovych konoidii se uziva jako geometricky model pfechodovych komunikaci a
je zékladem Sroubovych schodist.

Cviceni:

6. Parametrizujte polovinu zavitu pifimého Sroubového konoidu, ktery vznikd pravotocivym
Sroubovym pohybem usecky AB, A:[4,0,0], B:[Z,0,0]. Sroubovy pohyb je dan osou 0=z a
vyskou zavitu v=8.

7.  Parametrizujte % zavitu casti ptimého Sroubového konoidu, ktery vznika levotoCivym

Sroubovym pohybem usecky AB, A=[O,1,0], B=[O,3,0]. Sroubovy pohyb je dan osou 0=z a
redukovanou vyskou zavitu Vv, =1.6. Popsanou ¢ast konoidu uvazujte jako zaklad Sroubového
schodiste, které je zastieSeno casti plochy klenby sv. Jilji. Vyska tvoricich pulkruznic plochy
klenby nad schodistém je 4. Parametrizujte uvedenou ¢ast plochy klenby.

b) Plocha te¢en Sroubovice

Jediny typ ptimkovych Sroubovych ploch, které jsou rozvinutelné, jsou plochy tecen Sroubovice.
Vzhledem k poloze teCen Sroubovice a osy Sroubového pohybu se jedna o Sikmou otevienou
Sroubovou plochu. Parametrické vyjadreni jednoho zavitu plochy te¢en Sroubovice ur¢ime z (34), kde
n=q=0 a m=#0.Zvolme m=1. Potom parametrické vyjadieni jednoho zavitu plochy je

asinu
X=ac0su —V———,
Jai+y,
. acosu
y=asinu+v (35)

JaZ+v,
VO
JaZ+v,

Plocha tecen Sroubovice bodu S = [5,0,0] je zakreslena na obr. 3.28 (1 zavit, pravoto¢ivy Sroubovy

Z=V,u+V ue(0,27),veR.

pohyb sosou 0=z sredukovanou vyskou zavitu V,=—). Zobrazena ¢ast je tvofena pohybem
V4

usecky, ktera ma stied na Sroubovici bodu S . Draha tohoto bodu vytvaii na plose tzv. hranu vratu.

A

Obr. 3.28
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Uzitim skalarniho soucinu ukazte, ze pro kazdé u € R je tthel smérového vektoru te¢ny Sroubovice
a smérového vektoru osy 0=z Sroubovice konstantni. To znamena, Ze je konstantni odchylka teCen
Sroubovice od roviny Xy. Proto je Sroubovice tzv. spadova krivka a plocha teCen Sroubovice je
plochou konstantniho spadu vzhledem Kk roviné xy.

Cviceni:
8. Polovina zavitu Sroubovice je dana bodovou funkci X (u) =0+ (BCOSU,BSin u, u), ue <O, 7z> )
e Parametrizujte plochu te¢en dané ¢asti Sroubovice.
e Parametrizujte kiivku L tvofenou pruseciky tecen dané ¢asti Sroubovice s rovinou Xxy.
e Parametrizujte pouze ¢ast plochy tecen mezi Sroubovici a kiivkou L.
e Urcete odchylku tecen Sroubovice od roviny xy.
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