LINEARNI DIFERENCIALNI ROVNICE 2.RADU

ZDENEK SIBRAVA

1. OBECNE RESENI LIN. DIF. ROVNICE 2.RADU S KONSTANTNIMI
KOEFICIENTY

1.1. Variace konstant.

Priklad 1.1. Najdéme obecné teseni diferencidlni rovnice

1 43y 42y =
(1) vy 2=

Obecné Feseni linearni diferencialni rovnice (1) ma tvar

p(x) = en(r) + p(),
kde @ () = c191(x) + capa(x) je obecné feSeni prislusné linearni dife-
rencialni rovnice bez pravé strany
(2) v +3y +2y=0

a () je néjaké pevné (partikularni) feseni rovnice (1).

Funkce ¢;(z) a ¢o(x) tvofi fundamentalni systém rovnice (2), tj. jsou
bézi vektorového prostoru vsech FeSeni rovnice (2)

Reseni rovnice (2) hleddme ve tvaru op(x) = e, kde \ je fesenim
charakteristické rovnice

A +30+2=0.
Je tedy \; = —1 a Ay = —2. Odtud
on(z) = cre " +cpe .

Partikularni feSeni rovnice (1) budeme hledat metodou variace kon-
stant, tj. ve tvaru ¢, (x) = g1(2)p1(z)+g2(x)p2(z). Derivace hledanych
funkei ¢ a g5, dostaneme jako feSeni soustavy

gr(w)er(x) + go(w)pa(x) = 0,
() () + ga(w)h () = f (),
kde f(z) je prava strana FeSené linearni diferencialni rovnice.

V nasem pripadé

ep() = gr(z) e " +ga(x) e "

8

@ +g@e = o

(@) (=) + gy () (=2e7) = .
1

Q
_~ =~
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Resenim této soustavy dostaneme

/ o , o2t
g(x) = (1t e0) ga(x) = T rer)
a odtud
g1(z) = / (j[j——ex)dx = %Hdt =In(l+t)=In(1+e")

a

o2z " i i
go(z) = — / mdx =— / 1—+tdt = —t+In(1+¢t) = — e +In(1+e€").
Potom

op(z) = e “In(1+€") + e *(— e’ +1In(1 +e"))

a

o) =cre " +epe ™ +e "In(l+e*) +e (—e"+In(l+e"), c,c€R

Priklad 1.2. Najdéme obecné tesent diferencidlni rovnice

Xz

(3) y' =2ty =—
Nejdfive najdeme obecné feseni rovnice bez pravé strany
(4) y' =2y +y=0
Resenim jeji charakteristické rovnice
AN —2X+1=0

dostaneme A = 1, coz je jeji dvojnasobny kofen. Fundamentalni systém
tedy tvori funkce p1(z) = €” a @y(z) = xe”. Odtud

on(x) = 1€ core®.
Jedno pevné partikularni feSeni rovnice (3) najdeme opét metodou va-
riace konstant, tj. ve tvaru

op(r) = g1(z) " +g2(x)z ",
kde derivace neznamych funkci ziskdme fesenim soustavy
Gh2)e +ghmrer = 0,
g1(x) e” + gy(z)(e” +xe”) = T

Resenim této soustavy dostaneme

a odtud
gi(z) = -z, go(z) =Inlz|.
Je tedy
op(x) = —ze’ +xin|z|e”,
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o(x) =e"(c; + cox —x+xInlz|), 1,2 €R

Priklad 1.3. Najdéme obecné teseni diferencidlni rovnice

(5) y'ty=tgz
Nejdiive najdeme obecné feseni rovnice bez pravé strany
(6) y' +y=0

Charakteristicka rovnice

M+1=0
méa dva komplexné sdruzené koteny Ao = +i. Jim odpovidajici funda-
mentalni systém

e(0£1 1)z _ g0 (cos(l-z)+isin(l-x))
nahradime realnym fundamentalnim systémem

p1(x) =7
Potom

cos(l-z) = cosz, @o(r) = ¥ sin (1 - 2) = sin .

on(xr) =crcosz + cpsine
je obecné feseni rovnice (6).
Partikularni feseni rovnice (5) budeme hledat ve tvaru
pp(x) = g1(x) cosx + ga(x) sinz,
kde derivace neznamych funkci ziskdme fesenim soustavy
gi(z)cosx + ghy(x)sinz= 0,
—g1(z)sinz + gy(x) cos v = tg x.

Resenim této soustavy dostaneme

gi(x) = —sinztgr, gy(z) =sinz
a odtud
.2 .2 2 -
1 [ [ o]
g2(x) = —cos .
Potom
sinz — 1
wp(x) = écosx-ln sz il
a

sinx — 1

1
go(x):clcosx+0281nx+§cosm-ln ’, c1,c0 €R

sinx + 1
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Priklad 1.4. Najdéme homogenni linedrni diferencidlni rovnici 2.7ddu
s konstantnimi koeficienty, jejiz fundamentdlni systém tvori funkce

o1(z) = €® a py(r) = e 22,

Hledané rovnice bude mit tvar

(7) y' +ay +agy = 0,
kde ag a a1 jsou neznamé konstanty. Protoze ¢1(z) = € a pqo(z) = €™
jsou podle predpokladu fesenim rovnice (7), musi platit
e1(2) + @i (z)ar+ e1(z)ag =0,
5 () + @y(w)ar+ a(x)ao =0,
tj.
e’ + e’ a1+ e ay =0,
de 2 _2e 2 qi+e 2 qy=0
a po uprave
a1+ ag= —1,
—2@1 +ag= —4.
Resenim této soustavy dostaneme ag = 1, a; = —2. Hledan4 rovnice

ma tedy tvar

y' +y —2y=0.

Mohli jsme také postupovat rychleji. Tvoii-li funkce p;(x) = €' a
©o(z) = e72* fundamentalni systém hledané rovnice, ma charakteris-
tickd rovnice

(8) )\2+CL1)\+CLO = 0.

dva redlné kofeny A\; = 1 a Ay = —2 a rovnici (8) mizeme napsat
ve tvaru (polynom na levé strané napiSeme jako soucin kofenovych
Cinitell) ve tvaru

A =1)(A+2) =0,
t].
M+EA-2=0.
Odtud pak
' +y —2y=0.
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1.2. Specialni prava strana.

Priklad 1.5. Najdéme obecné tesent diferencidlni rovnice
(9) y' +y —6y =122+ 2 +1

ReSenim charakteristické rovnice A2+ \ —6 = 0 dostaneme \; = —3,
Ao = 2. Odtud
on(z) = c1 e fcy e,

O specialni pravé strané diferencialni rovnice

(10) y' +ary +agy = f(x)
budeme mluvit v pfipadé, ze funkce f ma tvar
(11) f(x) = e (p1(x) cos(bx) + pa(x) sin(bx)) ,

kde a,b € R a py, ps jsou polynomy stupné s a r.

Hledané partikularni FeSeni ¢, rovnice (10) ma potom tvar

(12) 0p(z) = e 2% (q1(x) cos(bx) + o () sin(bx)),

kde g1, g2 jsou polynomy jejichz stupen je maximalné rovem vétsimu
z Cisel s a r a k je nasobnost kofene A = a +1b charakteristické rovnice
(13) M+ ai)+ay = 0.

V pripadé, ze komplexni ¢islo A = a+1b neni kofenem charakteristické
rovnice (13), je k = 0.

Prava strana rovnice (9) méa specialni tvar nebot
122° + 2z + 1 = €% ((122° + 2z + 1) cos(0z) + 0sin(0z))
a komplexni ¢islo A = a+1ib = 0410 = 0 neni kofenem charakteristické
rovnice. Je tedy k£ = 0. Podle (12) je tedy
op(x) = € 2% ((A2® + Bz + C) cos(0z) + ga(z) sin(0z)) = Az*+Ba+C.

(Polynom g2 nés nebude zajimat, nebot jej budeme nésobit ¢islem 0.)
Podle predpokladu je ¢, FeSeni rovnive (9). Dosazenim ¢, do rovnice
(9) dostaneme podminky pro neznamé konstanty A, B, C.

cp;(:v) =2Ax + B, gog(x) =24

2A +2Ax + B — 6A2° — 6Bx — 6C = 1227 + 22 + 1.
Porovnanim koeficientii u stejnych mocnin x dostaneme
—6A =12,

2A — 6B = 2,

2A+ B-6C= 1.
Potom A = —2, B = -1, C = —1. Je tedy ¢,(z) = —22° —z — 1 a
odtud

o) =cre depe* —22° —x — 1, ¢, €R
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Priklad 1.6. Najdéme obecné tesent diferencidlni rovnice
(14) y' —3y =3r—1

ReSenim charakteristické rovnice A2 — 3\ = 0 dostaneme \; = 0,
A2 = 3. Odtud
on(z) = ¢ +cpe®.
Pravé strana rovnice (14) mé podobné jako v (9)speciélni tvar nebot

3r—1=e% ((3x — 1) cos(0z) + 0sin(0x)) ,

Tentokrat vSak komplexni ¢islo A = a+ib = 0+1i0 = 0 je kofenem
charakteristické rovnice a to jednonasobnym. Je tedy k = 1. Podle (12)
je tedy
op(z) = 2' (Az + B).
Dosazenim tohoto pfedpokladaného feseni do rovnice (14) a porovna-
mim koeficienti u stejnych mocnin x dostaneme A = —%, B =0. Je
1,.2

tedy ¢p(z) = —52° a

1
o(x) = c1 + cp €™ —5352, c1,c0 €R

Priklad 1.7. Najdéme obecné tesent diferencidlni rovnice
(15) y" + 2y + 5y = 8xre”

Resenim charakteristické rovnice A2 + 2\ + 5 = 0 dostaneme
=—1+42i, Ay = —1—2i. Odtud

on(x) = cre " cos2x + cye” " sin 2.

A

Rovnice (15) méa opét specidlni pravou stranu, nebot
8z e” = e'* (8 cos(0x) + 0sin(0z)),
pricemz A = a+ib = 1410 = 1 neni kofenem charakteristické rovnice.
Potom
op(1) = e 2 ((Az + B) cos(0z) + qo() sin(0z)) = (Az + B)e”.

Dosazenim tohoto predpokladaného feseni do rovnice (15) (a po tpravé),
dostaneme porovnanim koeficientd u stejnych mocnin x A = 1

B =—1.Jetedy p,(z) =e" (z— 1) a

Y

1
o(r) = cre7"cos 2z + cpe " sin 2z + €” <33' - 5), c,02 €R
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Priklad 1.8. Najdéme obecné tesent diferencidlni rovnice
(16) Y +y=x+snx

Resenim charakteristické rovnice A\ + 1 = 0 dostaneme Ay = =+i.
Odtud

on(x) = cpcosz + cosin .

Rovnice (16) tentokrat nemé specidlni pravou stranu. Pravé strana
této rovnice je vsak dana jako soucet dvou funkci, znichz kazda ma
tvar specidlni pravé strany. Dale vime, Ze je-li ¢, partikuldrni feSeni
rovnice

(17) y' +ty==
a @po partikularni feSeni rovnice
(18) y' +y=-sinx

je ¢p = pp + @pe partikularni feseni rovnice (16).
Analogickym postupem jako u rovnice (9) dostaneme ¢, (z) = =.
Pro rovnici (18) pak plati

sinz = € (0 cos(1z) + 1sin(1z)),

pficemz A =a+ib=0+11 =1 je kofenem charakteristické rovnice a
to jednonasobnym. Potom

opo(r) = € 2! (Acos(lz) + Bsin(1z)) = 2(Acosx + Bsinz).
Dosazenim tohoto pfedpokladaného feseni do rovnice (18) (a po uprave)

dostaneme porovnanim koeficientti u funkci sinz a cosz A = —
B =0. Je tedy @pa(z) = —1zcosz a @,(r) = 2 — sz cosz Odtud

. 1
o(x) =cicosx + cysinx + x — gTCoST,,  c1,C2 eR

27
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1.3. ReSeni pocateéni tlohy.
Priklad 1.9. Najdéme teseni pocdtecni ulohy
(19) y" + 9y = 8cosz,
y(r/3) =0, y'(x/3) = =L

Nejdfive nalezneme obecné Feseni rovnice (19).
Resenim charakteristické rovnice A2 + 9 = 0 dostaneme \j» = +3i.
Odtud

on(x) = ¢1 cos 3z + ¢ 8in 3.

Rovnice (19) m4 specidlni pravou stranu nebot
8cosx = e" (8 cos(1z) + Osin(1x)),

priCemz A = a+ib = 0+1i1 =i neni kofenem charakteristické rovnice.
Potom

op(z) = % 2% (Acos(lz) + Bsin(1lx)) = Acosx + Bsin .

Dosazenim tohoto pfedpoklddaného feseni do rovnice (19) (a po
upravé), dostaneme porovnanim koeficienttt u funkei sinxz a cosx
A =1, B =0.Je tedy ¢,(x) = cosz. Odtud dostaneme obecné fe-
Seni rovnice (19)

(20) Y = €1 €08 3T + ¢y sin3x + cos
a jeho derivaci
(21) Y = —3cysin 3z + 3¢z cos 3z — sin .

Dosazenim pocéate¢nich podminek z (19) do (20) a (21) dostaneme

0:_01+%7
V3 _ V3
—T——?)CQ—T.

Odtud ¢; = %, co = 0. Dosazenim do (20) dostavame hledané feseni

pocatecni tlohy (19)

1
o(x) = 5 cos 3x + cosz.

Priklad 1.10. Najdéme teseni pocdtecni ulohy
(22) y' + 2y — 3y = 16z €,
y(0) =1, ¢/'(0) =0.



LINEARNI DIFERENCIALNI ROVNICE 2.RADU 9

Opét nejdifve nalezneme obecné feSeni rovnice (22). ReSenim cha-
rakteristické rovnice A2 4+ 2\ — 3 = 0 dostaneme \; = 1, Ay = —3.
Odtud

— x —3x
on(x) = c1e” +cge ",

Rovnice (22) ma specidlni pravou stranu nebot
16z €* = e'* (162 cos(0x) + 0sin(0z)),
pficemz A =a+ib=1410 =1 je jednonasobnym kofenem charakte-
ristické rovnice. Potom
ep(z) = e 2! ((Az + B) cos(0z) + g2(w) sin(0z)) = e”(Az® + Bux).

Dosazenim tohoto pfedpokladaného feseni do rovnice (22) (a po tpravé),
dostaneme porovnanim koeficienti polynomii na levé a pravé strané
rovnosti A = 2, B = —1. Je tedy ¢,(z) = ¢”(22? — z). Odtud dosta-
neme obecné feSeni rovnice (22)

(23) y=cre” +epe ¥ +e"(22° — 1)

a jeho derivaci

(24) Y =cre” —3c e 4 e" (227 — x) + e*(4x — 1).

Dosazenim pocatecnich podminek z (22) do (23) a (24) dostaneme
c1+c=1,

C1 — 302 =1.
Odtud ¢; = 1, ¢co = 0. Dosazenim do (23) dostavame hledané feseni
pocatecni tlohy (22)
o(r) = e"(22% —x + 1).
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2. OKRAJOVE ULOHY
2.1. ReSeni okrajové tilohy.
Priklad 2.1. Najdéme teseni okrajové ulohy
(25) v +4u = 3cosz + 6sinz,
u(0) =0, u(r/4) = 2.

Stejnym postupem jako v pfikladé 1.9 najdeme obecné feseni rovnice
(25). Postupné dostaneme

Up, = €1 COS 2x + Co sin 2x

a dale
Uy, = COST + 2sin .

Obecné Feseni rovnice (25) ma tedy tvar
(26) U = €1 COS 2T + cpsin 2z + cos T + 2sin .
Postupnym dosazenim okrajovych podminek z (25) do (26) dostaneme
0=c +1,
2o+ L+ V2

Odtud ¢; = —1, ¢, = —v/2. Dosazenim do (26) dostévame pravé jedno
hledané feseni okrajové tlohy (25)

U = — COS 2% — \/Esin2x—|—cosx+2sin:v.

Priklad 2.2. Najdéme reseni okrajové ulohy
(27) v’ 4+ 4u = 3sinz,
u(0) =0, u(m) =0.

Opét nejdiive najdeme obecné Feseni rovnice (27). Postupné dosta-
neme

Up, = €1 COS 2x + Co sin 2x
a dale
U, = sin .
Obecné Feseni rovnice (27) ma tedy tvar
(28) U = ¢ €08 2T + ¢y sin 2z + sin x.

Postupnym dosazenim okrajovych podminek z (27) do (28) dostaneme

0201,
0:0'62.
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Druha z rovnic je splnéna pro libovolné cy. Polozme ¢y = ¢, kde ¢ € R.
Potom okrajova tloha (27) méa nekoneéné mnoho FeSeni

u=csin2x +sinz, celR.

Priklad 2.3. Najdéme teseni okrajové ulohy
(29) u” 4+ u=4sinzx,
uw(0) =0, u(mr) =0.
Podobnym postupem jako v ptrikladé 1.8 najdeme obecné feseni rov-
nice (29)
(30) U = €1 COSX + CySin T — 22 COS .
Postupnym dosazenim okrajovych podminek z (29) do (30) dostaneme
0=c,
0=2m.

Druhé rovnost vSak neni nikdy splnéna, tj. tloha (29) nemé feSeni.

Priklad 2.4. Najdéme teseni okrajové ulohy
(31) u” + 4u = 10sin 3z,

u(0) =1, u(r/2) =a
v zdavislosti na parametru a € R.

Podobnym postupem jako v prikladé 1.9 najdeme obecné feseni rov-
nice (31)

(32) U = €1 COS 2T + ¢y sin 2z — 2sin 3.
Dosazenim okrajovych podminek z (31) do (32) dostaneme
1= c1,
a= —c+2

Druha rovnost vsak bude splnéna pouze v pripadé, ze a = 1. Pak bude
mit uloha (31) nekone¢né mnoho feSeni

(33) u = cos 2z + cosin 2z — 2s8in 3z, ¢ € R.
Pokud bude a # 1 tloha (31) nebude mit FeSeni.

Priklad 2.5. Najdéme reseni okrajové ulohy
(34) u” + m?u = 37% cos 2,
uw'(0) =2m, u(l/2) =a

v zdvislosti na parametru a € R.
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Podobné jako v predchozim ptikladé najdeme obecné feseni rovnice
(34)

(35) u = ¢y coSTET + ¢y sin mx — cos 27,
Pred dosazenim okrajovych podminek nejfive najdeme o’

(36) u = —7cy sin Tz + wep cos T + 27 sin 27z,
Dosazenim okrajovych podminek z (34) do (36) a (35) dostaneme
2= C2,

a= cy+ 1.

Druhé rovnost vsak bude splnéna pouze v pfipadé, ze a = 3. Pak bude
mit uloha (34) nekone¢né mnoho feSeni

(37) u=cycosmx + 2sinmxr — cos 2wz, ¢ € R,

Pokud bude a # 3 tloha (34) nebude mit FeSeni.

2.2. Vlastni ¢&isla.

Priklad 2.6. Najdéme vlastni ¢isla a vlastni funkce okrajové ilohy
(38) u”" 4+ Au =0,
u(0) =0, u(l) =0.
Hledame takové A € R, A > 0, pro které mé tuloha (38) netrivialni

feSeni. (Pro A < 0 mé tloha pouze trivialni FeSeni.)
Obecné FeSeni rovnice (38) ma tvar

(39) u=cycos VAz + casin vV z.
Dosazenim okrajovych podminek (38) do (39) dostaneme
0=c,
0 = cosin VAL

Protoze hledame netrivialni feseni, musi byt ¢y # 0. Druha rovnost tak
bude splnéna pouze v ptipadé, ze
k2m?

12

sSnVA =0 = VAl =kr — \=

Cisla

k22

ke N

jsou hledan vlastni ¢isla okrajové tlohy (38). Pro kazdé Ay mé tloha
(38) nekone¢né mnoho feseni

k
(41) u = csinTWx, ceR.
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Pro kazdé k € N je funkce (a kazdy jeji nasobek)

k
(42) Uy = sin TT x.

hledanou vlastni funkei p¥islusnou k vlastnimu ¢islu (40).

Priklad 2.7. Najdéme vlastni ¢isla a vlastni funkce okrajové tlohy
(43) w4+ Au =0,
u'(0) =0, u(l) =0.

Budeme postupovat stejné jako v ptikladu 2.6. Najdeme obecné fe-
Seni rovnice (43)

(44) u = ¢, cos VAL + cosin VA,
a jeho derivaci
(45) u = —c;VAsin VA z + c;VAcos VA,

Dosazenim druhé okrajové podminky do (44) a prvni okrajové pod-
minky do (45) dostaneme

0= Co,
0 = c¢q cos VAL
Netrividlni feseni tlohy (43) pak dostaneme pouze za podminky
2k — 1 2.2
cos VAl =0 = \/Xl:(Zk:—l)g = /\:%.

Vlastni ¢isla a pFislusné vlastni funkce (a kazdy jejich nasobek) tlohy
(43) jsou
(2k — 1)27? (2k — 1)m

(46) )\k:4—l2, Uk:COSQ—liL‘, k e N.

Priklad 2.8. Najdéme vlastni ¢isla a vlastni funkce okrajové tulohy
(47) w4+ Au =0,
u(0) =0, u(m) =0.

K nalezeni vlastnich ¢isel a vlastnich funkei tlohy (47) vyuzijeme
vysledku tlohy (38). Dosazenim za | = 7 do (40) a (42) dostaneme
k2m?

(48) A = =k® up=sinkr kcN,

2
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2.3. Resitelnost okrajové tlohy.

Priklad 2.9. Rozhodnéme o resitelnosti okrajové ilohy
(49) v 4+u=ux+sinz,
u(0) =0, u(m/2) =0.
Pripomenme, ze okrajova tuloha

(50) W = f(a),

u(0) =0, u(l) = 0.
je jednoznacné resitelnd praveé tehdy, kdyz A neni vlastni ¢islo prislus-
ného homogenniho problému. V ptipadé, ze A je vlastni ¢islo ptislus-
ného homogenniho problému, budeme mit tloha feseni pouze tehdy,

kdyz pro skalarni soucin vlastni funkce u ptislusné vlastnimu ¢islu A a
funkce f (pravou stranu rovnice (50)) plati

(51) (u, f) =0, tj. /0 u(z) f(x)dz = 0.

V tomto pripadé méa tloha (50)) nekone¢né mnoho feseni.
V ptipadé, Ze (u, f) # 0, nema tloha (50)) FeSeni.
Vlastni ¢isla pfislusného homogenniho problému k tloze (50)) jsou

(ptiklad 2.6)

k22
52 e = =4k?, kel
o NP
Cislo A = 1 tedy neni vlastni ¢islo piislusného homogenniho problému
a uloha (49) ma pravé jedno Feseni.

Priklad 2.10. Rozhodnéme o tesitelnosti okrajové ulohy
(53) u” + 4u = cos 2z,
u(0) =0, u(mr) =0.

Vlastni ¢isla pfislusného homogenniho problému k tloze (53) jsou
(viz. priklad 2.6)

(54) A = — k%, keN.
m

Cislo A = 4 je v tomto piipadé vlastni ¢slo a to pro k = 2. Uloha
tedy bude Tesitelna pouze v tom piipadé, kdyz skalarni soucin funkce
us(z) = sin2z (vlastni funkce pfislusnd vlastnimu &islu Ay = 4) a
funkce f(z) = cos 2z (prava strana rovnice (53) bude roven nule (funkce
budou ortogonalni). Je

(ug, f) :/ sin 2z cos 2xdx = [ =0.
0

sin® 221"
4

0
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Protoze je (ug, f) = 0, mé tloha (53) nekone¢né mnoho feSeni.

Priklad 2.11. Rozhodnéme o resitelnosti okrajové ilohy

(55) u” 4+ 16u = cos 8z,
u(0) =0, u(w/4) = 0.

Vlastni ¢isla pfislusného homogenniho problému k tloze (55) jsou

(viz. priklad 2.6)
k22

56 M = ——— = 16k*, keN.
0 G
Cislo A = 16 je vlastni ¢islo a to pro k = 1. Uloha (55) tedy bude mit fe-
Seni pouze v tom pripadé, kdyz skalarni soucin funkce
ui(z) = sindx (vlastni funkce pfislusna vlastnimu ¢islu A; = 16)
a funkce f(x) = cos8x (prava strana rovnice (55)) bude roven nule
(funkce budou ortogonélni). Je

(ug, f) = foﬂ/4 sin 4z cos 8zdx = } [ sint cos 2tdt =
=1 o sint(2cos?t — 1)dt = —3 [2%5375 — cost} = —

1
0 6

Protoze je (uy, f) # 0, tloha (55) nem4 feSeni.

Priklad 2.12. Rozhodnéme o resitelnosti okrajové tulohy
(57) u” 4+ Au = sin 3z,

u(0) =0, u(r) =0
v zavislosti na parametru X € R.

Vlastni ¢isla pfislusného homogenniho problému k tloze (57) jsou

(ptiklad 2.6)
2.2

(58) Ay = kﬁf =k, keN.
1. Jestlize A nebude vlastni ¢islo, tj. A # k%, k € N, potom tloha (57)
bude jednoznacné tesitelna.
2. Jestlize A = A\, kde )\, = k2, k € N pak tloha bude mit nekoneéné
mnoho feseni a nebo feSeni mit nebude. K vlastnimu éislu A\, = k2
existuje vlastni funkce ur = sinkx a f(xr) = sin3x je prava strana
rovnice (57), pficemz plati f = ug, tedy funkce f je soucasné vlastni
funkce pfislusného homogenniho problému k tloze (57)) pro A3 = 9.
Uloha (57) bude tedy v tomto pifpadé fesitelna, kdyz:

(uk, f) = (uk, us) = 0.
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Tato podminka bude splnéna vzdy, kdyz k # 3. Vlastni funkce totiz
tvofi ortogonalni systém a plati

(59) (ug,u;) =0prok #1, resp. (ug,uw)#Oprok=1 kleN.
Odtud pak:

a) Jestlize A = Ay kde A\, = k2, k € N, k # 3 m4 tloha (57) nekoneénd
mnoho TeSeni.

b) Jestlize A =9 (tj. k = 3), nema tloha (57) feSeni.

Priklad 2.13. Rozhodnéme o resitelnosti okrajové tlohy
(60) u” + A = sin 4z + 2sin 8z,

u(0) =0, u(n/2) =0
v zavislosti na parametru A € R.

Budeme postupovat stejné jako v prikladu 2.12. Nejdrive najdeme
vlastni ¢isla a vlastni funkce prislusného homogenniho problému k tloze
(60).

(61) Mo = 4Kk*, uy = sin 2kz.
Déle je f(x) = sindz + 2sin 8z, tj. f = us + 2uy. Potom:
1) Jestlize X # A\x, kde Ay = 4k?, k € N, m4 tloha (60) pravé jedno
feseni.
2) Jestlize A = \g, kde A\, = 4k%  k € N, potom

(ur, ) = (uk, ug + 2us) = (up, uz) + 2(ug, ug).
Podle (59)
a) Pro k # 2 ANk # 4 je (ug,us) + 2(ug,us) = 0 a tloha (60) ma
nekone¢né mnoho feseni.
b) Pro k = 2 je (u2,u2) + 2(ug, us) = (uz,uz) # 0 a tloha (60) nema
feSeni.
c) Pro k =4 je (u4,uz) + 2(uq, us) = 2(uy, ug) # 0 a tloha (60) nema
feseni.

Priklad 2.14. Rozhodnéme o tesitelnosti okrajové ulohy
(62) u” + 64u = 2sin 12x + cos 8z,
u(0) =0, u(n/4) = 0.
Vlastni ¢isla prislusného homogenniho problému maji tvar
]{32 2
A = R
(w2/16)
Je zfejmé, Ze pro k = 2 je Ay = 16-4 = 64 a u funkce u v tloze (62) stoji
druhé vlastni ¢islo. To ale znamen4, Ze tloha (62) nemd jednozna¢né
feSeni.

= 16k2.
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O tom, zda tato tloha ma nekoneéné mnoho feSeni a nebo nemé re-
Seni, rozhodne skalarni soucin (us, f), kde us = sin 8z je vlastni funkce
prislusné vlastnimu ¢islu Ay = 64 a f(x) = 2sin 12z + cos 8z je prava
strana rovnice (62).

Predné pro & = 3 je \3 = 16-9 = 144 treti vlastni ¢islo a uz = sin 12x
je tfeti vlastni funkce. Oznac¢ime-li g(x) = cos 8z, je pak f = 2uz + g.
Potom (a vyuzitim toho, Ze (us,us) = 0)

(u2, [) = (u2,2us +g) = 2(uz,us) + (u2,9) =
w/2
= / sin8x cos8xdx =0
0

a to znamena, Ze tloha (62) méa nekoneéné mnoho feseni.

Priklad 2.15. Rozhodnéme o resitelnosti okrajové ilohy
(63) v’ + 97%u = 3sindrx + x + 1,
u(0) =0, u(l) =0.

Vlastni ¢isla prislusného homogenniho problému maji tvar

22
Ao = kl—f S
Je ziejmé, Ze pro k = 3 je A3 = 9% a u funkce u v tloze (63) stoji tieti
vlastni ¢islo. Opét uloha (63) nemé jednoznacéné feSeni.

O tom, zda tato tiloha mé nekonec¢né mnoho feseni a nebo nema fe-
Seni bude zase rozhodovat skalarni soucin (us, f), kde uz = sin 37wz je
vlastni funkce p¥islugnd vlastnimu ¢islu A3 = 972 a f(x) = 3sindnz + r + 1
je prava strana rovnice (63).

Pro k = 4 je \y = 1672 ¢tvrté vlastni ¢islo a uy = sin4dmx je étvrtou
vlastni funkei. Ozna¢ime-li g(z) = x + 1, je pak f = 3uy + g. Potom (a
vyuzitim toho, ze (ug,us) = 0)

(us, f) = (us, 3us +g) = 3(us,us) + (us, g) =
1
= / (x +1)sin3rrdr = = #0
0 7r

a to znamend, Ze tloha (63) nem4 feSeni.

2.4. Okrajové ulohy v operatorovém tvaru.
Priklad 2.16. Ukazme, Ze operdtor A prislusny okrajové tloze
(64) 4 (L4 2=,

u(0) =0, u(l)=0

je pozitivni.
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Operator A je definovan predpisem

(65) Au=—u"+ (1+z)u
s defini¢nim oborem
(66) Da={ueC?((0,1)) : u(0) =0, u(l)=0}.

Chceme-li dokéazat, Ze operator A je pozitivni, musime nejdiive ukéa-
zat, ze je symetricky, tj. plati

(67) Vu,v € Da : (Au,v) = (u, Av).

Zvolme tedy libovolné u,v € Da. Potom

1 1 1
(Au,v) = / (—u" + (1 +z)u)vde = / —u"vdx + / (14 z)uvda.
0 0 0

Uzitim metody per partes na prvni z integralt dostaneme

1 1
/ —u"vdr = [~uv]y — / (—u')v'dr =
0 0

= (—u’(l)v(l)—l—u'(O)v(O))—I—/O u/v/dx:/o wv'dr
kde

(Protoze v € Da,jev(0) = 0,v(1) =0a (—u'(1)v(1) + «/(0)v(0)) = 0.)
Je tedy

1 1
(68) (Au,v) = / wv'de + / (14 x)uvdz.
0 0

Podobnym zpisobem nyni upravime pravou stranu rovnosti (67).
Opét zvolme libovolné u,v € Da. Potom

(u, Av) = /01 (u(=v"+ (1 +x)v) do = /01 —v"udx+/01(1+x)vudx.

Opét uzitim metody per partes na prvni z integraltt dostaneme

1 1
/ —v"udr = [—U/u](l) - / (—v')u'de =
0 0

= (—v'(l)U(l)—i—v’(O)u(O))%—/0 v’u’dx:/o uw'v'dx |
kde

(Protoze u € Da,jeu(0) = 0,u(l) =0a (=o' (1)u(l) + v'(0)u(0)) =0.)
Je tedy

1 1
(69) (u, Av) = / u'v'dx + / (1+ z)uvdz.
0 0
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Z (68) a (69) vidime, ze plati (67), tj.
Vu,v € Da : (Au,v) = (u, Av)

a operator A je symetricky.
Ukazme nyni, Ze operator A je pozitivni, tj. plati

(70) Yu € Da : (Au,u) > 0A (Au,u) =0 < u(x) =0, Vo € (0,1).
Zvolme Yu € DA . Potom podle (68) je

1 1 1 1
(Au,u) = / u’u’dx—l—/ (1+z)uudr = / (u/)de—l—/ (1+2)u*dz > 0,
0 0 0 0

protoze soucet integralti z nezdpornych funkci je nezaporny. A tento
soucet se rovna 0 pouze tehdy, kdyz oba integraly se soucasn€ rovnaji
0. Ale to nastane pouze v piipadé, ze u(x) =0, Vz € (0, 1). Podminka
(70) plati a operator A je pozitivni.

Priklad 2.17. Ukazme, Ze operdtor A prislusny okrajové tloze
(71) —u" + (2* + 1)u = cos z,
u(—=1)=0, v'(2) =0
je pozitivng.
Operator A je definovan predpisem
(72) Au=—u"+ (2 + 1)u
s defini¢nim oborem
(73) Da={ueC?((-1,2)) :u(-1) =0, v'(2) = 0}.
Budeme postupovat podobné jako v prikladu 2.16. Ukazeme nejdiive,
Ze operator A je symetricky, tj. plati
(74) Vu,v € Da : (Au,v) = (u, Av).

Zvolme tedy libovolné u,v € Da. Potom

2 2 2
(Au,v) = / (—u" + (2> + Du) vdz :/ —u"v dx+/ (z*+1)uv dz.

—-1 -1 -1
Opét uzitim metody per partes na prvni z integralt dostaneme

2 2
/ —u"vdr = [—u’v]zl—/ (—u')v'de =

-1 -1

2 2
= (—=u'(2)v(2) + ' (—=1)v(-1)) —I—/ u'v'dx :/ u'v'dr |
-1 -1
kde
90, = —u" w =,
po=—-u Y =v.
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(u,v € Da, v(—1) =0,u'(2) =0 a (—u'(2)v(2) + v/(—1)v(—-1)) = 0.)
Je tedy

2 2
(75) (Au,v) = / w'v'dr + / (% + Duvdz.
-1 —1

A podobné upravime pravou stranu rovnosti (74) Zvolme libovolné
u,v € Dp. Potom

2 2 2
(u, Av) = / (u(—v" + (2° + 1)) dz = / —v"u dx+/ (22 +1)vuda.

-1 -1 —1
A opét uzitim metody per partes na prvni z integraltt dostaneme

2 2
/ —"udr = [—v'u]zl—/ (—v")u'de =

= (—U’(Z)U(Z)+v’(—1)u(—1))+/lv'u’dx:/ u'v'dz .

(u,v € Da, u(—=1) = 0,7'(2) =0 a (—v'(2)u(2) + v'(—1)u(-1)
Je tedy

~
Il

o

N

(76) (u, Av) = / : u'v'dr + /_ : (z® + Duvde

-1 1

a operator A je symetricky.
A nyni zase podobnym postupem jako v prikladu 2.16 ukazme, ze
operator A je pozitivni, tj. plati

(77) Yu € Da : (Au,u) > 0N (Au,u) =0 < u(x) =0, Vo € (—1,2).
Zvolme Yu € Da. Potom podle (75) je
2 2 2 2
(Au, ) :/ u'u’d:c—i—/ (22 +1)uudx :/ (u’)2da:—|—/ (z*+1)u*dz > 0,
-1 —1 —1 -1

protoze soucet integralt z nezapornych funkci je nezaporny. A tento
soucet se rovna 0 pouze tehdy, kdyz oba integraly se soucasné rovnaji
0. Ale to nastane pouze v piipadé, ze u(z) = 0, Yz € (—1,2). Podminka
(77) plati a operator A je pozitivni.

Priklad 2.18. Ukazme, Ze operdtor A prislusny okrajové tloze
(78) —u" + g(x)u = f(z),
u(a) =0, u(b) =0,

kde funkce f a g jsou funkce spojité na intervalu {(a,b) a g(x) > 0,
Va € (a,b), je pozitivni.
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P1i Teseni této obecné ulohy budeme postupovat analogicky jako
v prikladu 2.16. Operator A je definovan predpisem

(79) Au=—u"+g(x)u
s defini¢nim oborem
(80) Da = {u e C*a,b) : u(a) =0, u(b) =0} .

Budeme-li chtit dokézat, Ze operator A je pozitivni, musime opét
nejdrive ukazat, ze je symetricky, tj. plati

(81) Vu,v € Da : (Au,v) = (u, Av).
Zvolme tedy libovolné u,v € Da. Potom
b b b
(Au,v) = / (—u" + g(x)u)vde = / —u"vdx +/ g(z)uvde.

Uzitim metody per partes na prvni z integralt dostaneme

b b
/—u”vdx = [—u’v]Z—/(—u')v'dx:

b b
= (—u'(b)v(b)+u'(a)v(a))+/ u’v’dx:/ wv'de

kde
QOI = —u" ¢ =,
= — ¢/ — .
(Protoze v € Da, je v(a) = 0,v(b) = 0 a (—u'(b)v(b) + u/(a)v(a)) = 0.)
Je tedy

(82) (Au,v) = /ab u'v'dx + /ab g(z)uv de.

Podobnym zpisobem nyni upravime pravou stranu rovnosti (81).
Opét zvolme libovolné u,v € Da. Potom

(u, Av) = /ab (u(—v" + g(x)v) do = /ab —v"udx + /abg(x)vu d.

Opét uzitim metody per partes na prvni z integralt dostaneme

b b
/ —v"udx [—U’U]Z—/ (= )u'dx =

kde

= (=0 (b)u(d) + v'(a)u(a)) + /ab v'u'dr = /ab wv'dr |

@,:_U” ¢:U,
p=—=v Y=
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(Protoze u € Da, je u(a) = 0,u(b) = 0 a (—v'(b)u(b) + v'(a)u(a)) = 0.)
Je tedy

(83) (u, Av) = /ab u'v'dx + /ab g(z)uv de.

Z (82) a (83) vidime, ze plati (81), tj.
Vu,v € Da : (Au,v) = (u, Av)

a operator A je symetricky.
Nyni ukazme, ze operator A je pozitivni, tj. plati

(84) Vu € Dp : (Au,u) > 0A (Au,u) =0 < u(z) =0, Vo € (a,b).
Zvolme Yu € Da. Potom podle (82) je

b b b b
(Au,u):/ u'u’d:z:—i—/ g(x)uudx:/ (u')de+/ g(x)u*dx >0,

protoze soucet integralti z nezapornych funkci je nezaporny. A tento
soucet se rovna 0 pouze tehdy, kdyz oba integraly se soucasné rovnaji
0. Ale to nastane pouze v piipadé, ze u(z) = 0, Va € (a,b). Podminka
(84) plati a operator A je pozitivni.

Priklad 2.19. Najdéme hodnotu funkciondlu energie F prislusného
okrajové uloze

(85) —u" + 2% =z,
w(0) = 0, u(1) =0
s operatorem A pro funkci uy(z) = (1 — x).

Podle ptikladu 2.18 vime, zZe operator

(86) Au=—u"+ 2%
s defini¢nim oborem
(87) Da={ueC?({0,1)) : u(0) =0, u(l)=0}.

je pozitivni. Funkcional energie pro okrajovou tlohu Au = f, kde A je
pozitivni operator s defini¢nim oborem D, ma tvar

(88) Fu = (Au,u) — 2(f,u).
ProtoZe u; € Da, dostaneme dosazenim u(z) = z(1—z) (uf(x) = —2)
do (86)

Auy =2+2% 2(1 — 1) =2+ 2%(1 — 2)
dale do (88)

Fuy = (Auy,uy) — 2(f,uy) = /0 (2+2*(1 — ) - 2(1 —z)dz —

1 211 1 129
- 2/x-x(1—x)dxz——2-—:—.
0 105 12 70
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Priklad 2.20. Najdéme minimalni hodnotu funkciondlu energie F' pri-
slusného okrajove tloze

(89) —u" + 9u = 92% — 9z — 2,
u(0) =0, u(l) =0.

Podle véty o minimu kvadratického funkcionalu vime, ze pokud je
funkce u* fesenim okrajové tlohy Au = f, kde A je pozitivni operator
s definiénim oborem Dj (podle ptikladu 2.18 je operator A pfislusny
uloze (89) pozitivni), pak tato funkce minimalizuje funkciondl energie
prislusny této tiloze a naopak, pokud v* minimalizuje funkcional energie
dané okrajové ulohy, pak tato funkce je fesenim této tlohy.

Tato véta umoznuje hledat feSeni okrajové tlohy tak, ze najdeme
funkci u* € Dy, kterda minimalizuje funkcional energie ptislusny dané
uloze. (Toto je princip FeSeni okrajovych tloh tzv. varia¢nimi meto-
dami). Naopak, zndme-li feSeni okrajové tlohy u* € Dj, pak tato
funkce minimalizuje pfislusny funkcional energie. A to je pravé nas
pripad.

Podobné jako v prikladech 1.1 az 2.3 najdeme feSeni tlohy (89). (Di-
ferencialni rovnice 2.fadu s konstatnimi koeficienty se specialni pravou
stranou.) Nejdfive najdeme feSeni rovnice bez pravé strany. Charakte-
ristickd rovnice —A? 4+ 9\ = 0 m4 dva rtizné reidlné kofeny \; = 3 a
A2 = —3. Odtud

up = 1 €3 +co e
je Tesenim rovnice bez pravé strany. Dané rovnice ma specialni pravou
stranu a tedy partikuldrni feseni rovnice (89) budeme hledat ve tvaru

up:Ax2+Bx+C'.

Dosazenim tohoto pfedpokladaného feSeni do rovnice (89) a porovna-
nim koeficienti u stejnych mocnin x dostaneme A =1, B = —1, C' = 0.
Obecné Feseni rovnice (89) ma tedy tvar

up = 1% fcqe 3 42 — 1.
Dosazenim okrajovych podminek do obecného feseni najdeme hledané
feseni.
Regenim tilohy (89) je funkce u* € Dy
(90) uw (z) =2 —z, x€(0,1).
Je tedy (viz piiklad 2.19)

Fu* = (Au*,u*) — 2(f,u*) = /o (=249 (2 — x))dz —

19

1
— 2/ (92> =92 -2)- (2® —2)dr = ——
/0(33 x—2)- (27 —x)dx 30

hledand miniméalni hodnota funkcionalu energie.



