PRIKLADY K MATEMATICE 3 - VICENASOBNE INTEGRALY

ZDENEK SIBRAVA

1. VICENASOBNE INTERGRALY
1.1. Dvojné integraly.
Priklad 1.1. Vypocitejme dvojny integrdl

2
/$dA,
3+ y?

M

kde M = (0,3) x (0,1).
Reseni: Funkce f(r,y) = % je na obdélniku (dvojrozmérném intervalu) M
spojita. Uzitim Fubiniovy véty prevedeme dvojny integral na dvojnasobny integral

(pFi¢emz nezélezi na pofadi, ve kterém budeme integrovat) a postupnou integraci
dostaneme
y=1

3

/ v dA 5 dyd /[ arctg —— }

= ydr = r
M3+y2 3 0 \/_yO

3
— /xde:@
1 2
0

Priklad 1.2. Vypocitejme dvojny integrdl

/xsinydA,

M

o\w
O\H

%

oo

kde M = (1,2) x (0,7/2).
Reseni: Funkce f(r,y) = zsiny je na M spojitd. Pomoci Fubiniovy véty opét

prevedeme dvojny integral na dvojnasobny. Protoze meze pro x i y jsou konstantni,
opét nezalezi v jakém poradi budeme integrovat. Postupné dostaneme

Date:
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w/2 2 w/2 —o
1 o
/xsinydA = //xsinydxdy:/bx?smy} dy =
M 0 1 0 w=1
w/2

3 3
= g/sinydyzﬁ.

0

Piiklad 1.3. Vypocitejte dvojny integrdl

/xzy dA,

M
kde M = (0,2) x (1,2). Vysledek: 4

Priklad 1.4. Vypoditejte dvojny integral

/e”ydA,

M
kde M = (0,1) x (0,4). Vysledek: 8(e—1)
Priklad 1.5. Vypocitejte dvojny integrdl

1
— _dA
/(1+x+2y>3 ’

M

kde M = (0,1) x (0,4). Visledek:

Priklad 1.6. Vypocitejte dvojny integrdl

[ aa

M
kde M = (0,1) x (0,2). Vysledek: 2
Piiklad 1.7. Vypocitejte dvojny integrdl

/a:gf sin (2% 4 y) dA,
M

kde M = (0, /m) x (0,7/2). Viysledek: 1n% -2

4

Piiklad 1.8. Vypocitejme dvojny integral

/xy dA,

M

kde M je mnoZina ohranicend kiivkamiy = —x ay = x — 2°.
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Reseni: M je ohranicend piimkou y = —z a parabolou y = x — z (Obr. 1).
Soutadnice prisecikii obou kfivek ziskame feSenim soustavy dvou rovnic

y = —@,

y = x— 12
Resenim této soustavy zjistime, Ze k¥ivky se protnou v bodech (0,0) a (2, —2).
Funkce f(x,y) = zy je na M spojitd a je ziejmé, Ze pro libovolné = € (0,2) je
—z <y < x — 2% Uzitim Fubiniovy véty pak dostavame

2 z—x

2 2 _ 2
1 y=xr—2x
/J;ydA = //a:ydydx—/hng] dr =
0 0 y=
2

M

Priklad 1.9. Vypocitejme dvojny integral

2
x

[ aa

M

kde M je mnoZina ohranicend kiivkamiy =z, y =

T

axr=3.

Reseni: Mnozina M je ¢ast roviny ohranicend piimkami y = z, = 3 a hyper-
bolou y = < (Obr. 2).

Vysetfenim prisecikt kiivek, které tvori hranici mnoziny a také z obrazku je
zfejmé, ze pro vSechny body (z,y) mnoziny je x € (1,3) a % < y < z. Protoze
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funkce f(z,y) = z—z je na M spojitd mizeme pouzit Fubiniovu vétu. Potom

3 =z 3
2 2 27y=2
/x—QdA - / x—zdydx:/{—x—] dz =
M 4 11/ Y 1 Y dy=1/z
3
2 473
= /(—x+x3)dx:[—%+%]1:16

Priklad 1.10. Vypocitejme dvojny integrdl

/l’2y dA,

M
kde M je mnoZina ohranicend krivkami y?> =x ay = x — 2.

Reseni: Mnozina M je ohraniCena parabolou y?> = x a pifimkou y = z — 2
(Obr. 3), pfi¢emz hrani¢ni kfivky se protnou v bodech (1, —1), a (4, 2)

7 obrazku je patrné, ze v tomto pripadé bude lepsi dvojny integral prevést
pomoci Fubiniovy véty na dvojnasobny tak, abychom integrovali nejdiive podle
x a teprve pak podle y. V opacném pripadé bychom totiz museli mnozinu M
rozdélit na dvé mnoziny, a to na My, kde = € (0,1) a —/x < y < /r a na My,
kde z € (1,4) ax — 2 < y < /x. V piipadé, Ze zaménime poradi integrace, plati
pro M, ze y € (—=1,2) a y?> < x <y + 2. Potom
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Obr. 3
2 y+2 2 . —
/nydA = //x2ydxdy:/ [gx?’y] dy =
M 212 1 v=y?

2
1

= /gy((y+2)3—y6) dy = 7 -

-1

Priklad 1.11. Vypocitejme dvojny integrdl

[ +)aa

M
kde M je mnoZina ohranicend krivkou |x| + |y| = 1.

Reseni: Hrani¢ni kiivkou mnoziny M je lomend &ara, s vrcholy v bodech (1,0),

(0,1), (—=1,0) a (0,—1), (Obr. 4). Funkce f(z,y) = z* + y* je na mnoziné M

spojitd a nezdpornd. Z definice dvojného integralu [ f(z,y)dA vime, Ze jeho geo-
M

metrickym vyznamem (za pfedpokladu, Ze funkce f je na M spojité a nezapornd)

je objem véalcového télesa (Obr. 5)

Q= {(az,y,z) e R?: (z,y) EM/\ngSf(x,y)}.

Téleso, jehoz objem mame pocitat (Cast hranolu jehoz osa je rovnobézné s osou
z), je symetrické podle rovin x = 0 a y = 0. Staci tedy pocitat pouze pfes ¢ast
mnoziny M lezici v 1. kvadrantu. Vysledny integral bude c¢tyrnasobkem takto
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vypocitaného integralu. Je tedy
11—z 1

31y=l-=
/(:E2+y2)dA = 4//(m2+y2)dydx:4/{ya€2+%} dx =
M 0 0 0 v=0
1

= 4/(9&%1—@4—@) dx:;

Piiklad 1.12. Vypocitejte dvojny integral

/(2.7: +y)dA,

M
kde M = {(z,y) e R*: 2 > 0Ny >0Ax+y < 3}. Visledek: 27/2
Piiklad 1.13. Vypocitejte dvojny integral

/\/azy —y2dA,
M

kde M = {(z,y) e R?: 0 <y < 1Ay <z <10y} Visledek: 6
Piiklad 1.14. Vypocitejte dvojny integral
)
dA
/ w4yt
M

kde M je uzaviend mnoZina ohranicend krivkami y? = 2z a y = 2.
Vysledek: In(5/4)

Priklad 1.15. Vypoditejte dvojny integrdl

/e‘”/y dA,

M
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kde M je uzaviend mnoZina ohranicend krivkami y> =x, x =0 ay = 1.
Vysledek: 1/2
Priklad 1.16. Vypoditejte dvojny integrdl
[ryaa
M

kde M je uzaviend mnoZina ohranicend krivkami y = 2% a y* = x.
Vysledek: 33/140

Priklad 1.17. Vypoditejte dvojny integrdl

/ny dA,

M

kde M je uzaviend mnoZina ohranicend krivkamiy = 2% —2x +1 ay =x + 1.

Vysledek: 729/28
Piiklad 1.18. Vypocitejte dvojny integral

/ v 4x? —y? dA,
M

kde M je trojuhelnik s vrcholy (0,0), (1,0), (1,1). Visledek: L (3v/3+ 2r)
Piiklad 1.19. Vypocitejte dvojny integral

[aty-1aa

M
kde M = {(z,y) e R* : 2 + 2 < 1Ay <x+1Ay >0} Vysledek: —1/12
Priklad 1.20. Vypoditejte dvojny integral

/xy dA,

M
kde M = {(z,y) e R? : 2® + 4> <8 Ay > —%} (Obr. 6). Visledek: 0

|C|||‘J'|||||||||

\
[T ERRanERVIIEY
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Priklad 1.21. Vypocitejme dvojny integrdl

/ 4ry dA,

M
kde M ={(z,y) eR*:z <y<z+1Al1-2<y<2-—z}
Reseni: Mnozina M je dana nerovnicemi
r<y<zr4+1IANl—zz<y<2—xa,
tj.
(1) 0<y—z<IAN1I<y+zx<2
Zvolme nyni substituci u = y — x a v = y + . Dosazenim v a v do (1) dostaneme

0<u<l Al<ov<2

Ze zvolené substituce si vyjadiime z = (v —u) a y = (v + u) a spocitdme
Jakobian.
Oz Oz _1 1 1
ou Ov 2 2
Dosazenim do integrélu za = a y a dale |J| = 1 dostaneme
2 1 1 1 72
/4xydA = / / (v—u)(u+v)zdudv = —/ / (v? —u?)dudv = 1.
1 Jo 2 2.1 Jo

M

Priklad 1.22. Vypocitejme dvojny integrdl

/:Bzy2 dA,

M
kdeM:{(m,y)GRQ:%SyS%/\xSySZ@}.

Reseni: Mnozina M je dana nerovnicemi

1 3
—<y< - ANw<y< 2z,
x x
tj.
(2) l<ay<snl<?<o
x
Zvolme nyni substituci u = ry a v = £. Dosazenim u a v do (3) dostaneme

1<u<3 AN1<v<2

, . . ‘s 1vs U oy Ny
Ze zvolené substituce si vyjadiime x = \/j a y = y/uv a spocitame Jakobian.
v

oz Oz 1 L _1lyw 1
_ _| 2V 2 _
=6 &|=|TF i |-

u v 2 Vuv 2 uv v
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) : , ) 1
Dosazenim do integralu za x a y a dale |J| = 50 dostaneme

v

51wl 131In2

/x2y2dA://—u—dvdu: 3n.
1)1 2w 3

M

Poznamka: Pii feseni predchoziho piikladu byl asi nejpracnéjsi vypocet Ja-
kobianu. Pfi jeho vypoctu jsme si ale mohli usnadnit praci, kdybychom vyuzili
vlastosti regularniho zobrazeni a zobrazeni k nému inverzniho. Plati totiz

1

J(z(u,v), y(u, v)) -

J(u,v) =

Prou =2y, v= J je tedy
x

Gu gu Yy T 2y

_ oxr 0 _ _
J(:v,y)—‘@ 8_%‘—’_1 1‘——-
ox Oy 2 =z T

Dosazenim za © = \/E a y = y/uv pak dostavame J(x(u,v),y(u,v)) = 2v. Odtud
v
pak

1
J(u,v) = %

Piiklad 1.23. Vypocitejme dvojny integradl

3
y
/EdA,

M
kdeM:{(:z:,y)eR2:%§y§%/\x§y2§2x}.

Reseni: Mnozina M je dana nerovnicemi

2 3 )
—<y<-Ax<y <2
X xr
tj.
y2
(3) 2<ay <3Nl < =<2
x

2
Zvolme nyni substituci u = zy a v = Y~ Dosazenim u a v do (3) dostaneme
T

2<u<3d Al1<v<L2

2
, . . s 1 3/ U vz . s
Ze zvolené substituce si vyjadiime z = {/ —, y = Juv a spocitame Jakobian. Pro
v

vypocet Jakobidnu pouzijeme predchozi poznamku. Je tedy

ou Ou 2
o oy | _ y x| 3y
J(x,y)‘@ i"_y_ 2y | T
or Oy 2 T Z
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2

Dosazenim za z = |/ u—, y = /uv pak dostavame J(z(u,v),y(u,v)) = 3v. Odtud
v

pak

1
J(u,v) = 3

1
Dosazenim do integralu za x a y a déle |J| = e dostaneme
v

3 3 2
/y—dA:/ / 19 odu =t 3.
a3 s J1 3u 2 2
M

Piiklad 1.24. Vypocitejme dvojny integrdl

/\/x2 +y?dA,
M

kde M = {(x,y) CR?2:1< 2?2+’ <4nx<y< \/gsc}
Reseni: Pfivypoctu tohoto integralu pouzijeme substituci do polarnich soufadnic
(4) r=rcos¢p, y=rsing aJ=r.

V nasem piipadé je M (Obr. 7) obrazem obdélniku N = (1,2) x (7/4,7/3) jak
zjistime dosazenim za x a y z (4) do nerovnic popisujicich mnozinu M

1<a?+y? <4, z <y <3z,

1 <7r%cos? ¢+ r?sin? ¢ < 4, rcos ¢ < rsing < v/3rcos o,
1<r<2, 1<tgp <3,
T<S0<3.

Obr. 7
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Pouzitim véty o substituci ve dvojném integralu a Fubiniovy véty pak dostaneme

w/3 2 w/3 512
/\/a:2+y2dA = /\/ﬁrdA*://ﬁdrdgbz/[%} do¢ =
M N m/4 1 w/4 !
w/3
7 7
/4

Piiklad 1.25. Vypociteyjme objem télesa, které je ohraniceno plochami
?+yl=x+y, z=x+yaz=0.

Reseni: Téleso, jehoz objem méme nalézt, je ¢ast rota¢niho valce uréeného Fidici
kruznici 2% + y?> = z + y, zdola ohrani¢eného rovinou z = 0 a shora rovinou
z=1x+y. (Obr.g8)

S
@7/’/_ br. 8
Jak vime ji / jem takového télesa ciselné roven hodnoté
dvojného integral Ry 1,2
1, T

M={(z,y) eR*: 2’ +y* <z +y}.

Doplnénim na ¢tverec a tpravou miizeme podminku 2?2 + y? < z + y upravit na
tvar

SRR

Z (5) je zfejmé, ze mnozina M je kruh se stfedem v bodé (1/2,1/2) a polomérem
v2/2 (Obr. 9).
Dvojny integral [(z + y)dA budeme opét pocitat pomoci substituce do po-
M
larnich soutadnic. (Tato substituce pfevadi integraci pfes kruh na integraci pfes
dvojrozmérny interval.) V nasem piipadé vsak ,posuneme“ téleso tak, aby stied
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Obr. 9

fidici kruznice byl pocatek. Toho dosahneme tak, ze substituci do polarnich sou-
fadnic budeme volit ve tvaru

1 1
(6) x:§+rcos¢, y:§+rsin¢ aJ=r.
Dosazenim do (5) dostaneme
2 2
0@ (-3 <h
0<(3+rcosp—3) + (5 +rsing—3)" <3,
0<r<¥

Pro ¢ jsme nedostali zddnou omezujici podminku, je tedy 0 < ¢ < 27. Potom

21 V2/2

/(:c—i—y)dA = //(T+r2(cosq§+sin¢)) drd¢ =

M
i P2 3 r=v2/2
= / [—+—(cos¢+singb)} d¢ =
2 3 r=0
0

2
- /(}ﬁf—f(coswsiw)) do =3 .

0
P1i pocitani objemu jsme mohli misto substituce pomoci ,,posunutych® polar-
nich soufadnic (6) pouzit substituci (4). Dosazenim (4) do podminky z2+y? < x+y
postupné dostaneme
0 < r2(cos? ¢ + sin? ¢) < r(cos ¢ + sin ¢),
0 <r < (cos¢+ sing).
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Z podminky 0 < r < cos ¢ + sin ¢ pak plyne —5 < ¢ < %TW' Odtud

3r/4 [ cos¢+sin¢

/(a:—i—y)dA = / / (r*(cos¢ +sing)) dr | d¢ =

M —7/4 0
3m/4
1
= - / (cos ¢ + sin ¢)* dop = T
3 2
—7/4

vvvvvv

(6).

Obr. 10

Piiklad 1.26. Vypocitejme obsah mnoZiny M, kterd je ohranicend lemniskdtou
(22 + y?*)? = 2? — y* (Obr. 10).

Reseni: Pro obsah mnoziny M plati
u) = [ an,
M

kde v nasem piipadé je
M ={(z,y) e R*: (2® +y*)* < 2® — y°}.

7 rovnice lemniskaty je vidét, ze tato krivka je symetricka podle osy x i podle
osy y (je sudé v obou proménnych). Pfi vypoctu obsahu plochy ohranic¢ené touto
kiivkou staci pocitat obsah pouze té casti M, kterd lezi v prvnim kvadrantu a
vysledek nasobit ¢tyimi. Pro vypocet integralu pouzijeme substituci do polarnich
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soutadnic. Dosazenim (4) do nerovnice urcujici M dostaneme
0< (2 +y)" <2’ =y,
0 <7r* <7r?*(cos® ¢ — sin® ¢),
(7) 0<r< \/cos2¢—sin2¢:\/c052¢.

Z podminky (7) dostavame 0 < r < y/cos2¢ a dale

T T 3m o7
20 >0, tj. —— YU (= ).
Podle predpokladu pocitame obsah pouze té ¢asti M, pro kterou jex > 0ay > 0,
tj.

cosp>0Asing >0= ¢ ¢ (O,g>.
Spolu s (8) tedy dostavame ¢ € (0, 7). Potom

w/4 [ \/cos2¢p /4
M(M):/dA:Zl/ / rdr d¢:2/0032¢d¢:1.
M 0 0 0

Priklad 1.27. Vypocitejme dvojny integrdl

[+ )aa
M
kde M ={(z,y) eR: 2 + £ <1},
Reseni: Protoze v tomto piipadé je mnozina M ohranicend elipsou (Obr. 11),
bude vyhodné pouzit substituci pomoci zobecnénych polarnich souradnic
(9) x=arcos¢, y=brsing aJ=abr,
V zobrazeni (9) (uvazovaném na mnoziné (0,+o00) x (0,27)) ma elipsa
r?/a* + y*/b? = 1 rovnici r = 1.
P1i vypoctu integralu opét staci, budeme-li integrovat pouze pres ¢ast M, ktera
lezi v prvnim kvadrantu. Pouzitim substituce (9), kde a = 3, b = 2, tj.
xr=3rcos¢, y=2rsing aJ=>06r,
a dosazenim do M (za podminky = > 0, y > 0) dostaneme
0<r<l, 0<¢<s.

Odtud
w/2 1
w(M) = / (:L“2 + y2) dA = 4 / / (97“2 cos? ¢ + 4r%sin® gb) 6rdr | do =
M

0

0
w/2

2 .2 39

= 6 (9cos ¢ + 4sin q§) d(b:?w.

0
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-

Gitejme obsah-asti kuZelové plochy z = \/x? + y2, kterou z ni
vytne parabolickywddte—=>="27 (Obr. 12).

Reseni: Vime, Ze pro obsah S plochy P, ktera je ¢asti grafu funkce z = f(x,y),
(x,y) € M plati

(10) S:/\/1+(g—£>2+(g—§)2d14.

V nasem piipadé je plocha ¢asti grafu funkce f(x,y) = \/2? + y2. Hranici mno-
7iny M najdeme jako (pravothly) priimét priniku ploch z = /22 + y2 a 2% = 2z
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do roviny z =0

V2r =22+ 942, tj, 2*+y* =2z, 2=0.

Je tedy

M={(z,y) eR?: (x —1)> +y* < 1}.
Mnozina M je tedy kruh se stfedem v bodé (1,0) a polomérem 1. Déle je

Y

oz NZZENT y

a odtud

(NEAREIRE

Substituci do polarnich soutadnic (4) dostaneme

w/2 2cos ¢
S:/ﬂdA:/ / V2rdr
M —7/2 0

Priklad 1.29. Vypoditejte dvojny integrdl

/(1—3:[;—2;4) dA,

M
kde M = {(z,y) e R? : 2? + 2 <4 Ay > x}.

Priklad 1.30. Vypodcitejte dvojny integrdl
1 2 2
/ n(@”+y°) , Al

«T2+y2
M

kde M = {(z,y) e R?: 1 <a2?+y* <eAy >0}

Priklad 1.31. Vypocitejte dvojny integrdl

1_ 2 1,2
/ 1= =y A,
1+22+92
M

kde M = {(z,y) e R? : 2? + y*> < 1 Az > 0}.
Piiklad 1.32. Vypocitejte dvojny integral

/sin Va2 +y?dA,

M

kde M = {(z,y) € R? : m* < 2% +y? < 4n?}.

GRS

do = 7v2 .

Visledek: 2+ $v/2

Vysledek: m/4

Vysledek: m(m—2)/4

Visledek: —6m?
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Priklad 1.33. Vypocditejte dvojny integrdl

/ arctg J dA,
x

M

kde M = {(x,y) ER?: 4 <22+ 92 <9A */?3:1: <y< \/gx} Visledek: [

Priklad 1.34. Vypocitejte dvojny integrdl

i
/EdA,
M

kde M = {(z,y) e R* : 2?2 + > <2 Ay > 1Az > 0}. Vysledek: 3/2 — /2
Priklad 1.35. Vypoditejte dvojny integrdl

/ Va4 y?dA,

M
kde M = {(z,y) €e R? : 2? + y* < 2y Ay > |z|}. Visledek: 20v/2/9

Priklad 1.36. Vypocitejte dvojny integrdl

/xy2 dA,

M
kde M = {(z,y) € R?*: 22 + y* < 2ax} (a > 0). Visledek: a°m/4

Piiklad 1.37. Vypocitejte dvojny integral

/ydA,

M

kde M = {(z,y) € R?: (22 + y*)? < ay®} (a > 0). Visledek: Z-ma®

Piiklad 1.38. Vypocitejte dvojny integral

/xy dA,

M
kde M = {(z,y) € R? : (2? + y*)? < a*(2* — y*)} (a > 0). Visledek: 0

Priklad 1.39. Vypoditejte dvojny integrdl

kdeM:{(x,y)€R2:%+%§l}. Vysledek: 4w
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Priklad 1.40. Vypoditejte dvojny integrdl

J@-2aa
M
kde M = {(:c,y) ER?2: 22+ 42 <4N0<a < \/ﬁy} Visledek: %(1 —/3)

Priklad 1.41. Vypocitejte obsah rovinného obrazce ohraniceného krivkami
y=1—-22ay=2-1. Viysledek: 9/2

Priklad 1.42. Vypocitejte obsah rovinného obrazce ohraniceného krivkami
xy=9,y=x ax=>. Vysledek: 8+9In3 —9Inb

V prikladech 1.43 — 1.46 vypocitejte obsahy mnoziny M.
Priklad 1.43. M ={(z,y) e R?: (z — 1) +y* <1 A2+ (y — 1)* < 1}.
Vysledek: (m—2)/2
Priklad 1.44. M = {(z,y) e R?: 22 + ¢ <4 A z? +4y> > 4Ny > 0}.
Viysledek:
Priklad 1.45. M = {(z,y) € R? : 2? + y? <1 A x? + y* < 2y}.
Visledek: & —

3

e[S

4

, 2
Piiklad 1.46. M = {(x,y) cR%: (% + y—z) < xy} Visledek: 18

V prikladech 1.47 — 1.53 vypocitejte objemy danych téles.

Priklad 1.47. {(z,y,2) e R®: 9(z — 2)> + (y +1)? < 2 < 9} .

Vysledek: 2777r

Priklad 1.48. {(z,y,2) e R®: (z — 1) +4(y — 2)? < 2 < 4} .
Vysledek: 4An

Priklad 1.49. {(z,y,2) e R®: 2 +y? < 2ax Az < 2 < 2z} (a > 0).
Visledek: ma?

Piiklad 1.50.
{(z,y,2) ER*: 2+ <2y —2) —1AN0<2<2— (z+ 1) — (y—1)*}.
Vysledek:

Nl
B

Piiklad 1.51.
{(z,y,2) eR*: 2’ + ¢ <2 —y) NO<2<3—(z—1)°— (y+1)}.
Vysledek: 4n
Priklad 1.52. {(z,y,2) € R3: 322 4+ 27y* < 2 < 6 — 32?2 — 27y*}.
Vysledek: w
Priklad 1.53. {(z,y,2) € R3: 822 4+ 2y* < 2 < 4 — 82% — 2y°} .
Vysledek:
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Obr. 13

V prikladech 1.54

chami:

ypocitejte objemy téles ohranicenych danymi plo-

Piiklad 1.54. 1 =0,y =0, 2 +y =3, 2 =0, z = 42? + 29> + 1.
Vysledek: 45

Piiklad 1.55. y =1, y =22, 2 =0, 2 = 2% + ¢°. Visledek:
P#iklad 1.56. y =Inz, y =In’z, 2 =0, y + 2 = 1.

(Pomviicka: Plati [In"zdz =zIn"z —n [In" ' zdx.) Vysledek: 3e—8
Piiklad 1.57. 22 +y?> =2z, z =2y, 2 =0 (2 > 0). Vysledek: 2/3
Piiklad 1.58. 22 +y? =2y, z = 22 + 92, 2 = 0. Visledek: 3r

Piiklad 1.59. 22 +y2=0a2, 2=0,z=¢ ¥ (a>0).
Vysledek: (1 — e_‘12)
Priklad 1.60. Vypocitejte objem tzv. Vivianiova télesa (Obr. 13)
{(z,y,2) eR*: 2 +y* + 2 <> A2” +y* < az} (a>0).
Visledek: 2(3m — 4)a®

Priklad 1.61. Vypocitejte objem a povrch télesa ohraniceného dvéma rotacnimi
valcovymi plochami o stejném polomeru R, jejichZ osy se kolmo protinaji
(Obr. 14) a (Obr. 15). Vijsledek: LR®, 16R*

Piiklad 1.62. Vypocitejte obsah édsti rotacniho paraboloidu z = 1 — 2% — 92,
kterou z néj vyrizne rovina z = 0. Vysledek: w(5v5—1)/6
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Priklad 1.63. Vypocitejte obsah casti hyperbolického pambolo\i\du
2z =4+ 2% — 32, kterou z néj vyFizne vdlcovd plocha x* + y* = 4.

Viysledek: L(17V17 —1)m
V prikladech 1.64 — 1.70 vypocitejte obsahy danych ploch.
Priklad 1.64. {(z,y,2) € R®:2x+ 3y +42=12A2>0Ay >0A2>0}.
Vysledek: 3v/29
Priklad 1.65. {(z,y,2) € R®: 2% + y? = 22 A 222 < zy}.
Vijsledek: (20 — 3)
Priklad 1.66. {(z,y,2) €R®: (22 +y?)** +2=1A2>0}.
Viysledek: 1 (3v/10+1n(3+/10)) 7
2

Pifklad 1.67. {(z,y,2) € R : & + £ =227 2 4 2 <1},
Viysledek: 4(2v/2 — )7

Priklad 1.68. {(z,y,2) e R3: 22+ 12 =22 N2> 0A 2 <V2(3z+1)}.
Vysledek: 8t

Piiklad 1.69. {(z,y,2) eR3: 22 +22=a*> A2 >0A|y| < x}. (a > 0)
Visledek: 2a®

Priklad 1.70. {(z,y,2) e R®*: 2 + y* + 22 =a®* A2? +y* < azx,2 >0} (a > 0).
Visledek: (m — 2)a?, (Obr. 13)

Priklad 1.71. Vypocitejte obsah casti zemského povrchu (za predpokladu, Ze jde
o kulovou plochu o poloméru R = 6378 km ), ohranicenou poledniky odpovidajicimi
zapadnim zemépisnym déelkdm 30° a 60° a rovnobéezkami odpovidajicimi severnim
zemepisnym Sirkdm 45° a 60°.

Viysledek: LR*m(v/3—/2)=3.38-10%km?

Fyzikalni aplikace dvojného integralu
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Necht M je dvourozmérna mnozina (rovinna deska), jejiz plosna hustota v kaz-
dém bodé (x,y) je h(z,y).

(I) Hmotnost této mnoziny je
(11) m = /h(x,y) dA .

M

(1I) Staticky moment této mnoziny vzhledem k ose x, resp. vzhledem k ose y
je

(12) Sy = /yh(:c,y) dA, resp. S, = /xh(x,y) dA .
M M

Vv

jsou
(13) T = —, Yyr = — .

(IV) Moment setrvacnosti této mnoziny vzhledem k ose z, resp. vzhledem k ose
y, resp. vzhledem k pocatku je

I, = /y2h(x,y) dA, resp. I, = /xzh(:c,y) dA ,
M M
(14) resp. I, =1,+1,= /(m2 +yH)h(x,y)dA .
M

Poznamka 1.72. V dalsich prikladech budeme vidy v pFipadé homogenni desky
(télesa) predpokladat, Ze h(x,y) =1 (h(z,y,z) =1).

Vvoev

kruznici x* + y* = 2ax, a > 0, jejiZ ploind hustota v kazdém bodé (x,vy) je rovna
vzddlenosti tohoto bodu od pocdtku (0,0).

Reseni: Vime, 7e h(x,y) = /22 + 2. Protoze deska je symetrickd podle osy x

Vv

tj. yr = 0. Pro urceni xr potfebujeme znat celkovou hmotnost desky m a dale
staticky moment desky vzhledem k ose y (viz (13)). Podle (11) a (12) je

m:/\/x2+y2dA, Sy:/a:\/m2+y2dA.
M M

Pouzitim substituce pomoci polarnich soufadnic (4) dostaneme
0 < 2? +y? < 2axz,
0 < r%(cos? ¢ + sin® ¢) < 2ar cos ¢,
0<r<2acos¢ atedy ¢e(-3,3).
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Potom
w/2 2a cos ¢

mzﬂl\/m dA :/ /r2dr d¢ =

—7/2 0
/2 w/2

37 2acos ¢
1 2
= 2/[70—} do = 6a /cos ¢d¢—3—a ,
31, 3
0 0

w/2 2a cos ¢

:/x\/m dA :/ / rcosgdr | do =

M —7/2 0
w/2
64
= 4 = —
8a /cos odop = 15@

0

Podle (13) je tedy
S, 64a' 9 6a

T = — = —_— =

m 15 32a3 5
Priklad 1.74. Vypocitejme moment setrvacnosti kruhové desky o poloméru R
vzhledem k jeji libovolné tecné t, jestlize jeji plosnd hustota v kaZdém bodé je rovna
vzdalenosti tohoto bodu od tecny t.

Reseni: Zvolme si soufadnicovy systém tak, Ze st¥ed kruznice ohranic¢ujici desku
je v bodé (0, R), tj. jeji rovnice je 2% + (y — R)? = R? a tecna, ke které budeme
moment setrvacnosti pocitat, je osa x. Potom plosna hustota desky v kazdém bodé
(z,y) je h(x,y) = y. Je tedy

L=1I,= /th(x,y) dA = /y?’dA,
M M
kde M = {(z,y) € R*: 22 + (y — R)*> < R?}. Pouzitim substituce pomoci ,posu-
nutych“ polarnich soutradnic
r=rcos¢p, y=R+rsing aJ=r,
pak dostaneme
2 R

It:/y?’dA / /R—i—rsmgzﬁ )rdr dgb:%rRi

M 0

Vv

desek:

Ptiklad 1.75. Deska ohranicend parabolou y* = 2x a pFimkou x = a, (a > 0).
Vysledek: (3a/5,0)
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Piiklad 1.76. Deska ohranicend krivkami 4y = 22, v +y = 3.
Vysledek: (—2,17/5)

Piiklad 1.77. Deska ohranicend krivkami vy = 2x — 322, y = —x.
Vysledek: (1/2,—1/5)

Piiklad 1.78. Deska ohranicend krivkou y?* = 22 — 24, o > 0.
Vysledek: (%7‘(‘, O)

Ptiklad 1.79. Deska ohranicend krivkou (z% + y*)? = 222y, (v >0, y > 0).
Visledek: (£2,1)

1570 4
Piiklad 1.80. Nehomogenni deska md tvar pulkruhu o polomeéru R, kde plosnd
hustota v kaZdém bodé desky je rovna vzddalenosti tohoto bodu od stredu kruhu.

Urcete vzddlenost tézisté desky od stredu kruhu. Vysledek: %%

Piiklad 1.81. Nehomogenni deska md tvar ¢tvrtkruhu o polomeéru R, kde plosnd
hustota v kaZdeém bodé desky je rovna druh€é mocniné vzdalenosti tohoto bodu od
stredu kruhu. Urcete vzddlenost tézisté desky od stredu kruhu.

Vysledek: %%

Priklad 1.82. Vypocitejte moment setrvacnosti kruhové desky o poloméru R a
plosné hustoté h(z,y) = |z||y| vzhledem k primce prochdzejici jejim stredem.

Viysledek: R°/6

Priklad 1.83. Vypocitejte moment setrvacnosti homogenni rovinné desky
{(x,y) ER?: 22+ < 1Ayl < %} vzhledem k ose x.

4\ 3 4

Visledek: % <z B Lg)

Piiklad 1.84. Vypocitejte moment setrvacnosti rovinné desky ohranicené kriv-
kamiy =4 — 2% a y = 0 vzhledem k ose x, jestlize plosnd hustota v kazdém bodé
je rovna vzddlenosti tohoto bodu od osy y. Vysledek: 64/3

Priklad 1.85. Vypocitejte moment setrvacnosti homogenni desky ohranicené elip-
sou 4(x 4+ 1)2 + y* = 4 vzhledem k ose y.
Vysledek: 5m/2

Priklad 1.86. Vypocitejte moment setrvacnosti homogenni rovinné desky
{(z,y) e R?*: (2* + y*)? < a®*(2* — )}, (a > 0) vzhledem k ose x a y.
Visledek: I, = (3 — 8)a*, I, = (37 + 8)a*
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1.2. Trojné integraly.
Priklad 1.87. Vypocitejme trojny integrdl

/ 2z —y+2)dV,

kde W = (0,1) x (1,2) x (2,3).

Reseni: Funkce f(z,y,2) = 22—y + 2 je na trojrozmérném intervalu W spojité.
Uzitim Fubiniovy véty pfevedeme trojny integral na jednoduchy integral z dvoj-
ného integralu

/(Qxy—l—z)dV/l(M/(Z:cy—i—z)dA dz.

K vypoctu dvojného integralu nyni pouzijeme opét Fubiniovu vétu (pro dvojny
integral) a tim prevedeme zadany trojny integral na trojnasobny integral

1 2 3
/(Zx—y—i—z)dV:///(2x—y+z)dzdydx:
W 001 2
1 2 g 12 -
= //{2x2—yz+§} dydx://(Qx—y+§> dydz =
0 1 =2 0 1
1 1

y2 5 y=2
= /{2:@—5%—54 dx:/(2x+1)dx:2.
0 0

y=1

Priklad 1.88. Vypocitejte trojny integrdl

y

kde W = (0,1) x (1,2) x (0, 2). Vysledek: 3/4 —21n2
Priklad 1.89. Vypocitejte trojny integrdl

/ zy*y/zdV,

w
kde W = (=2,1) x (1,3) x (2,4). Vysledek: 52(v/2 —4)/3
Priiklad 1.90. Vypocitejte trojny integral

/ zy?23dv,

W
kde W = (0,2) x (0,3) x (0,4). Vysledek: 1152
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Priklad 1.91. Vypocitejte trojny integrdl
/xzz "Vt Qv

W
kde W = (—1,1) x (—2,0) x (0, 1). Visledek: (e* —5)(e*—1)(e—1)/(2¢)
Priklad 1.92. Vypocitejme trojny integrdl
1
[y
l1+2+y
W

kde W = {(z,y,2) eR3: 2 >0Ay>0Az>0Ax+y+2 <1}

Reseni: Mnozina W je &tyistén s vrcholy (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) a (0,0,1).
Jeho primétem do roviny zy je trojihelnik M (Obr. 16) s vrcholy (0,0), (1,0) a
(0,1). Ztejmé V(z,y) € M je 0 < z < 1 — z — y. Pomoci Fubiniovy véty miZzeme
tedy dany trojny integral prevést na dvojny z jednoduchého
l—x—y
/;dV:/ / ;dz dA.
l1+x+4+vy l+x+vy

W M 0
Zapiseme-li mnozinu M ve tvaru

M:{(x,y)ER220§x§1A0§y§1—x},

muzeme pouzitim Fubiniovy véty pro dvojny integral nas trojny integral prevést
na trojnasobny integral. Potom

1-z l-z—y
/ // / —— dzdydx =
1—i—x+y l—i-x—l—y
W
z=1—x—y
l—2x—y
//{1+x+y} yer= //1+x—|—y ’

= /[21n(1—|—x+y)—y]y 0 xdx—/(2ln2—2ln(m+1)+x—1)dx:
0 0

= § —21n2.
2

P1i vypoctu trojného integralu mizeme postupovat také napt. takto:

Pro libovolné z € (0, 1) lezi vzdy bod (z,y) v trojihelniku, jehoZ kolmy pramét
do roviny zy (z = 0) je trojuhelnik M. s vrcholy (0,0), (1—z,0), (0,1—2) (Obr. 17).
Podle Fubiniovy véty mtizeme tedy trojny integral prevést na jednoduchy a dvojny,

tj. )
1 1
/—dV:/ /—dA dz.
1+z+y 1+z+y
W 0 .
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Obr. 16

Obr. 17

Zapiseme-li mnozinu M, ve tvaru

M, ={(z,y) eR*:0<2<(1-2)A0<y<(1—z—2)},
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mize opét pouzitim Fubiniovy véty pro dvojny integral zadany trojny integral
prevést na trojnasobny integral

1 1-z1-2—=2
3
dydxdz =—-—2In2.
1+z+y y 1+z+y
W

Piiklad 1.93. Vypocitejme trojny integml

/ycos(x +2)dV,
1%
kde W je mnoZina ohrani¢end plochamiy =+/x, y=0,2=0, x+ 2z = 3

Reseni: Mnozina W (Obr. 18) je st vélce ohraniceného vélcovou plochou
y = y/r a rovinou y = 0. Zdola je ohranifena rovinou z = 0 a shora rovinou
T+ z = 7. Kolmy primét M mnoziny W do roviny zy je ¢ast roviny ohranicena
piimkami y = 0, = § a parabolou y = /z (Obr. 19),

M:{(x,y)eRZ:OSng/\Ogyg\/E}.

al0<z< —x+ 7. Potom

—z+7/2
/ycos(x+z)dV:/ / ycos(z+z)dz | dA =
W M 0
/2T —z+7/2 T/2/T
= // / ycos(x + z)dzdydx / [y sin x—l—zzg P dyde =
00 0 0 0
w/2 /T w/2 y2 y=T
= //y(l—sinx)dydx:/[?(1—81113:)} =
0 0 0 y=0
w/2
1 21
= - (x—xsinx)dxzﬁ———.
2 16 2
0

Priklad 1.94. Vypocitejte trojny integrdl

/de,

w

kde W je mnoZina ohranicend plochamix =2,y =0, 2 =0, y = 2z, 2 = 22,

Vysledek: 32/3
Priklad 1.95. Vypocitejte trojny integrdl

/ 24 sin® y dV,
W
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kde W je mnoZina ohranicend plochami x =0, x =7,y =0, y = 7/2, 2 = 0,
z=u.
Visledek: w°/45

Priklad 1.96. Vypocditejte trojny integrdl
/xyZSin(xﬂLy—i-z)dV,
W
kde W = {(x,y,z) ER3:2>0Ay>0A2>0Aa+y+2< g}
Viysledek: /192 —7?/4 +2

Priklad 1.97. Vypocitejte trojny integrdl

/ xyzdV,

w
kde W je mnoZina ohranicend plochami y = 2%, v = y?, 2 =10, 2 = zy.
Vysledek: 1/96

Priklad 1.98. Vypocitejte trojny integrdl

/:L‘Qd‘/,

W
kde W = {(z,y,2) € R : |z] + |y| + |2| < 1} (Obr. 20). Vysledek: 2/15

Priklad 1.99. Vypocitejte trojny integrdl

r3yz
——d
/ arap
W

kdeW:{(:c,y,z)ER?’:sz/\yZO/\\/:ﬂ—l—y?§z§2}.
Vysledek: %61115 — %
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\\
Priiklad 1.100poéitejme trojny integral

/\/m2 + y2dV,
W

kdeW:{(x,y,z)€R3:x2+y2+22§a2/\\/9€2—|—y2Sz} (a > 0).

Reseni: Mnozina W je ¢ast koule se stfedem v bodé (0,0,0) a polomérem a,
kterou z ni vyfizne kuzelova plocha z = y/x2 + y2. Pro vypocet tohoto integralu
pouzijeme substituci pomoci sférickych souradnic

(15) T =rcos¢gcosty, y=rsinpcosty, z=rsiney aJ=r>cos.

Pouzitim (15) a dosazenim do nerovnosti definujicich W dostaneme

2 +y? + 22 < a?, Vi +y? <,
r? (cos? ih(cos? ¢ + sin® ¢) + sin® ) < a?, /12 cos? ih(cos? ¢ + sin® ¢) < rsin,
0<r<a, tgy > 1,
/4 < <m/2.
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Pro ¢ jsme nedostali zadnou podminku, je tedy 0 < ¢ < 27. Nyni pouzitim véty
o substituci a soucasné Fubiniovy véty dostaneme

21 /2 a
/\/:U2+y2dV:///\/r200s2¢(0052¢+sin2¢)r2cos¢drd¢d¢:
W 0 w/4 0

o /2 a 2 /2 _
’]"4 r=a
= ///r?’cosZzpdrdwdqﬁ:// {Zcoﬁw} dydg =
0 7'r/4 0 0 7r/4 =
2T 7r/2 21
4 4 in2 Y=m/2 4
_ a_//cos21/)d¢d¢=a—/ {wsm ﬂ dp = m(m —2).
0 mw/4 0 v

Piiklad 1.101. Vypocitejme trojny integrdl

/ xzdV,

W
kde W = {(z,y,2) e R® : 2 + 2 < 2x Az < 2 < 2z}.

Reseni: Mnozina W je ¢ast rotaéniho valce 22 +y? < 2z sefiznutého zdola rovinou
z = z a shora rovinou z = 2z (Obr 21). Kolmym pramétem W do roviny zy je
kruh ohrani¢eny kruznici 2% + y* = 2x.

Pro vypocet integralu pouzijeme substituci do cylindrickych soutadnic

(16) r=rcos¢, y=rsing, z=27 aJ=r.
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Pouzitim (16) a dosazenim do nerovnosti definujicich W dostaneme
22 +y? <22 r <z <2z,
0<r < 2coso, rcos ¢ < Z < 2rcos ¢.
z podminky 2 cos ¢ > 0 pak dostdvame cos¢ > 0, tj. —7/2 < ¢ < /2.
Pouzitim véty o substituci a soucasné Fubiniovy véty pak dostaneme

m/2 2cos ¢ 2rcos ¢

/xde:// /7‘2Zcosq§dZdrdgz§:

w —7n/2 0 rcos¢
m/2 2cos¢ 9 Z=2r cos ¢ T/2 2cos¢
_ 2 Z _ 3 4 3 _
= / / r°cos ¢ [—] drdp = = / / r®cos® ¢drde =
2 Z=r cos ¢ 2
-n/2 0 —7n/2 0
/2 r=2cos ¢ /2
3 / ; [7«5} - 96 / . 21
= = cos” @ | — dp = — cos® pdop = —.
2 5], 10 8
—7/2 —7/2

Piiklad 1.102. Vypoditejte trojny integrdl

/ Va?+y? +22dV,

W
kde W = {(z,y,2) e R3: 22 + 32 + 22 <1A2>0Ay >0A 2> 0}.
Vysledek: m/8

Priklad 1.103. Vypocitejte trojny integrdl
/ (2 +y?)av,
W
kde W = {(z,y,2) e R3:4 < 2? +y? + 22 <9 Az > 0}. Vysledek: 844/157

Priklad 1.104. Vypoditejte trojny integrdl

/\/x2+y2—|—22d\/,
W

kde W = {(z,y,2) € R®: 2® + y*> + 2% < z}. Visledek: m/10
Priklad 1.105. Vypocitejte trojny integrdl

/ VIR gy

W
kde W = {(z,y,2) € R® : 2% + y? + 22 < 4}. Visledek: 8m(e* —1)

Piiklad 1.106. Vypocditejte trojny integrdl

/(a:2 +y? + 2% dV,
w
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kde W = {(z,y,2) € R® : 2% + y? + 2% < 2az A 2? + y* < 32%} (a > 0).
Visledek: 21ma’®/10

Piiklad 1.107. Vypoditejte trojny integrdl
/ 2/ 2?2 +y?dV,
w

kde W je mnoZina ohranicend plochamiy =0, 2 =0, 2 = a (a > 0), 2*>+1y* = 2z.

Visledek: 8a*/9
Piiklad 1.108. Vypoditejte trojny integrdl
/ (z® +y?)dV,
W

kde W je mnoZina ohranicend plochami 2z = x> + y?, z = 2. Vysledek: 167/3
Piiklad 1.109. Vypoditejte trojny integrdl

/x2y22 dV,

W
kde W = {(x,y, 2)eR3: a2+ 2 <2< 1}. Vysledek: m/192
Priklad 1.110. Vypocitejte trojny integrdl
/ (2* +y*)2dV,
W
kde W = {(z,y,2) e R®: 0 < 2 <4 — 2% — *}. Vysledek: 32m/3

Priklad 1.111. Vypocitejte trojny integrdl

/(:c2 +y? + 2 dV,
w
kde W = {(z,y,2) e R® : 2? + y* + 2* < 3a®> A 2® + y* < 2az} (a > 0).
Visledek: ma°(108v/3 — 97)/30

Priklad 1.112. Vypodcitejte trojny integrdl
/ Va2 +y?+22dV,
W

kde W = {(z,y,2) e R3: 22 + 32 + 22 < 1 A2 4+ ¢% + 22 < 2z},
Vysledek: 3m/10
Priklad 1.113. Vypodcitejte trojny integrdl

/de,

w
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kde W = {(z,y,2) € R?: (2? + y* + 2%)? < 2%}
Vysledek: m/28
Piiklad 1.114. Vypocditejte trojny integrdl

/\/x2+y2+z2dV,
W

kde W = {(z,y,2) ER®: (2?2 + 9 +22) <ayAx >0Ay > 0A 2z >0}
Vysledek: m/120

Priklad 1.115. Vypocitejte trojny integrdl

/\/x2+y2+22dv,
W

kde W = {(z,y,2) € R® : 2? + y? + 22 > 1 Ao + y* + 22 < 2z},
Vysledek: 137/10

Priklad 1.116. Vypocitejte trojny integrdl

/(:1:2+y2)dV,
W
kdeW = {(z,y,2) e R®: (2> +y*)? <22 —y? N2’ + 9y <1—2Ax2>0Ay>0Az>0}.
Vysledek: m/32—1/18

Priklad 1.117. Vypodcitejte trojny integrdl

/de,

W
kde W = {(z,y,2) e R® : 2> + y? + 22 <4 Az > 1},
Vysledek: 9m/4

Priklad 1.118. Vypocitejte trojny integrdl

(/ydM

W
kde W = {(x,y,z) ER3: 2?2+ 92 + 22> 1 A2 < 1A Va2 + 92 Sz/\yZO}.
Vysledek: 7/24 — /16
Priklad 1.119. Vypodcitejte trojny integrdl

Q/ydM

W
kde W = {(z,y,2) e R¥: 22 +y* > 2 A0 < 2 <2z—2*—y* ANy > 0}.
Vysledek: 13/60

Piiklad 1.120. Vypocitejme objem télesa urceného nerovnicemi x% + y> < 2 — z
ax2+y2+22 < 2z.
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Reseni: Téleso miiZeme popsat jako mnozinu
W={(z,y,2) eR*:a® + > + 2> <2z A2’ + ¢y <2—z}.

Objem mnoZiny (miru mnoziny) W pak vypocitame jako

p(W) = / dv.

w

Téleso, jehoz objem pocitame, je prinik koule a rota¢niho paraboloidu. Rez
télesa rovinou y = 0 je na Obr. 22.

7 geometrie vime, ze obé plochy jsou rotacni a maji spole¢nou osu. Proto jejich
priinikem je kruznice. ReSenim soustavy dvou rovnic

2+ oy 4+ 22 = 22
2 —I— y2 — 2_Z,

T
T

zjistime, ze kruznice priniku lezi v rovinach o rovnicich z = 2 a z = 1 s tim, Ze
kruznice v roviné z = 2 se redukuje na bod o soutadnicich (0,0,2) a v roviné z = 1
je priinikem kruZnice, jejiz kolmy primét do roviny xy méa rovnici 2% + y? = 1.
Celé téleso se tedy promitne do roviny zy jako kruh M: 22 + 42 < 1. Pro libovolné
(z,y,2) € W je tedy

Py <l AN 1l—y1l-a?2—y2<2<2 -2~
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Uzitim Fubiniovy véty pro trojny integral pak dostaneme

2—:1?2—y2

Q:/dV:/ / dz | dA =

W i\ i
J(a-vime =@ - @-a ) da-

M
27 1 7
= //(r—r3+r\/1—r2> drdgb:gﬂ.

00

Pro vypocet dvojného integralu jsme pouzili substituci do polarnich souradnic (4).

V prikladech 1.121 — 1.125 vypocitejte objemy danych téles.

Piiklad 1.121. Teleso je ohraniceno plochami z = 4 —y?, z = y> + 2, x = 1,
r=2. Vysledek: 8/3
Piiklad 1.122. Téleso je ohrani¢eno plochami z = x® + y?, z = 22 + 22, y = @,
y=2x, r=1. Vysledek: 7/12
Piiklad 1.123. T¢leso je ohraniceno plochami x% 4 y? + 2% = a?,
22 =0 2P — 22 =0, pricemZz>0a0<a<b.

Vysledek: (2 —+/2)(b® — a®)n/3
Piiklad 1.124. Téleso je ohraniceno plochami z = 6 — 22 — 4%, 2 = /22 + /2.

Vysledek: 327/3

Piiklad 1.125. Téleso je ohraniceno plochami x* + y? + 2 = 16,
2?2+ 9?4+ 22 = 8z.
Vysledek: 80m/3

Fyzikalni aplikace trojného integralu

Necht W je trojrozmérné téleso, jehoz hustota v kazdém bodé (x, y, 2) je h(z, y, 2).
(I) Hmotnost tohoto télesa je

(17) m = /h(m,y, z)dV .

(II) Staticky moment tohoto télesa vzhledem k roviné xy, resp. vzhledem k
roviné xz, resp. vzhledem k roviné yz

18 Sey = | zh(x,y,2)dV, S,. = [ yh(x,y,z)dV, S,. = | zh(x,y,z)dV.
y y
w W W
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(III) Soufadnice tézisté tohoto télesa (v pravothlém soufadnicovém systému)
jsou
Syz sz %

(19) T = ) Yyr = ) 2T =
m m m

(IV) Moment setrvacnosti tohoto télesa vzhledem k ose x, resp. vzhledem k ose
Yy, resp. vzhledem k ose z je

I, = /(y2 + z2)h(:v,y, 2)dV

W

I, = / (2 + 2)h(z,y, 2) AV |
w

(20) I - / (2 + y2)h(z, g, 2) AV .
w

Vv

ohranicenych danymi plochami.

Piiklad 1.126. s +y+z2=2a, z=a,y=a,2=0,y=0, 2=0.

Viysledek: (5a/12,5a/12,5a/12)
Priklad 1.127. 2 =1— /22 + 42, 2 = 0. Visledek: (0,0,1/4)
Piiklad 1.128. 22 +¢y?> =22, z = 1. Viysledek: (0,0,2/3)
Priklad 1.129. 2> + > =22, 2 +y = 2. Viysledek: (1,1,5/3)

Pi#iklad 1.130. 22 + 32 = 2az, 22 + 32 + 22 = 3a® (a > 0).
Visledek: (0,0,5a(6v/3 + 5)/83)

Piiklad 1.131. Vypocitejte moment setrvacnosti homogenniho télesa ohranice-
ného plochami z = 22+ y?, v +y = £1, x —y = £1, 2z = 0 vzhledem k ose x.
Vysledek: 14/45

Priklad 1.132. Vypocitejte moment setrvacnosti homogenni koule o poloméru R
vzhledem k primce, kterd se ji dotykad. Visledek: 287R°/15

Priklad 1.133. Vypocitejte moment setrvacnosti homogenni kostky o hrané a
vzhledem k jeji libovolné hrané. Visledek: 2a°/3

Piiklad 1.134. Hustota v kaZdém bodé nehomogenni koule o poloméru R je rovna
vzddlenosti tohoto bodu od jejiho stredu. Vypocitejte moment setrvacnosti této
koule vzhledem k (libovolné) primce, kterd
a) prochdzi stredem koule,
b) se dotykd pouvrch koule.
Viysledek: 4wR°/9, 137 R°/9



