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Cast I. Zakladni pojmy teorie pravdépodobnosti

1. Ndhodné jevy

Ve fyzice jsme studovali mnoho pokusd, kde splnéni uréitého souboru podminek m4 za
nasledek vyskyt urditého jevu. Zah¥ejeme-li vodu p¥i normélnim atmosferickém tlaku na
100° C , zatne vift. Magnetickd st¥elka kompasu se na tizemi nasi republiky vzdy ustéali
v severojiznim sméru. Takovym pokustim ¥kdme deterministické.

V prirodé vSak existuji i pokusy, jejichZ vysledek i p¥i zachovan{ stejnych podminek
miize byt pokaZzdé jiny. Takové pokusy se nazyvaji ndhodné. P¥{kladem nghodného pokusu
je hod kostkou. Budeme-li hézet opakovang stejnou kostkou, méZe n4m padnout jednou
Sestka a podruhé t¥eba jednidka.

Vysledku ndhodného pokusu fikime ndhodny jev. Ndhodné jevy budeme znagit velkymi
pismeny A, B,C,...

Mezi ndhodnymi jevy existuji dva jevy, které maji zvlastni postaveni a budeme je
oznacovat vzdy stejné. NemoZny jev, to znamen4 jev, ktery za danych podminek nenastane
nikdy, oznaCujeme symbolem . Jisty jev, to znamen jev, kterj za danjch podminek
nastava vZdy, oznacujeme symbolem f2.

S ndhodnymi jevy miZeme provéddét nasledujici operace: Prinikem dvou jevi A a B
(zna¢ime ANB) nazyvame jev, ktery nastava pravé tehdy, jestliZe nastane jev A a soudasné
jev B. Sjednocenim dvou jevi A a B (znatime A U B) nazyvdme nahodny jev, ktery
nastane pravé tehdy, jestlize nastane alespoii jeden z jevl A a B. Znagi-li nap¥iklad jev A
»padnuti sudého poétu ok na hraci kostce“ a jev B ,,padnuti vétsfho pottu ok nez Ctyri“,
znamend jev ANB ,,padnuti Sestky” a jev AUB ,,padnuti jednoho z &sel {2,4,5,6}“. Prinik
a sjednoceni mtiZeme rozsifit na libovolny (dokonce i nekoneény) pocet ndhodnych jevi.
UvaZujeme-li nap¥iklad jevy A, As,..., Ak, znalf jejich préinik 4; N Ay N --- N Ay jev,
ktery nastane pravé tehdy, nastane-li vech k jevil soucasns.

O dvou néhodnych jevech A a B Fekneme, Ze jsou disjunkini, jestlize AN B =@,
nebo, Feceno slovné, oba jevy nemohou nastat soutasnd. P¥ikladem disjunktnich jevi jsou
napiiklad , padnuti Sestky“ a ,padnuti lichého poétu ok“ p¥i jednom hodu kostkou.

Opacny jev k jevu A (znatime A) nazyvéme jev, ktery nastane pravé tehdy, nenastane-
li jev A. Jevy A a A jsou disjunktn{ a platif AUA = 2. Oznadime-li napiiklad jev A

»padnuti sudého poctu ok na hraci kostce, oznaluje jev A ,,padnuti lichého po&tu ok*.
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Na zavér €lanku o ndhodnych jevech zavedme jesté pojem elementérniho jevu. Elemen-
tarni jev A je takovy jev, ktery nelze vyjidiit jako sjednoceni dvou jevl riznych od A.
Elementarni jev si lze pfedstavit jako ,nejjednodusdi“ vysledek pokusu. Necht napiiklad
nédhodny pokus spodivd v hodu kostkou, pak jevy A4; - ,padne jedni¢ka“, A, - ,padne
dvojka“, ..., Ag - ,padne Sestka“ jsou element4rni, zatimco jev C - ,padne sudé &islo“
neni elementarnim jevem, nebot napf. C = E U F', kde E znagi jev ,padne dvojka“ a F

Jjev ,padne ¢tyika nebo Sestka“.

2. Pravdépodobnost

Predstavme si, Ze opakované mnohokrat za sebou hizime kostkou, kterd mé naprosto
dokonaly tvar krychle a je vyrobena z homogenniho materidlu. Budeme-li si zaznamenévat
jako isp&ny pokus kazdy hod, ve kterém nam padne sudy pocet ok, zjistime, Ze se podil
poctu téchto tspésnych pokust k celkovému poétu pokust bude blizit 0.5 (50 %). Cislu
0.5 se obvykle ¥ikd pravdépodobnost jevu A ,,padnuti sudého podtu ok“. Ta se d4 v tomto
piipadé, kdy ndhodny pokus miie mit jen koneny poéet vysledkii se stejnou mo¥nosti

vyskytu, spocitat nésledovns:

to jest jako podil my - poctu vysledkd piiznivijch jevu A ku m - poétu vdech moZnych vy-
sledki pokusu. ProtoZe v naSem pipads jsou t¥i piiznivé vysledky {2,4,6} a Sest mo¥nych
vysledki {1,2,3,4,5,6}, je vysledné pravdépodobnost rovna 0.5 (50 %). Tato, takzvani
klasickd definice pravdépodobnosti, viak nepostaduje v piipadé, jestlize pokus miiZe mit
nekonetné mnoho vysledkd. Pokusem s nekonenym podtem vysledkt je napiiklad hod
Sipkou na teré. Vysledek pokusu, tj. vzdilenost zdsahu od stiedu terce, je ¢islo z intervalu
(0,a), kde a je polomér terde. Navic klasick4 definice pravdépodobnosti predpoklads, e
Je intuitivné jasny pojem stejné mo¥nosti vyskytu riznjch jevi.

Nevyhody klasické definice pravdépodobnosti odstratiuje statistickd definice. Predstav-
me si posloupnost velkého poétu n realizaci n&jakého ndhodného pokusu. Pro dany jev A
ozna¢me n4 pocet téch realizaci, ve kterych nastal jev A. Podil n4 /n se nazyvé relativni
¢etnost jevu A v n pokusech. Zkugenost ukazuje, ¥e relativni Setnosti jevu A v dlouhych
sériich realizaci ndhodného pokusu se odchyluji mélo od uréitého ¢isla, které nazyvime

pravdépodobnosti tohoto jevu.



Statistickd definice pravdépodobnosti viak neni z hlediska matematiky , korektni® de-
finici. Proto se dnes nejéast&ji definuje pravdpodobnost pomoci aziomatického pristupu.
Axiomaticky pfistup pfedpokladé existenci koneéné nebo nekonené neprazdné mnoziny,
tzv. jevového pole, jehoZ prvky jsou nazyvany elementdrnimi jevy. Dile je uréen systém
podmnoZin jevového pole, jehoZ prvky se nazyvaji ndhodné jevy. Tento systém musi

a) obsahovat jisty jev {2 i nemo¥ny jev @

a zdrovel musi splilovat nésledujici pravidla:

b) S kaZdym jevem A musi obsahovat i jev opa¢ny A4,

¢) s kazdym systémem jevii (konednym nebo nekonetnym spotetnjm) obsahuje i sjed-
noceni a prinik t&chto jevi.

KaZdému nédhodnému jevu A je p¥ifazena pravdépodobnost P(A4), co? je &islo z intervalu
(0,1)

P: A — P(A),

p¥idem?
1) P(2) =1,
2) pravdépodobnost sjednoceni koneén& nebo spotetnd mnoha disjunktnich jevi je

rovna souctu jejich pravdépodobnosti, tj.

P(AiUAyU...) =P(A) + P(4y) +...

Pro ilustraci axiomatického p¥istupu k definici pravd&podobnosti uvedme jako p¥iklad
konecné jevové pole. Jevové pole je v tomto pi{padé tvofeno kone¢nym podtem k ele-
mentdrnich jevi {A,... Ax}. Systém nahodnych jevi se skldda ze viech elementdrnich
jevi Ay, ... A, ze viech sjednoceni libovolného podtu jevii vybranych z jevil Ai,... Ay
a nemozného jevu . Jisty jev 2 = A, U Ay U... 4.

Pifkladem kone¢ného jevového pole je pole, kde ndhodné jevy jsou vysledky jednoho
hodu kostkou. Jevové pole je zde tvofeno elementdrnimi jevy A; - ,padne jednitka®,

Az - ,padne dvojka“, ..., Ag - ,padne Sestka“. Systém nihodnych jevi je tvo¥en ne-
moZnym jevem @, elementdrnimi jevy 4;, i = 1,...,6, viemi moZnymi sjednocenimi li-
bovolného poétu jevi vybranych z jevii Aj,... As. Naptiklad jev C -, padne sudy podet
ok lze vyjédrit jako C' = Ay U A4 U Ag. Definujme pravdépodobnosti jevi z konetného
Jjevového pole nésledovng. Pro kazdy jev A;, i = 1,...,k, plati P(4;) = 1/k. V p¥ipads
hodu symetrickou kostkou k = 6 a P(4;) =1/6,i=1,...,6. Pravdépodobnost ka?dého
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jiného jevu je soucet pravdépodobnosti t&ch jevil A;, jejichZ je sjednocenim. Napftiklad

pro jev C - ,padne sudy poéet ok“ plati

P(C) = P(A) + P(A4) + P(46) = 3/6 = 1/2.

Vsimnéme si, Ze konetné jevové pole a pravdépodobnost definovans shora popsanym
zpiisobem spliuji pozadavky axiomatické definice. Navic se takto zavedend pravdépodob-
nost shoduje s klasickou definici pravdépodobnosti. Obdobn4 shoda nastane vzdy, pokud
mé pokus kone¢ny polet vzéjemné& se vyludujicich vysledkd, pfidem? tyto vysledky jsou
stejné pravdépodobné, nebo jinak fefeno, jedn4 se o koneéné jevové pole, pfidems vyskyt

kaZdého elementérniho jevu m4 stejnou pravdépodobnost.

Pozndmka

Vsimnéme si jesté skutecnosti, Ze pravidlo o séitdni pravdépodobnosti plati pouze pro
disjunktni jevy.

JestliZe jev A oznaluje ,padnuti Sestky“ a jev B ,padnuti sudého podtu ok“, pak
pravdépodobnost jevu AUB - ,,bud padne Sestka nebo sudé &slo“ se rovns P (AUB) = 1/2,
zatimeco P(A) + P(B) =1/6 +1/2 =2/3.

V nésledujicich pfikladech predpokladame, e uvaZované hraci kostky jsou symetrické,

tj. vSechny jejich strany padaji se stejnou pravdépodobnosti.

Priklad 1.
Hézime dvéma kostkami. S jakou pravdépodobnosti padne alespoii na jedné kostce Sestka?
Resent:

Stejné pravdépodobné vysledky pokusu lze zapsat do nésledujici tabulky:

11 12 13 14 15 16
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46
91 52 53 54 55 56

61 62 63 64 65 66
Tabulka, 1.

Oznacime-li si jednu kostku jako prvni a zbyvajici jako druhou (nap¥iklad si miiZeme

pfedstavit, Ze prvni kostka je modrs a druhd ¢ervend), znamend prvé &slo ve dvojici
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v tabulce 1 vysledek na prvni kostce a druhé vysledek na druhé kostce. Viech mozZnych
vysledki je 36. Vysledkd p¥iznivych jevu, %e alespoii na jedné kostce, tedy bud na prvni

nebo na druhé, padne Sestka, je 11. Hledans pravdépodobnost je 11/36. O

Piiklad 2.
Jakd je pravdépodobnost, %e pfi jednom hodu kostkou nepadne Sestka?
Resent:

Pravdépodobnost jevu A opatného k jevu A spliuje vztah P(A) = 1 — P(A), nebot
jevy A a A jsou disjunktni a jejich sjednoceni tvoi jisty jev. Odtud P(A) + P(A) =
P(AUA) = P(0) =1.

Jev B - ,na kostce nepadne Sestka® je jev opatny k jevu B - ,na kostce padne Sestka“
atedy P(B) = 1 - P(B) = 1~ 1/6 = 5/6. Samoziejmé bylo mo¥né spotitat tuto
pravdépodobnost také p¥imo.

O

3. Podminéna pravdépodobnost

Z osudi, ve kterém jsou dvé& bilé a dvé &erné koule, tahdme koule, ani? je vracime Zpét.
S jakou pravdépodobnosti bude druhé vytazend koule bfl4? Pokus m4 6 stejnd pravds-
podobnych vysledki {BBCC, BCBC, BCCB, CBCB, CCBB, CBBC}, pritem# p¥iznivé
jsou 3 - {BBCC, CBCB, CBBC}. Hledan4 pravdépodobnost je tedy 1/2. Jestlize viak
jsme v situaci, kdy po prvnim tahu vime, %e prvni vytaZens koule byla bils, pak pravds-
podobnost, Ze druh4 vytaZend koule bude bil4, je 1/3. Informace, %e prvni vytaZens koule
je bila, sniZila nad&ji na to, %e druh4 vytaZen4 koule bude bil4.

Pravd&podobnost, Ze nastane jev A za podminky, Ze nastal jev B, se nazyvé podmineénd

pravdépodobnost a znali se P(A|B). Podmin&nou pravdépodobnost 1ze spoéitat ze vztahu

P(ANB
P(A|B) = JﬁiT)
Priklad 3.

Na vyrobé urcité souééstky se podileji &ty¥i vyrobei. Oznaéme je pro jednoduchost A, B,
C, D. Jakost vyrobku je oznadena jako I.,II.,II1., pfidem? I. jakost je nejlepsi. Béhem
dlouhé doby bylo zji§téno, jaky podil z celkového mnoZstvi souédstek na trhu je dané
kvality a zdroveii je vyroben danym vyrobcem, viz tabulka 2. P¥4li bychom si zakoupit

vyrobek I. jakosti. Od jakého vyrobce je nejlépe vyrobek koupit?



A B C D
I. 10.05/0.10|0.050.02
II. |0.35/0.10|0.050.01

III. {0.10 | 0.10 | 0.05 ] 0.02
Tabulka 2.

Resent:

Chceme zjistit, kterd z podmin&nych pravdépodobnosti P(I|A4), P(I|B), P(I|C) resp.
P(I|D) je nejvétsi, nebot P(I]A) vyjadfuje, jaky podil tvoii vyrobky I. jakosti ze viech
vyrobkl vyrobce A, obdobné P(I|B) vyjadtuje, jaky je podil vyrobkd I. jakosti mezi
vyrobky vyrobce B atd. Tyto pravd&podobnosti jsou postupng rovny 1/10, 1/3, 1 /3,2/5.
Pokud si pfejeme koupit vyrobek I. jakosti, pak je nejvyhodn&jsf nakupovat od posledniho
vyrobce D. Mezi jeho virobky jsou 2/5, to je 40 %, vyrobkd I. jakosti. (]

4. Véta o uplné pravdépodobnosti a Bayesova véta

Obcas se miZeme setkat se situaci, kdy nés zajiméa pravddpodobnost vyskytu néjakého
jevu A, jestliZe zndme pravdépodobnosti vyskytu tohoto jevu za riiznych podminek, tj.
P(A|By),..., P(A|By), a také pravdépodobnosti, s jakjmi tyto podminky nastanou, tj.
P(Bi), ..., P(Bg). Odpov&d na to, jak v takovéto situaci spo&itat pravdépodobnost jevu

A, davé véta o tiplné pravdépodobnosti.
Véta o dpiné pravdépodobnosti

UvaZujme systém disjunktnich jevii By,. .., By takovych, e UF_, B; = 2. Pak

P(4) = P(A|B\)P(By) +--- + P(A|By) P(By).

Dikaz véty je jednoduchy. Z¥ejmé lze jev A rozloZit nasledovng
A=(ANB)U(A NBy)U---U(A N By).

Jevy By, ..., By, jsou vzajemné disjunktni, a proto i jevy ANBy, ..., ANBy jsou vzijemnsd

disjunktni. Odtud plyne

P(A) = P(ANB,) +---+ P(AN By).
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Z definice podmin&né pravdépodobnosti pro kazdé i = 1,...,k, plyne P(A N B;) =
P(A|B;)P(B;) a odtud pak

P(A) = P(A|B,)P(By) + - -+ + P(A|By)P(By).

Priklad 4.

Na vyrobé urtitého vyrobku se podileji t¥i vyrobci, pfidem# prvni vyrobce vyrobi 50 %,
druhy 30 % a t¥eti 20 % veskeré produkce. Je zndmo, %e se u n&kterych vyrobki vyskytne
vyrobni vada, kterou je tfeba opravit je§té b&hem zéruéni lhiity. U prvniho vyrobee tvo¥i

podil takovych vyrobké 25 %, u druhého 20 % a u t¥etiho jen 10 %. Jak4 &4st z celkového

mnoZzstvi vyrobkl bude vyZadovat opravu bshem ziruéni doby?

Redent:

Oznaéme

A ...ndhodné vybrany vyrobek vyZaduje opravu béhem zdrudnf lhity,

By ...néhodné vybrany vyrobek byl vyroben prvnim vyrobcem,

B, ...ndhodné vybrany vyrobek byl vyroben druhym vyrobcem,

B; ...néhodné vybrany vyrobek byl vyroben tfetim vyrobcem.

Z¥ejm& P(B,) = 0.5, P(B;) = 0.3 a P(B;) = 0.2. Dsle zndme podmin&né pravds-
podobnosti P(A|B,) = 0.25, P(A|B;) = 0.2 a P(A|B3) = 0.1. Vechny vyrobky, které
budou potfebovat opravu, lze rozdglit na vyrobky, které jsou vyrobeny prvnim vyrobcem
AN By, na vyrobky, které jsou vyrobeny druhym vyrobcem A4 N Bj, a na vyrobky, které
jsou vyrobeny tfetim vyrobcem AN Bj. Tyto vyrobky budou postupng tvo¥it 12.5 %, 6 %

a 2 % celkové produkce, nebot

P(AN B,)= P(A|By) P(B;) = 0.25-0.5=0.125,
P(AN By)= P(A|B,) P(By) = 0.20 - 0.3 =0.060,

P(AN Bs)= P(A|Bs) P(B;)= 0.10-0.2=0.020,

coZ dohromady ¢&ini 20.5 % celkové produkce, nebot

P(A) = P(A|By1)P(B,) + P(A|B;)P(B;) + P(A|B3) P(Bs) = 0.125 + 0.06 + 0.02 = 0.205.
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Odpovéd: Z celkového mnoZstvi viech vyrobenych vyrobkt bude 20.5 % potiebovat opravu

jest& v zaruéni dobs. J

Priklad 5.

UvaZujme situaci stejnou jako v pfedchozim piiklads. Jaky podil vyrobkd, které potiebo-

valy opravu v ziruéni dobg, je tvofen vyrobky vyrobenymi prvnim vyrobcem?

Resent:

Vyrobky, které potiebuji opravu a soufasng jsou vyrobeny prvnim vyrobcem, tvofi
12.5 % v8ech vyrobkd. Z celkového mno¥stvi vech vyrobkd &ni 20.5 % vyrobky, které
potTebuji opravu. Vyrobky, které jsou vyrobeny prvnim vyrobcem, tedy tvo¥{ 60.98 % (=
0.125/0.205 - 100 %) vyrobkd, které potiebuji opravu v zaru&ni dobs.

Pravd€podobnost, kterou jsme zde vypoéetli, je podminéna pravdépodobnost jevu B za

podminky, Ze nastal jev A:

P(BiA) = ZANBY) _ P(AIB)P(B) _ 0125

P(A) P(A) 0205 00%

O
Vyrobky vyrobené prvnim vyrobcem tvorf 50 % celkové vyroby, ale mezi vjrobky vy-
Zzadujicimi opravu v ziruéni dob& tvoif 60.98 %. V této souvislosti mluvime o apriorn
pravdépodobnosti jevu By, tj. P(B;) = 0.5, a o aposteriorni pravdépodobnosti jevu Bj,
vime-li, Ze nastal jev A, tj. P(B1]|A) = 0.6098. Bayesova véta podava zptisob vipodtu

aposteriorni pravdépodobnosti.

Bayesova véta

UvaZujme systém disjunktnich jevi B, ..., By takovych, %e US, B; = . Pak

P(A|B;)P(B;)

(AB)P(B:) + -+ P(AB)P(By) ' =1k

P(Bj|4) = 5
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Dikaz:

Podle definice je podminénd pravdépodobnost jevu B; za podminky, 7e nastal jev A,

rovna
P(B;nN A)

ID(E%,/D = 1304)

Pravd&podobnost priiniku B; N A je rovna:
P(B;NA) = P(A|B;)P(B;)
a pravdépodobnost jevu A lze spoéitat podle véty o tiplné pravd&podobnosti

P(A) = P(A|B)P(By) + P(A|By)P(By) + - - - + P(A| By) P(By).

5. Nezavislost ndhodnych jevi

Nezédvislost dvou jevii A a B se v praxi projevuje tak, %e vyskyt jevu A neovliviiuje podet
vyskytl jevu B a naopak. Tak napiiklad, jestlife hdzime dvéma kostkami - &ervenou
a modrou, pak jev ,padnut{ Sestky na fervené kostce“ a jev ,padnuti Sestky na modré
kostce“ jsou povazovény za nezédvislé jevy, nebot vyskyt Sestek na jedné kostce neovlivni
vyskyt Sestek na druhé kostce. JestliZe ale uvaZujeme dva nahodné jevy, z nich prvni
oznacuje ,vznik nédled! v uréité oblasti“ a druhy ,vyskyt automobilové nehody v této
oblasti“, pak tyto jevy povaZujeme za jevy zévislé, nebot vyskyt naledi ovliviiuje podet
automobilovych nehod.

Matematicky je nezdvislost dvou jevit A a B definovina vztahem
P(ANB) = P(A) - P(B).

Jestlize jev A oznatuje ,padnuti Sestky na Servené kostce, jev B oznaduje »padnuti
Sestky na modré kostce“ a jev AN B oznaluje jev ,,na obou kostkich padnou Sestky“, pak
P(A) = P(B) =1/6 a P(AN B) = 1/36. Tedy skutetn& P(AN B) = P(A) - P(B) a jevy
A a B jsou nezévislé.

JestliZe jsou jevy A a B nezévislé, pak

P(AN B) _ P(A)P(B) = P(4),
P(B) P(B)
coZ znamend, Ze pro nezavislé jevy je podmin&na pravdépodobnost rovna nepodmingné. To

P(A|B) =

odpovid4 nasf intuitivni pfedstavé, Ze nezévislost jevii A a B spodivé v tom, Ze skute¢nost,

Ze nastal jeden z jevil, neovlivni pravdépodobnost, Ze nastane jev druhy.
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V praxi se ¢asto setkdvdme s nezévislym opakovinim pokusu. Jestlize hodime dvakrat
po sobé za stejnych podminek kostkou, pak ,padnuti Sestky v prvém hodu® a ,padnuti
Sestky v druhém hodu“ jsou obecn& povaZovany za nezévislé jevy, nebot vysledek prvniho
hodu neovliviiuje vysledek v druhém hodu. Obdobné ,vytaZeni ur&itého &sla ve Sportce
v po sobé nésledujicich tydnech“ modelujeme jako nezdvislé jevy, nebot je rozumné pred-
pokladat, Ze ,8ance“ ur€itého &isla byt vytazeno je v ka¥dém tahu stejnd, neovlivnéni
vysledky pfedchozich tahd. Za takovéhoto predpokladu je tivaha, Ze vatsf pravdépodob-

nost vytazeni m4 ¢&islo, které jiz dlouho nebylo taZeno, myln4.

Pr¥iklad 6.

Hézime opakované kostkou. Pfedpoklddejme, %e vysledky p¥i jednotlivich opakovénich
hod1 jsou nezdvislé. S jakou pravdépodobnosti ndm alespoii jednou v péti po sob& jdoucich
hodech padne Sestka?

Redent:

Oznaéme A jev ,v péti po sob& jdoucich hodech padne alespon jedna Zestka®, pak
opalny jev A znadi ,v péti po sob& jdoucich hodech nepadne ani jedna Sestka.“ Dile
oznatme A; jev ,v 1. hodu nepadne Sestka®, ..., As jev ,,v 5. hodu nepadne Sestka“.
Jevy Ai, ..., A5 jsou nezévislé a kazdy m4d pravdépodobnost vyskytu 5/6. Odtud P(4) =
AiNA;N---NAs = (5/6)>=0.402 a P(4) =1 - P(A) =1 - (5/6)° = 0.598. O

Priklad 7.
Na betondrce pracuji dv& kontinudlni michacky, ka#d4 s pravddpodobnosti poruchy 0.01.
Pravdépodobnost poruchy v dodédvce elektrické energie je 0.05. Uréete pravdépodobnost,

Ze betonérka bude pracovat alespoh na poloviéni vykon.

Regeni:

MiNM,NE

Obrizek 1.
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M, ... 1. michatka nem4 poruchu P(M;)=0.99
M, ... 1. michatka m4 poruchu P(M,)=0.01
M, ... 2. michatka nem3 poruchu P(M3)=0.99
M ... 2. michatka m4 poruchu P(M3)=0.01

.. dodévka elektrické energie nem4 poruchu P(E) =0.95
E ... dodé4vka elektrické energie m4 poruchu P(E) =0.05

... betonérka pracuje alespoii na polovi¢ni vykon P(A4) =?

Na obrazku 1 vy$rafovan mno¥ina odpovid4 jevu A. Z obrizku je patrné, Ze jev A se

da napsat jako sjednoceni t¥{ disjunktnich jevi

A=(MNM;NE)U(MNM;NE)U(M;NM,NE),

a tedy

P(A) = P(M,N My N E) + P(M; N M5 N E) + P(M, N M, N E).
Predpokladdme-li, Ze poruchy na jednotlivych michat¢kéch a poruchy v dodavce elektrické

energie vznikaji nezédvisle, plati

P(A) = P(M,)P(M,)P(E) + P(M;)P(M3)P(E) + P(M,)P(M,) P(E) = 0.9499.

Betondrka bude pracovat alespofi na poloviéni vykon s pravdépodobnosti 0.9499. ]
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Cast II. Ndhodné veli¢iny a jejich rozdéleni

6. Nahodna velié¢ina

Vétsina ndhodnych pokust, se kterymi se setkavdme v technickych aplikacich, m4 vysle-
dek vyjdfitelny Eislem. Nékdy je ndhodné kolisan{ vysledkdi déno existenci ndhodnych
chyb mé¥eni. Vyméfuje-li napiiklad geodet vzdélenost dvou bodd, vidy je méreni zati-
Zeno nahodnymi chybami zpiisobenymi nepresnosti mé&fenf i geodeta samého. Nadhodné
chyby budou samoziejmé tim mensi, &m presn&j¥f bude geodet pracovat a &m kvalitné&;jsi
bude mit piistroje. V jinych p¥ipadech je ndhodnost p¥imo obsaZena v danych pokusech.
Zkoumame-li krychelnou pevnost betonu, budou se vysledky vzijemné ligit podle toho,
jak ndhodné kolis4 kvalita surovin a sloZenf smési. Nam&fen4 vzdalenost nebo krychelnd
pevnost betonu jsou p¥ikladem ndhodnych veli¢in.

Ndhodnd wvelicina je takové veli¢ina, kterd méni své hodnoty v z4vislosti na nahods.
Z praktickych hledisek se budeme zabyvat dvéma typy ndhodnych veli€in - diskrétnimi
a spojitymi.

Diskrétni ndhodnd velidina miZe nabyvat koneén& nebo spoetnd hodnot (to je hodnot,
které lze o€islovat 0,1,2,...). V aplikacich se d4 ¢asto vyjadfit jako polet, napt. pocet ok
pfi vrhu kostkou, podet let za stoleti, kdy primérny priitok v Yece prekroéil danou mez,
nebo pocet autonehod b&hem vikendu na tizemi mésta Prahy.

Spojitd ndhodnd veli¢ina miZe nabyvat viech hodnot z uréitého intervalu. Priklady
takovychto veli¢in jsou doba bezporuchového chodu zafizeni, okam#ity prittok v Tece,
chyba v méFenf vzdalenosti dvou bodl apod.

Néhodné veli¢iny budeme znagit velkymi pismeny X, Y,...

7. Diskrétni ndhodna veli¢ina

Pravd&podobnostni chovéni ndhodné veli¢iny X je dano rozdélenim pravdépodobnosti nd-
hodné veliciny X. V piipadg diskrétni ndhodné veli¢iny je rozdéleni ddno

a) vyétem hodnot I, kterych veli¢ina mii%e nabyvat,

b) pravdépodobnostmi, s jakymi jednotlivé hodnoty z € I nabyvé, tj. P(X =z), z € I.

Uvedme nékolik piikladt rozdgleni diskrétnich ndhodnych veli€in.
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Priklad 8.

UvaZujme ndhodnou velidinu X, kterd oznaluje podet licti ve tfech po sob& jdoucich
nezavislych hodech minci. Jaké je jeji rozdéleni?

Resent:

Néhodnd veli¢ina X miZe nabyvat hodnot {0, 1, 2, 3}. Hodnotu 0 nabude, jestliZe ve
vSech t¥ech pripadech padne rub, tedy RRR. V prvnim hodu padne rub s pravdépodob-
nosti 1/2, v druhém 1/2 a v t¥etim opét 1/2. Hody jsou nezévislé, a proto jev RRR m4
pravdépodobnost 1/8, a tedy P(X = 0) = 1/8. Ndhodn4 veli¢ina X nabude hodnotu 1,
Jestlize nastane bud jev LRR nebo jev RLR nebo RRL. Kazdy z téchto jevi m4 prav-
dépodobnost 1/8, a proto P(X = 1) = 1/8+ 1/8 +1/8 = 3/8. Obdobn& zjistime, e
P(X =2)=3/8a P(X = 3) =1/8. Tabulka 3 udévé prehledn& rozdéleni veli¢iny X.

X 0 1 2 3
P(Xz——x) 1/8 3/8 3/8 1/8
Tabulka 3.

0
Pozndmka:

Vsimnéme si, Ze soucet pravdépodobnosti v druhém F4dku tabulky 3 je roven jedné.
Tento fakt musi byt splnén vZdy, nebot pro riizné hodnoty i a j € I jsou jevy (X = i)
a (X = j) disjunktni a sjednoceni vech jevi Uicr(X = i) tvoii jisty jev £2. Plat{ vidy
Deer P(X =1d)=1.

Priklad 9.
UvaZujme ter¢, ktery je tvofen stfedem a mezikruZim. Zésah do stiedu je hodnocen 10
body, zdsah do mezikruZ{ 5 body. Urdity st¥elec st¥ili tak, e zasdhne st¥ed s pravdépodob-
nosti 0.7, mezikruZi s pravdépodobnosti 0.2 a netrefi se viibec do terée s pravd&podobnosti
0.1. Ndhodn4 veli¢ina X je soudet bodd ziskanych timto st¥elcem po dvou vyst¥elech. Ur-
éete jeji rozdéleni.
Regent:

Oznatme

S - zdsah do stiedu,

M - zésah do mezikru#i,

V - zdsah mimo teré.



17

VypiSme vBechny mo#né vysledky st¥elby, tj. kolik d4vaji bodd a s jakou pravddpodobnosti
se vyskytuji:

vysledek VV VM | MV | VS | SV |MM | MS|SM| SS

pocet bodi 0 5 5 10 | 10 10 15 | 16 | 20

pravdépodobnost | 0.01 | 0.02 | 0.02 | 0.07 | 0.07 | 0.04 | 0.14 | 0.14 | 0.49
Tabulka 4.

Rozdéleni ndhodné veli¢iny X je tedy d4dno nésledujici tabulkou:

T 0 ) 10 15 | 20
P(X = .'L‘) 0.010.04 {0.18]0.2810.49
Tabulka 5.

8. Charakteristiky diskrétni ndhodné veli¢iny

Polohu hodnot ndhodné veli¢iny charakterizuje nejlépe stiedni hodnota (otekdvana st¥edni
hodnota) ndhodné veli¢iny X, kterd se obvykle zna&i E X. V p¥ipads diskrétni ndhodné

veli¢iny X je definovéna vztahem:

EX =) zP(X=g),
zel
kde I je mnoZina hodnot, jich? ndhodn4 veli¢ina X nabyva.

Piiklad 10.
Spottéte stfedni hodnotu ndhodné veli¢iny X, kterd oznaduje podet licti ve t¥ech po sobé

jdoucich nezdvislych hodech minci (viz piiklad 8).

Reseni:

EX=0-(1/8) +1-(3/8) +2-(3/8) + 3-(1/8) = 12/8 = 1.5.
O
Nézornou predstavu o tom, kde se stfedni hodnota na &iselné ose nachézi, davé nésle-
dujict postup. Pfedstavme si hodnoty ndhodné veli¢iny X jako hmotné body umist&né na,
Ciselné ose. Jejich umisténi vzhledem k poéatku odpovid4 danym hodnotdm nihodné ve-

li¢iny a jejich hmotnost pfisluinym pravdépodobnostem. St¥edni hodnota je pak shodng
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s tézistém takovéto hmotné soustavy. Pro p¥iklad 10 je ze symetrie ihned patrné, Ze

EX = 1.5, viz obrizek 2.

& } @
0 1 EX=15 2 3

Obrazek 2.

UvaZzujme ndhodny pokus, jehoZ vysledkem je realizace nahodné velitiny X. Jestlize
pokus za stejnych podminek n krat nezdvisle zopakujeme, ziskdme vektor (X, ... y Xn)-
Pokus miize napiiklad spoéivat ve tfech hodech minci, pfi¢em# ndhodn4 veli¢ina oznatuje
pocet vyskyti lich. Zopakujeme-li n krit pokus, pak X; zna&i potet vyskytd lici v prvnf
trojici hodli, X3 po€et licti v druhé trojici a tak déle. Za velmi obecnych podminek plati,
Ze se aritmeticky primér X = (3 X;)/n bude pro velki n bliZit st¥edni hodnotd E X.
MizZeme si tedy intuitivng pfedstavovat stfedni hodnotu jako jakysi dlouhodoby primér.

Shora uvedens tivaha se ¢asto pouZiv4 pi¥i hazardnich hrach, kde uva¥ovanou ndhodnou
veli€inou je zisk pii jedné hie. Jestlize pro velka n plati, #e (3 X;)/n ~ E X, pak celkovy
zisk v n hréch se chové pi¥iblizné jako n - E X . Z4le¥{ tedy na stfedni hodnotg, zda. je hra

spravedlivd (E X = 0) nebo pro hrde vyhodnd (EX > 0) nebo nevyhodnd (EX < 0).

Priklad 11.

Hrac¢ hazi kostkou. Padne-li Sestka, ziskavd 6 K¢&, padne-li jiné &slo, ztrdci 1 K& Je hra

pro hriée vyhodné nebo nevyhodn4?

Reseni:

Néhodnd veli¢ina X oznatujici zisk hrd¢e b&hem jedné hry m4 rozdgleni dané tabulkou:

T -1 6
P(X=1z)|5/6 1/6
Tabulka 6.

Spottéme stfedni hodnotu: EX = (-1)-(5/6) + 6-(1/6) = 1/6 > 0. Hra je tedy
pro hrade vyhodnd. Je moZné trochu nepresné ¥ici, %e v priméru zisk4 hrad na kazdé hie
1/6 K&. O

Rozptylenost (kolisavost, variabilitu) hodnot ndhodné veliginy vyjadfuje nejlépe rozptyl,

ktery se zna¢i Var X. V pfipadg diskrétni ndhodné velidiny je definovin vztahem:

VarX =) (z-EX)* P(X =2) = (Z:ﬂ -P(X = :1:)) — (EX)%

zel zel
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Poznamenejme, Ze pro vypoéet je vhodnéji druhy vyraz. Casto jako charakteristiku roz-
ptylenosti uvaZujeme druhou odmocninu z rozptylu, které se ¥iké smérodatnd odchylka

a budeme ji znadit sd X.

Pr¥iklad 12.

Spottéte rozptyl ndhodné veli¢iny X oznalujici podet lici ve t¥ech po sob& jdoucich hodech
symetrickou minci (viz pfiklad 8).
Reseni:
Var X =07 (1/8) + 1%-(3/8) + 2%-(3/8) + 3%-(1/8) — 1.5 = 3/4 = 0.75.
O
UvaZujeme dv€ hry. V prvnf hie hdzime minci a ziskdvdme 1 K&, jestlize padne lic,
a ztracime 1 K¢, jestliZe padne rub. V druhé hi'e rovn&z hdzime minci a ziskivame 10 K&,

jestlize padne lic, a ztracime 10 K¢, jestlize padne rub. Oznaéme zisk v prvni hie X;

a v druhé X;. Rozdéleni ndhodnych veli¢in X, a X, je nésledujici:

T -1 1 T -10 | 10
P(X1=:c) 1/2 1/2 P(X2=x) 1/2 1/2
Tabulka 7 Tabulka 8

Obé hry jsou ziejmé spravedlivé, nebot EX; = 0 a E X, = 0. Sledujme viak celkovy
zisk béhem 7 her, tj. 3 Xy;, resp. 3" Xo;, kde Xj; oznaduje zisk v i-tém opakovéni prvni
hry a Xy; oznatuje zisk v i-tém opakovan{ druhé hry. V p¥ipadé druhé hry bude celkovy
zisk kolisat kolem nuly daleko s v&t¥imi rozkmity ne# u hry prvni. To je zpiisobeno tim,
ze rozptyl celkového zisku v n hrach se v tomto p¥ipad& rovni soudtu rozptyld zisku

v jednotlivych hrich a ten je daleko v&t3f v druhé hie ne# v prvni, nebot
VarX; = (-1)%- (1/2) +12- (1/2) =1,

Var X, = (—10)% - (1/2) + (10)- (1/2) = 100.

Piiklad 13.
Pii zkouSeni p¥istroji dvou typl A a B byla uréena pravdépodobnost vyskytu poruch za
urcité obdobi (viz tabulka 9), jejichZ oprava stoji postupng 100, 200 a 300 K& Nakup& m4

pro zdavod nakoupit velké mnoZstvi t&chto p¥strojii. Pro ktery typ by se mé&l rozhodnout?
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Cena za opravu 100 K¢ | 200 K¢ | 300 K¢
Pravdépodobnost | Typ A || 0.20 0.06 0.04

vyskytu potuch | Typ B | 0.06 0.04 0.10
Tabulka 9.

Reseni:

Za lepsi pfistroj bychom méli povaZovat ten typ, jehoZ oekivand stfedni hodnota
vydajii za opravy je mensi, nebot p¥i velkém po&tu p¥istrojf se priimérny vydaj na opravu
jednotlivého pfistroje bude pohybovat kolem této hodnoty. Spoétdme stiedni hodnoty
vydaji za opravy u obou p¥istroja:

EX4=100-0.20 + 200-0.06 4+ 300-0.04 = 44 (Kg),
EXp=100-0.06 + 200-0.04 + 300-:0.10 = 44 (K&).
St¥edni hodnota je u obou typi stejné. Podle &eho se mame tedy rozhodnout déle? Dalsim
kritériem by mohl byt rozptyl, nebof vydaje za opravy pf¥istroje s mengim rozptylem
budou kolisat kolem hodnoty 44 K& daleko méné ne? u piistroje s vst&im rozptylem.
Neméme-li tedy hazardni povahu a snaZime-li se nap¥iklad mit v pokladn& vidy dost pensz
na piipadné vydaje za opravy, je lépe se rozhodnout pro piistroj s men$im rozptylem.
Spoctéme rozptyly a smérodatné odchylky vydajl za opravy u obou p¥istroji:
Var X4 =100 - 0.20 + 2002 - 0.06 + 3002 - 0.04 — 442 = 6064,
Var Xp = 100? - 0.06 + 200%-0.04 + 300%-0.10 — 442 = 9264,
sd X4 = 77.9 (K&),
sd Xp = 96.2 (K&).
Prijmeme-li tedy pro vyhodnost nédkupu kritérium menstho rozptylu, je pfistroj typu A
lepsi neZ pfistroj typu B. O

Nakonec jeSté uvedme pravidla pro vypodet stfedni hodnoty a rozptylu transformované
veliéiny Y = a X + §:

E(eX + f)=aEX + 3,
Var (@ X + B) = o? Var X,

sd (@ X + B) = |a|sd X.
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9. Nékteré typy diskrétné rozdélenych niahodnych veli¢in

V praxi se opakované setkdvdme s n8kterymi rozdélenimi diskrétnich veli¢in. Tato rozds-
leni jsou uréitého typu, pfiem? dvé rozdélenf stejného typu se li%f jen hodnotou parametri,
které uréuji konkrétni rozdsleni ndhodné veli¢iny.

Binomické rozdéleni Bi (n,p)

Néhodn4 veli¢ina X mé binomické rozdéleni s parametry n a p, jestlize nabyva hodnot

z =0,1,...,ns pravdépodobnostmi
PX =z) = (

Parametr n je p¥irozené &islo a p € (0,1).

n
T

) p*(L—-p)""

Binomickym rozdélenim Bi(n, p) se ¥idi ndhodn4 veli¢ina, kters oznatuje potet vyskytd
jevu A v n nezdvislych pokusech, jestlize pravddpodobnost vyskytu tohoto jevu A je
v kaZdém jednotlivém pokusu rovna tému# &slu p. N&kdy se situace také popisuje tak, e
urcity pokus mé pouze dva mozné vysledky - sp&ch a netspéch, p¥icem# pravdépodob-
nost spéchu je rovna p a pravd&podobnost netispéchu je 1 — p. Podet tGspéchi v sérii n
nezgvislych pokusi se ¥idi binomickym rozdglenim Bi(n, p).

Poznamenejme, Ze

EX=np a VaX=n-p-(1-p).
Binomickému rozdéleni s parametrem n = 1 ¥{kdme alternativni A(p). Rozdéleni na-

hodné veli¢iny X ¥idicf se alternativnim rozdélenim A(p) je déno tabulkou 10:

X 011
P(X=x) | 1-p|p
Tabulka 10.

Z¥ejmé
EX=p a VarX =p - (1-p).
Priklad 14.
Hézime t¥ikrdt po sob& symetrickou minci. Urdete rozd8leni ndhodné velidiny X oznagujici
pocet lichi v téchto hodech (viz p¥iklad 8).
Reseni:
Pokusem je zde hod minci. Za Gspéch se povaZuje padnut{ lice. Pravdépodobnost pad-

nutf lice na minci, kterd je z hlediska pravdépodobnosti symetricks, je p = 1/2. Tato
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pravdépodobnost je v kaZdém hodu stejnd. Pokus opakujeme t¥ikrat a tedy n = 3. N4-
hodné veli¢ina X oznadujici poet lici ve t¥ech hodech se ¥idi binomickym rozdélenim
Bi(n = 3,p = 1/2). Dosadime-li do vzorce pro vypotet pravdépodobnosti binomického

rozdéleni, dostaneme:

Pec=0)= (3)a/2°0/2 = 1-1-0/8) = 178,
Pec=1)= (3) 4/ /27 = 3-/2)- (1) = 373,
Pac=2= (3)a/2rasar = -0/ a2 = 33

P(X=3)= (g) (1/2)%(1/2)° = 1-(1/8)-1 = 1/8.
Vsimnéme si, Ze vysledky se shoduji s p¥ikladem 8. O

Priklad 15.

Student slozi zkousku, jestlize v testu odpovi spravné alespon na &tyfi z péti otdzek.
U kazdé otdzky jsou Cty¥i mozné odpovédi, z nichZ jedina je spravna. S jakou pravdépo-

dobnosti student sloZi zkougku, jestliZe se viibec nep¥ipravoval a odpovédi voli ndhodn&?

Reseni:

Pokusem je zde odpovéd na otdzku. Pokus kondi tispéchem, jestlize byla otdzka zod-
povézena spravné. Student vybird ndhodné ze Ety¥ moZnych odpovédi, a proto p = 1/4.
Pocet pokust je n = 5. Ndhodn4 veli¢ina X oznadujici podet spravnych odpovédi ma tedy
binomické rozdéleni Bi(n = 5,p = 1/4). Student slo#i zkousku, jestli¥e sprévné zodpovi

alespoii 4 otézky, tj. 4 nebo 5. Odtud

P(X>4)= P(X=4) + P(X =5) = @ G‘)LI% - @ (?liy

3 1 16

1024 T 1024 = 1024 — 00196

Student sloZi zkouSku bez pripravy s pravdépodobnost{ 0.0156.
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Hypergeometrické rozdé&leni

Néhodnd veli¢ina X m4 hypergeometrické rozdéleni s parametry N, A, n, jestlize

A} (N-4A
P(X:a:):gf-)((T")_—x—) pro z=max(0,A - N +n),...,min(4,n).
= 0 jinak.

Parametry N, A, n jsou pfirozen4 &isla spltujici 1 <n < N,1< A < N.

Nejéast€jsi interpretaci parametri uvidime z nésledujictho modelu. M&me soubor N
Jednotek, z nich? A jednotek m4 sledovanou vlastnost. Z tohoto souboru vybereme n-
hodné najednou nebo postupné bez vraceni n jednotek. Ndhodns velidina X oznacujici
pocet vybranych jednotek vykazujicich sledovanou vlastnost se ¥idi hypergeometrickym
rozdélenim. Necht je napftiklad v osudi N kouli, pfi¢em¥ A koulf je biljch a N — A ernych.
Z promichaného osudi vytdhneme bez vraceni n kouli. Podet vytaZenych bilych koulf se
bude ridit hypergeometrickym rozdélenim s parametry N, A, n.

St¥edni hodnota ndhodné veli¢iny ¥dici se hypergeometrickym rozdglenim

n-A
EX =
N

A A N —n
Pr¥iklad 16.

Je zndmo, Ze mezi 10 soudistkami jsou 3 vadné. Sestavime-li p¥istroj ze 3 nidhodng vy-

a rozptyl

branych soutéstek, jaké je pravdépodobnost, %e bude fungovat?
Reseni:

Nahodn4 veli¢ina X oznagujici poet vadnjch soudéstek v piistroji se ¥idi hypergeo-
metrickym rozd€lenim, pfidem# N = 10 (podet vSech soutsstek), A = 3 (potet vadnych
soucdstek) a n = 3 (polet souddstek pouzitych p¥i vjrobé piistroje). Pkistroj bude fungo-
vat, nebude-li obsahovat Z4dnou vadnou souddstku. Spo&téme pravdépodobnost, s jakou

se ndhodn4 veli¢ina X oznatujici polet vadnych souéastek v p¥istroji rovna 0, tj.

() )
(5)

Pristroj bude fungovat s pravdépodobnosti 0.292.

= 0.292.

P(X =0)=
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Piiklad 17.
V urcitém tydnu jsme vsadili ve Sportce 1 sloupec. S jakou pravddpodobnosti vyhrajeme
v jednom tahu 5. pofadi, tj. uhddneme 3 é&isla ze 6 taZenych?
Redent:

Néhodn4 veli¢ina X ozna¢ujici podet uhddnutych é&isel se ¥idi hypergeometrickym roz-
délenim, p¥i€emZ N = 49 (polet viech &sel ve sloupci), A = 6 (podet &sel, které jsme

zaSkrtli ve sloupci) a n = 6 (polet taZenych &isel), a tedy

JestliZe vsadime pouze jeden sloupec, vyhrajeme v jednom tahu 5. po¥adi s pravdépodob-

nosti 0.01765.
O

Priklad 18.

Méjme osudi, v kterém je A biljch a (N — A) ernych kouli. Pokus spo&ivé ve vytaZeni
n kouli. Ndhodnj veli¢ina X oznaluje podet bilych vytaZenych kouli, jestlize po kaZdém
vytaZeni kouli vracime zpé&t. Ndhodn4 veli¢ina ¥ oznauje podet bilych vytasenych kouli,
jestliZze vytaZené koule jiZ zp&t nevracime. Urdete rozdéleni X a Y.

Resent:

Nahodn4 veli¢ina X m4 binomické rozdgleni s parametry n a p = A/N, nebot pravdépo-
dobnost vytaZeni bilé koule je p¥i kazdém tahu stejnd, nez4visi na vysledcich predchozich
tahli a rovnd se A/N. Naopak ndhodn4 veli€ina Y m4 hypergeometrické rozdéleni s para-
metry N, A, n, nebot pravdépodobnost vytaZeni bilé koule se s p¥ibyvajicimi tahy méni

a z4visi na tom, jaké koule jsme vytahli v pfedchozich tazich.
|

Poissonovo rozdéleni Po ()

Néhodn4 veli¢ina X mé Poissonovo rozdéleni s parametrem \ > 0, jestliZe

—AYZ
P(X:::z:):ez')\ pro z=0,1,...
= 0 jinak.

Parametru A se fik4 intenzita, nebot plati EX = M. Navic plati rovné? Var X = \.
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Poissonovym rozdélenim se ¥idi ndhodné veli¢iny, oznaéujici podet ¥istefek v urditém
objemu dobfe zamichané smési ¢ podet udalosti v néjakém &asovém intervalu. Typickym
piikladem je pocet radioaktivnich pulsti zaznamenanych Geigrovym pf¥istrojem bshem
intervalu (0,t). Pfedpoklidejme, 7e pravdépodobnost vyskytu pulsii v dase se ¥idi nésle-
dujicimi pravidly:

1. Existuje parametr o > 0 takovy, e v kratkém Casovém intervalu At je pravd&po-
dobnost jediného zaznamenaného pulsu rovna aAt + o(At).

2. Pravdépodobnost, 7e v ¢asovém intervalu o délce At zaznamendme vice ne? jeden
impuls je o(At), a tedy pravdépodobnost, e se nezaznamend vibec #4dny puls je rovna
1 — adt + o(At).

3. Pocet pulsti zaznamenanych béhem &asového intervalu o délce At je nezavisly na
poctu pulst, ktery byl zaznamenan p¥ed timto intervalem.

Jsou-li splnény shora uvedené pfedpoklady, pak podet pulstt X zaznamenanych b&hem
Casového intervalu (0, £) mé Poissonovo rozdéleni s parametrem \ = a:t, tj.

e—at(at)w

o pro z=0,1,...

PX=1z)=

= 0 jinak.

Otekdvany pocet pulsii E X béhem Easového intervalu (0, ¢) je roven at, takie oekdvany
pocet pulst v intervalu (0, 1) je roven c.

Jestlize v predpokladech 1.-3. nahradime slovo puls slovem udélost, dostaneme obec-
nou definici Poissonova procesu. Poissonovym procesem se modeluje nap¥. podet p¥iché-
zejicich ¢i obsluhujicich zdkaznikid, podet vozidel, které projedou za uréity das kii¥ovat-

kou atd.

Priklad 19.
K holi¢i chodi ,v priméru“ &yfi zdkaznici za hodinu. S jakou pravdépodobnost prijde
b&hem pil hodiny alespon jeden zdkaznik?
Reseni:

Predpokldddme-li, Ze zékaznici chodi k holi¢i zcela ndhodng, pak ndhodn4 veli¢ina X
oznacujici pocet zdkazniki, ktefi tam p¥ijdou b&hem pil hodiny, se bude ¥dit Poissono-
vym rozdélenim. ,, Primérn&“ pfijdou k holi¢i dva zékaznici za ptil hodiny a tedy A = 2.

K holi¢i pfijde alespoti jeden zdkaznik, pfijde-li jich tam jeden nebo vice, a tedy

PX>1)=1-P(X=0)=1-e2=1-0.135 = 0.865.
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Béhem piil hodiny pfijde k holi¢i alespoii jeden zdkaznik s pravdépodobnosti 0.865.

Pozndmka

Poissonova rozdéleni se ¢asto pouZivd pro aproximaci binomického rozdgleni, jestlize
pro parametry binomického rozdéleni plati, Ze n je velké a p je malé. V tomto p¥ipads se

hodnota parametru A aproximujiciho Poissonova rozdglenf vypoéte ze vztahu A = np.

Priklad 20.

Na telefonni Gistfednu je napojeno 300 G¢astnikil. KaZdy z nich bude volat tstfednu b&hem
hodiny s pravd&podobnosti 0.01. Jak4 je pravd8podobnost toho, #e béhem hodiny zavolaji
ustfednu 4 Gcastnici?

Reseni:

Néhodn4, veli¢ina oznadujici poéet Géastnikl volajici tistfednu b&hem hodiny m4 bino-
mické rozdéleni s parametry n = 300 a p = 0.01. Binomické rozdéleni je mo#no v na-
Sem piipadé aproximovat Poissonovym rozdélenim s parametrem )\ = 3. Znamen4 to, e
pravd&podobnost P(X = 4) = (%°)0.01%0.99%% je mo¥no aproximovat pravdépodobnost
P(X = 4) = e33%/4! = 0.168. Pravdépodobnost toho, e béhem hodiny zavolaji tist¥ednu

4 ¢astnici, je p¥ibliZzné rovna 0.168. O

10. Spojita ndhodnd velid¢ina

V pripadé spojité ndhodné veliiny nés obvykle zajima, s jakou pravdépodobnosti se
nahodnd velitina realizuje uvnit¥ n&jakého kone&ného nebo nekoneéného intervalu (a, b).
Zajimat nas miiZe napitklad pravd&podobnost toho, %e priitok v Fece Vah prekro&i 200
m3/s,%e se vyska ndhodn& vybraného &loveka se pohybuje mezi 170 aZ 190 cm, Ze tlak, pii
kterém praskd betonové kostka, bude mensi nez 20 MPa. Tyto pravdépodobnosti P(X €
(a, b)) se spoditaji jako integraly z nezdporné funkce f(z), tj. fab f(z) dz. Jinak Fedeno
nahodna veli€ina X m4 rozdélen{ spojitého typu, existuje-1i nezdporn4 redln4 funkce f(z)

takové, Ze pro libovolny interval (a, b) plati

P(X € (a, b)) = /a f(z) dz.

Funkci f(z) se ¥iké hustota pravdépodobnosti a musi pro ni platit

[ : f(@)ds = 1.



27

Podivejme se na obrézek 3. Pfedpoklddejme, Ze zndme tvar funkce f(z). Pravd&podob-

nosti P(X € (', ¥')) a P(X € (a”, b")) odpovidajf velikosti vysrafovanych ploch.

P(X € (a,b))

Y

f(z)

/

Obrazek 3.

Vsimnéme si, 7e intervaly (a’, b') a (a”, 1) jsou stejng dlouhé, aviak P(X € (a', V') je
mnohem vét3i nez P(X € (a", b")). Lze tedy pfedpoklédat, #e nshodn4 velitina X se
bude mnohem ¢astéji realizovat tam, kde je hustota f(z) velks, ne# tam, kde je mala.

Kromé hustoty f(z) se v teorii pravdépodobnosti velmi ¢asto pracuje s funkci

F(z) = [ " J(t)dt = P(X € (=00, 7)),

které se ¥ika, distribucni funkce. Ndzorng si miizeme piedstavit distribu¢nf funkei v bodé z

jako plochu pod hustotou do bodu z, viz obrézek 4.

/// f(z)
-

I\

Obrézek 4.

Plati lim,_,_o, F(2z) = 0 a lim; 0, F'(z) = 1. Hustota je zfejm& derivace distribuéni
funkce.
Priklad 21.
Autobusy piijiZdéji na zastdvku p¥esné v pétiminutovych intervalech. Jisty pén pfijde

nahodné na zastdvku a zjisti nep¥{jemnou skute¥nost. Nep¥ijede-li mu autobus do dvou



28
minut, piijde pozdé do zamé&stnani. S jakou pravd&podobnosti piijde pozdé do zamést-
nani?

Resent:

Néhodn4 veli¢éina X zde oznaduje dobu &ekini na autobus. Tato doba nemtiZe byt
zdporné ani v&t$i ne# 5, odtud f(z) = Oproz < 0 ax > 5. P4n p¥iSel na zastavku ndhodné,
a proto napfiklad pravdépodobnost, Ze doba &ekdni na autobus se bude pohybovat mezi
2-3 minutami je stejné jako pravdépodobnost, #e se doba &ekéni bude pohybovat mezi
3-4 minutami. Obdobné tato pravdépodobnost bude stejné pro libovolné stejné dlouhé
¢asové intervaly v rozmezi 0 aZ 5 minut. To ovem znamen4, 7e hustota bude na intervalu
(0, 5) konstantn{. Navic musf platit [ f(z)dz = f05 f(z)dz = 1, a proto f(z) = 1/5

pro z € (0, 5). Doba ek4n{ na autobus m4 tedy hustotu
flz) =1/5 pro z € (0, 5),
=0 pro z ¢ (0, 5).
Pén ptijde pozdg, jestlize X > 2, a tedy P(X > 2) = f25(1/5) dz = 3/5. Pan prijde

pozdé do zamé&stnani s pravddpodobnosti 3/5 = 0.6.
LI

Rozdé€leni spojité ndhodné velidiny ud4va hustota. Prakticka znalost toho, jakym roz-
délenim se ur¢itd ndhodn4 veli¢ina ¥di, je obvykle ddna dlouhodobou zkugenosti. Nékdy

se typ rozdéleni d odvodit z teoretickych Gvah.

11. Charakteristiky spojité ndhodné veli¢iny

Nejvyznamnéjsi charakteristikou je op&t stfedni hodnota, kterd udévs polohu hodnot n4-

hodné veli¢iny. V pFipadé spojité ndhodné veli¢iny X je definovdna vztahem:
[o o]
EX = / z f(z)dz.
—00

Priklad 22.

Doba X do vybiti baterie uréovani v rocich se ¥idi rozd&lenim s hustotou

]
®

f(z) - pro z >0,

=0 pro z <0.

Spoctéte jeji stfedni hodnotu.
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Redeni:
[e.9] o (o, ¢]
EX = / z f(z)dz = / e dr = [~ze | +/ e dx = 1.
—oo 0 0

Stiedni doba do vybiti baterie je 1 rok.
([l

Nézornou pfedstavu o tom, kde se stfedni hodnota na &iselné ose nachézi, d4va postup
analogicky jako v diskrétnim p¥ipadg. Pfedstavme si, %e je hmota rozmist&na na pimce
podle hustoty f(z), pak poloha st¥edni hodnoty na piimce se bude shodovat s t&%istém
takovéto piimky. Z této p¥edstavy ihned vyplyv4, %e u symetricky rozd&lenych nahodnych
veli¢in se stfedni hodnota shoduje se stfedem symetrie. Tvrzeni o konvergenci aritme-
tického priméru ke st¥edni hodnot8 plati i v p¥ipadé spojité ndhodné veli¢iny, a tudiZ
zlistdva zachovana i intuitivni predstava stfedni hodnoty jako dlouhodobého priméru.

Rozptyleni (kolisavost, variabilitu) ndhodné veli¢iny opét vyjadiuje rozptyl Var X , ktery

je v pripad€ spojité ndhodné veli¢iny definovan nésledovng:

Var X = [w(x — EX)? f(z)dz = (/oo z? f(z)dz) — (EX)™

—0Q

Odmocniné z rozptylu se ¥ka smérodatnd odchylka.

Priklad 23.
Spottéte rozptyl ndhodné veli¢iny uddvajici dobu do vybiti baterie, p¥idem¥ hustota této
veli¢iny je stejné jako v prikladu 22.

Regent:

VarX = (/_oo @ f(z) dz) — (EX)2 = /Ooo:z:2e—“"da: -1=1

O

Pro lepsi predstavu souvislosti mezi hustotou a jejimi charakteristikami st¥edni hod-
notou a rozptylem si prohlédnéte nédsledujici obrazky. Na obrizku 5 vidime hustotu
fi(z) ndhodné velidiny X, a hustotu fy(z) nshodné veli¢iny X,, p¥item? EX; < EX,
a Var X; = Var X,. Na obrazku 6 vidime hustotu g;(z) ndhodné veli¢iny Y; a hustotu

g2(z) ndhodné veli¢iny Y;, pfitem? EY; = EY, a VarY; < VarYs.
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Obrézek 5. Obréazek 6.

Priklad 24.
Na trhu jsou dva typy souddstek za stejnou cenu. Doba Zivotnosti X; prvniho typu sou-

¢astek mé hustotu
filz) = e® pro z >0,
= ( pro z <0,
doba Zivotnosti X, druhého typu sou¢dstek m4 hustotu
f2(z) = 27 pro z >0,
= ( pro z<0.
Doby Zivotnosti jsou uddny v rocich. Pro ndkup jakého typu souédstek se rozhodneme?

Reseni:
Za rozhodujici kritérium miZeme zvolit napiiklad stfedni hodnotu, nebot u sou&stek

s del8i dobou Zivotnosti miZeme olekdvat, Z¢ ndm ,v priméru“ déle vydr#i. Vzhledem

k tomu, Ze

(o0}
E X, =/ ze tdxr = 1,
0

o0
EX; = / 2z dz = 1/2,
0

rozhodneme se pro ndkup souéastky prvntho typu.

Priklad 25.

Z technickych Gdaji dvou ddvkovali Ize zjistit, e odchylka X; v dévkach 1. ddvkovade

ma4é hustotu rozdéleni
fi(z) = (1/2)€” pro z <0,

= (1/2)e" pro z >0,
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a odchylka X, v ddvkich 2. davkovade mé rozdéleni s hustotou

filz) = * pro z <0,

= e pro z > 0.

Ktery dévkovac je lepsi?
Reseni:

Hustoty obou veli¢in X; a X, jsou symetrické kolem 0, a proto EX; = EX, = 0. To
znamend, Ze ani jeden z ddvkova&l nema systematickou chybu nebo jinak fedeno, velikosti
dévek se skute¢né pohybuji kolem Z4dané (nastavené) hodnoty. Kritérium pro rozhodovéni
miize byt rozptyl, nebot dévkovag, jehoZ odchylky v ddvkich budou mit mensi rozptyl,
bude piesnéj§i. Spodteme rozptyly pro oba divkovale:

0 (o] [o ]
VarX; = / z?Le® dz + / ?le¥dr = 2/ z?le¥dz = 2,
- 0 0

o0

N =

o0
VarX, = 2/ e dy =
0

Z porovnani obou rozptyld vyplyvé, Ze druhy davkovaé je presndjsi.

Podobné jako pro diskrétn{ ndhodné veli¢iny plati
E(aX + 8)=aEX + 3,
Var(a X + 8) = o?Var X,
sd (X + 0) = |o|sd X.

Uzite¢nou charakteristikou pro zjisfovani asymetrie je Sikmost

2 (z—EX)® f(z)de
(Var X)(3/2)

g =

Pro symetrickd rozdéleni plati a3 = 0. Pro rozdéleni ,seSikmen doleva“ je g > 0, pro

rozdélent ,,seSikmend doprava“ je as < 0 (viz obrazek 7).

Obrazek 7.
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Kromé Sikmosti se téZ zavadi Spicatost:

[ (z—EX)! f(z)da
(Var X )2 B

Qg =

Dalsimi ditleZitymi charakteristikami ndhodné veli¢iny X jsou horni kvantily. Hornim
100-p % kvantilem ndhodné velidiny X nazveme &islo up takové, Ze prodané p (0 < p < 1)
plati

P(X > u,) = p.
Napriklad jednoprocentnim hornim kvantilem ndhodné veli¢iny udavajici priitok v fece je
takova horni mez, kterou piekro&i pouze tzv. ,stoletd voda“, tedy mez, kter4 je prekrodena
pouze v 1% p¥ipadi.

Dolntm 100 - p % kvantilem ndhodné velidiny X nazveme &islo v, takové, %e pro dané
(0 < p < 1) plati
P(X <) = p.
Ziejmé vy, = uq_p,.
Horni resp. dolni 50 % kvantil se nazyva medidn.
Pr¥iklad 26.

Najdéte kritickou dobu, kterou vydrZi jen 5 % baterii, ¥idi-li se rozd&leni doby Zivotnosti

hustotou z pfikladu 22.

Reseni:
Kritickd doba u, kterd nds zajim4, je vlastné 5 % hornf kvantil, a tedy P(X > u) =
[ e®dz = 0.05. Odtud e = 0.05 a u = —In(0.05) = 3. Kritickou dobou, kterou

vydrzi jen 5 % baterii, jsou pFibli#né t¥i roky.
O

12. Neékteré typy spojité rozdélenych nahodnych veli¢in

V predchozim vykladu jsme se setkali s n&kterymi spojit& rozdélenymi ndhodnymi velii-
nami, které pat¥i ke zndmym a v praxi ¢asto pouZivanym typim. Nyni si je probereme
podrobnéji.

Jednotlivd rozdéleni téhoZ typu se liff jen jinou volbou hodnot parametrd. Abychom
zdlraznili zévislost hustoty na hodnotdch parametrd, budeme je uvddét v argumentu

hustoty za stfednik. Napfiklad hustotu f(z) s parametrem 8 budeme znadit f(z;6).
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Rovnomérné rozdéleni R (o, 3)

Néhodnd veli¢ina X m4 rovnomérné rozdéleni na intervalu (o, 8), jestlize pro hustotu

f(#; o, B) plati

f@op) = 5 pro s € (a, ),
=0 pro = ¢ (a, B).
Plati
_ (a+p) _(B-0)?

Priklad 27.
Urcete rozdéleni doby ¢ekdni na autobus z prikladu 21.

Regeni:

Doba &ekédni na autobus z p¥ikladu 21 m4 rovnomsrné rozdgleni R(0, 5).

Priklad 28.

Souclésti programového vybaveni po&itati byvaji €asto generatory ndhodnych &sel z rov-
nomeérného rozdélent, viz €lanek 41. P¥edpokladejme, Ze ziskané ndhodné &slo je skutedns
realizaci ndhodné veli¢iny X fidici se R(0, 1). S jakou pravdépodobnosti bude mit takto

vygenerované ndhodné ¢islo na prvnim misté jedni¢ku?

Regeni

Néhodné &islo bude mit na prvnim mist& jedni¢ku s pravdépodobnost{

0.2
p=P(X€(0.1,02) = / ldz = 0.1.
0.1

Exponencialni rozdéleni E (§)

Néhodn4 veli¢ina X mé exponencidlni rozdéleni s parametrem § > 0, jestlize hustota

f(z;6) mé tvar
f(z;0) = %_6—(1/&” pro z >0,

=0 pro z <0.

Na obrézku 8 si prohlédnéte hustoty exponencidlniho rozdgleni pro § =5 a ¢ = 10.
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f(z;0)
A
0.20

0.16}
0.12}
0.08¢

0.04}

Obrézek 8.

Plati EX = 0 a VarX = ¢2. Exponencidlnim rozd&lenim se ¥{di doby Z#ivotnosti

v teorii spolehlivosti nebo doby &ekani na zdkaznika v teorii obsluhy apod.

Piiklad 29.
Urcete rozdéleni ndhodnych veliéin z p¥ikladu 24.
Resent:
Néhodn4 veli¢ina X; se ¥idi exponencidlnim rozdé&lenim s parametrem ¢ = 1. Ndhodn4

veli¢ina X se ¥idf rovn&? exponencidlnim rozd&lenim, avSak s parametrem & = 1/2.
O

Normalni rozd&leni N (u, o?%)

Néhodnd velicina X mé normaélni rozdéleni s parametry u € R!, 02 > 0, jestliZe pro
hustotu f(z; u, 0?) plati

1
f(z;p0%) = oo

Hustota f(z;u,0?) je zvonovitého tvaru, symetrickd kolem parametru p. V piipads

Y
exp{—(ﬁﬁ)— pro z € R.

normalniho rozdéleni lze snadno nahlédnout, jaky maji oba parametry vyznam, nebot
EX =pu a VarX = o2

Znamend to tedy, Ze realizace ndhodné veli¢iny X s normélnim rozdélenim N(u,0?) se
pohybujf kolem hodnoty y, pfi€em? jejich rozptyleni kolem parametru u je ddno parame-

trem o2, resp. o, kde o > 0. Pfedstavu o velikosti rozptyleni velidiny X dévaji nasledujici
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pravdépodobnosti:

P(X € (u—o,u+0)) = 0.689,

P(X € (u—20,p+20)) = 0.954,

P(X € (u— 30,4+ 30)) = 0.997.
Vsimnéme si, Ze ndhodn4, veli¢ina X s normalnim rozd8lenim N (u, 02) mi¥e sice teoreticky
nabyvat jakékoliv redlné hodnoty, ale fakticky se realizuje s pravdépodobnosti 0.997, tedy
téméf rovnou 1, v mezich (u — 30, u + 30).

Na obrdzku 9 vidime hustoty norméalntho rozd&len{ pro yu = 0 a rfizné hodnoty o.

¢(.’l); ﬂaa)
A

0.7979
>0 = 0.5

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
p=0

Obrazek 9.

Vyznamnou roli mezi v8emi normélnimi rozd&lenimi hraje rozdélenf s parametry p = 0

a 0% = 1, kterému se ¥kd standardni (normované) rozdéleni. Jeho hustota ¢(z) m4a tvar

1
$(z) = ——e*/>  pro ze€R!

V2n

a pro jeho distribuéni funkci plati

A |
?(z) =/ —Ee_tz/zdt pro z € R,

Distribu¢ni funkci @(z) nelze vyjadfit pomoci element4rnich funkei a vipoéet je mo¥ny
pouze numericky. Hodnoty distribuéni funkce standardniho normélniho rozdélent lze najit
v kazdych statistickych tabulkéch. Ze symetrie funkce ¢(z) vyplyvé pro distribuéni funkei:
&(—z) = 1 — &(z) pro z € R

Jestlize ndhodnd veli¢ina X m4 normélni rozdgleni N(u, 02), pak nsdhodn4 veli¢ina ¥ =

(X ~p) /o mé standardni normélni rozdgleni. Odtud vyplyvé vztah mezi distribuéni funkef
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F normélniho rozdéleni s obecnymi parametry u, 0? a distribuéni funkef @ standardniho

normélniho rozdéleni.

T —
o )
Pravdépodobnost, Ze se ndhodn4 veli¢ina X ~ N(u,o?) realizuje uvnit¥ intervalu (a, b),

F(z) = &(

lze vyjadrit:

P(X € (a,b)) = F(b) — F(a) = @(-b:—“> ~ @(“’”’).

o o
Normélni rozdéleni je nejpouZivangjiim rozdélenim v teorii pravddpodobnosti a ma-
tematické statistice. PouZivd se tam, kde ndhodn4 veli¢ina vzniks jako soudet velikého

mnoZstvi nezvislych vlivi. Tak vznikaji nap¥iklad chyby mé¥eni apod.

Priklad 30.
Me¥eni vzdélenosti od objektu je spojeno se systematickymi i ndhodnymi chybami. Sys-
tematicka chyba zkracuje vzdélenost a je rovna 0.05 m. Nahodné chyby maji norm4lni
rozdéleni se smérodatnou odchylkou ¢ = 0.1m. Urdete pravdépodobnost, %e zméfens
vzdalenost nepiekroéi vzdalenost skute¢nou.

Reseni:

Chyba méfeni X, to je rozdil mezi namé&fenou hodnotou a skutednosti, ma norméalni
rozdéleni. Vzhledem k tomu, Ze p¥istroj m4 systematickou chybu, budou se chyby mé&Fent
pohybovat kolem —0.05 m, a tedy X ~ N(u = —0.05,0% = 0.1?). Zmé&ens vzdslenost
nepiekroc¢i vzdalenost skuteénou, jestlize rozdil mezi namé¥enou hodnotou a skutetnosti
bude zdporny, tj. X < 0.

0 — (—0.05)
0.1

Zmérend vzdélenost nepfekrodi skuteénou vzdélenost s pravdépodobnosti 0.6915.

P(X <0) = F(0) = ds( ) = #(0.5) = 0.6915.

Priklad 31.

Soustruh na vysoustruZeni h¥idelek nem4 systematickou chybu. Ndhodné chyby maji nor-
malni rozdélenf se smérodatnou odchylkou 0.5 mm. Vadné h¥idelky jsou takové, jejichy
polomér se li§i v absolutni hodnot& od sprdvné hodnoty o vic ne# dovoluje toleranéni
mez. Jak stanovit toleranéni mez, abychom vyfadili z vyroby jako vadné 5 % nejhorsich

vyrobk?
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Resent:

Nahodnd veli¢éiny X oznadujici chybu soustruZeni m4 norméalni rozdgleni. Soustruh
nem4 systematickou chybu, a tudiZ hodnoty polomé&ru vysoustruzenych hiidelek se po-
hybuji kolem spravné hodnoty z vykresu. Odtud plyne, e st¥edni chyba soustruZeni 7
se rovnd 0. Smérodatnd odchylka o = 0.5. Toleranéni mez ¢ chceme stanovit tak, aby se
chyba soustruZeni 95 % vyrobkd pohybovala v mezich (—t,1), tj. P(X € (—t,t)) = 0.95.
Odtud #(¢/0) — &(~t/0) = &(t/o) — (1-&(t/c)) = 0.95, a tedy &(t/o) = 0.975.
Predchozi rovnost je splnéna pro argument ¢/o = 1.96, to znamen4 pro ¢ = 0.98. Zvolime-
li toleran¢ni mez pro absolutni odchylky od sprévné hodnoty 0.98 mm, vyloutime 5 %

nejhorsich vyrobkd. L]
Logaritmicko —normalni rozdéleni LN (u, 02, zy)

Néhodné veli¢ina X m4 logaritmicko —normaln{ (té2 lognorméln{) rozdéleni s parametry
p € RB', 0 > 0 a o € R', jestliZe jejf hustota pravddpodobnosti f(x; u,02, zo) splituje

vztah:

1 (In(z — zo) — p)?
. 2 —
f(x7ﬂ‘,a 73;0) - 0'(17—{50)\/2_71'—6){1){_ 202 pro z > Zy,

=0 pro z < zg.

Na obrdzku 10 vidime hustoty logaritmicko—normélni rozdgleni pro p = 0,z = 0

a ruzné hodnoty o.

1.6 T T T I T T T T T
a4l 5 =0.30 i
1.2 G = 0.40 ]
1M\ =1.75 i
£08 6 =0.70 ]
0.6 -

=1.25

04} d .
0.2 _.

0 1 i i I | 1 ] I
0 0.2 04 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

u=E(log x)=0

Obrézek 10.
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Néhodnd velitina ¥ = In(X — ), kde X m4 rozdsleni LN(u,0?, ) m4 norm4lni

rozdglenf N(u,0?). Odtud je mo#no odvodit vztah mezi distribu¢ni funkei F(z) logarit-

micko—normélnfho rozdéleni s obecnymi parametry u,o?, zo a distribuéni funkei stan-

dardniho normélniho rozddleni

F(z) = & (ln(:v _—:0) “N) pro z > xo,

= 0 pro z < zo,

ktery lze vyuZit pro vypoéet pravdépodobnosti realizace nghodné velidiny s logaritmicko-

normalnim rozdélenfm uvnit¥ intervalu (a,b) (pfedpoklddame a, b > zo):

In(b — o) ~u) o (ln(a—xo) —,1)‘

g g

P(X € (a,b)) = F(b) — F(a) = @(
Pro stiedni hodnotu a rozptyl plati
o2
EX =z + exp{p+ ?},

Var X = exp {2+ 0°} (exp{c®} — 1).

Priklad 32.

Bylo zji§téno, Ze doba bezporuchové &innosti uréitého vyrobku udéna v letech ma LN (u=
1.2,0® = 0.25, 29 = 0). Jakou dobu vydr# bez poruchy 5 % vyrobkd?
Reseni:

Hleddme 5 % horni kvantil LN(u = 1.2,0? = 0.25,z9 = 0), a tedy &slo u, pro které
platf P(X > u) = 1 — F(u) = 0.05. Odtud &(2%=12) = (.95, a tedy 24=12 = 1.645
a u = 7.557. Kritickou dobou, kterou vydrzi bez poruchy jen 5 % vyrobkd, je p¥iblizng

7.6 let.
O

Pearsonovo rozdéleni typu III

Pro modelovani priitokd ¥ek se pouZivd Pearsonovo rozdé&leni typu III s hustotou

flz; oy k,v) = o (i—;—jzl;)):iexp {—a(z - v)} pro z > v,

=0 pro z <v,
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kde o,k >0 a v € R
Funkce I'(0) se nazyvé gamma funkce a je definovéna vatahem I'(8) = [° 2f~le® dz.
Pro pfirozend n plati I'(n) = (n — 1)

Zgkladni charakteristiky tohoto rozdéleni spliujf:
Ex =12 + v,
o

Var X = &‘2—,

Sikmost a3 = —.

VE
Poznimka:

Pearsonovo rozdéleni typu III se ndkdy nazyva také gamma rozdéleni.

Priklad 33.

Predpokléddejme, Ze ndhodnd veli¢ina X se ¥{di Pearsonovym rozd&lenim typu III se st¥edni
hodnotou 142, smérodatnou odchylkou 35 a Sikmosti 0.55. S jakou pravdépodobnosti
nabude hodnoty men3f nez 1107
Resent:

Ze vztaht pro charakteristiky Pearsonova rozdgleni méizeme postupné vypoditat:

4 _
o2 0.552

K 13.22314
— posnd —— T .1
o= /oo o = 0.103896,

v = Ex_g = 14.72715.

K = = 13.22314,

Hledan4 pravdépodobnost by pak byla rovna fum f(z; o, &, v) dz. Tento integral viak lze
vypocitat jen numericky. Nemame-li k dispozici poéita& vybaveny vhodnym programem,
je schiidnéjsi cestou vyuZiti statistickych tabulek. Veli¢ina Y = %ﬁ%ﬁ je tzv. normovani
veli¢ina vznikld z X. Pfitom je obecné vidy EY = 0, VarY = 1, a3(Y) = a3(X). M4-li
X Pearsonovo rozdéleni typu III, bude mit ¥ té% Pearsonovo rozd&leni typu III, které
bude normované, s nezméné&nou Sikmosti. Proto

110 — 142
35

kde Fy je distribu¢ni funkce normovaného Pearsonova rozdéleni typu III se §ikmost{ 0.55.

P(X <110) = P(Y < ) = Fy(—0.914),

V piislusné tabulce p¥i dvojndsobné linedrn{ interpolaci (je tfeba interpolovat vzhledem

k nezdvislé proménné i vzhledem k Sikmosti) najdeme Fy(—0.914) = 0.1814. O
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Rozdéleni x2 ¢, F

Ve statistickych aplikacich se vyskytuji je$té dalsi typy rozd&leni, u kterych nebudeme
uvadét pfesny tvar hustot. Ctenaf si je miiZe vyhledat napt. v Andslovi (1976). Ve vykladu
matematické statistiky vSak budeme pracovat s kvantily téchto rozdéleni, a proto zde

zavedeme pFisluiné oznadeni.
Rozdé&leni x?

Hustota rozdéleni x? (chi kvadrat) je kladn4 pouze pro kladné hodnoty argumentu. M4
jediny parametr v, jehoZ hodnotou mite byt pouze p¥irozené &slo. Rik4 se mu pocet
stupiid volnosti.

UvaZujeme posloupnost nezavislych stejn& rozdélenych nihodnych velidin X, ... , Xy

(viz ¢lanek 15) Fidicich se normélnim rozdélenim N(0, 1), pak nshodn4 velidina
X =X?+X7+ -+ X2

se Fidi x? rozd&lenfm o v stupnich volnosti.

Dolni i horni kvantily jsou uvedeny ve statistickych tabulkdch. Horni 100p % kvantil

x? rozdéleni o v stupnich volnosti budeme znagit Xa[vl.
Rozdéleni ¢

Hustota rozdéleni ¢ (Studentova) je symetrick4 kolem nuly. Jeji jediny parametr v nabyva,

hodnot z mnoZiny pfirozenych &isel a ¥k4 se mu rovn&? poéet stupiiti volnosti.
UvaZujeme dvé nezavislé ndhodné veli¢iny U a V, pFitem? veli¢ina U se ¥idi normalnim

rozdélenim N(0,1) a veli¢ina V se ¥di x? rozdélenim o v stupnich volnosti, pak ndhodn4

veli¢ina

U

se Tidi ¢ rozdélenim o v stupnich volnosti.

Kvantily ¢ rozdéleni jsou opét ve statistickych tabulkdch. Horni 100 p % kvantil ¢ rozds-
len{ o v stupnich volnosti budeme znalit £,[v]. Ze symetrie  rozd&leni vyplyvé, e 100 p %

horni a dolni kvantily se 1i§i pouze znaménkem.
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Rozdéleni F

Hustota rozdéleni F' (Fisher —Snedeckorova) je kladn jen pro kladné hodnoty argumentu.
M4 dva parametry vy, v, nazyvané polty stupifi volnosti, jejich hodnoty mohou byt
pouze prirozen cisla.

UvaZujme dvé& nez4vislé ndhodné veli¢iny W a Z, pricem veli¢ina W se ¥id{ x? rozds-
lenim o v stupnich volnosti a veli¢ina Z se ¥di x? rozdélenim o 1, stupnich volnosti, pak

nahodni veli¢ina
_ W/ 141
X = Z/l/2

se Tidi F' rozdélenim o v; a v, stupnich volnosti.

Horni 100 p % kvantily F rozdéleni o v; a 1, stupnich volnosti Fplv1, 0] jsou tabelované

ve statistickych tabulkdch. Tvar hustoty, a tudiZ i hodnoty kvantil z4visi na poradi

stuphili volnosti, a proto Fy[v1, vo] # Fylve, 11, jestlize vy # vy,
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Cast 1II. Ndhodné vektory a jejich rozdéleni

13. Nahodny vektor

Vysledkem ndhodného pokusu ¢asto neni jediné &slo, ale n—tice redlnych &isel. Sledujeme-
li napftiklad pohyb hmotného bodu v prostoru, zaznamenévéime vSechny tfi jeho soufad-
nice. Jindy zji¥tujeme tlak a teplotu zéroven apod. Ve viech takovych pfipadech pozoru-
jeme n—tici ndhodnych velidin X = (Xi,...,X,) (znacka’ znamen4 transpozici), kterou
nazyvame ndhodnij vektor.

V praxi se Casto setkdvdme s tim, %e jsou vSechny sou¥adnice nidhodného vektoru

X = (Xy,...,X,)" bud pouze diskrétni nebo pouze spojité. Pokud jsou viechny slozky

diskrétni, ftkdme, Ze vektor X = (X1,..., X,)' m4 vicerozmérné diskrétn{ rozdéleni. Vice-
rozmérné (sdruzené) diskrétni rozd&leni je déno vyétem viech vektort (z1,...,x,), které
miiZe ndhodny vektor X = (X,...,X,)" nabyvat a piisluinymi pravdépodobnostmi

P(X; = z1,...,X, = z,). Pokud m4 nahodny vektor jen dv& slozky, tj. pracujeme-li
s vektorem X = (X;,X,), a pokud podet hodnot, které slozky nabyvaji, je maly, je

mozno zadat rozdéleni tabulkou.

Pfiklad 34.

Nésledujicf tabulka udava pravd&podobnosti, s jakymi #4ci posledniho roéniku zékladni

Skoly ziskaji zndmky 1,2, 3,4, 5 z matematiky a fyziky.

M 2 3 4 5
1] 011 012 005 001 0.00
2 | 008 009 007 002 0.00
3| 005 007 009 007 001
41 002 001 001 006 003
5| 000 000 000 002 001

Tabulka 11.
a) S jakou pravd&podobnost! m4 nahodn& vybrany %4k jedni¢ku z obou predméti?
b) S jakou pravd&podobnosti m4 nshodné vybrany %4k z obou predmétd lepsi zndmku
nez trojku?
¢) S jakou pravdépodobnost{ m4 nidhodné vybrany Zak jedni¢ku z matematiky?
d) S jakou pravd&podobnost! m& nihodnd vybrany Zak alespoii z jednoho z téchto

prfedmétd horsi zndmku neZ dvojku?
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Regent:
UvaZujme ndhodny vektor (M, F)', kde ndhodn4 veli¢ina M oznaduje zndmku z mate-
matiky a ndhodnd veli¢ina F' zndmku z fyziky. Vechny mo#né hodnoty vektoru (M, F)'

jsou usporddané dvojice (7,5)’, kde i =1,2,3,4,5a j =1,2,3,4, 5.
a) P(M =1,F =1) =0.11,

b) P(M<2,F<2) =
=P(M=1,F=1)4+P(M=2,F=2+P(M=1,F=2)+P(M =2,F = 1) = 0.40,

) PM=1)=3" P(M=1,F=j)=026

d) P(M>2UF>2)=3%7 50 P(M=i,F=j) + s o P(M =i, F =j) =
= (.60.
K témuZ vysledku mtZeme dojit také nssledovnd P(M > 2UF > 2) = 1 — P(M <

2N F < 2) = 0.60.
O

Zajiméame-li se o rozd&leni mensiho poétu soufadnic (velmi ¢asto napiiklad o rozd&leni
pouze jedné soufadnice), pak se takovému rozdgleni ¥k margindlni. Marginilni rozdéleni
veli¢iny X; je déno pravdépodobnostmi {P(X; = z;)} pro viechny hodnoty {z;}, které
miiZe veli¢ina X; nabyvat. Pravdépodobnost P(X; = ;) se ziskd vyséitanim pravdépo-

dobnosti P(X; = xy,...,X; 1 = 21, X; = 25, Xjp1 = Tig1y. .., Xy = ) pFes viechny

moZné hodnoty z,...,%;_1,%i41,. .., Tn, tj.
P(Xz =:L'i) =
E E E E PXy=21,..., X1 =01, Xi = T3, Xi1 = Tig, - -0, Xy = )
T Liwe1 Tifl Tn

Priklad 35.

S pomoci tabulky 11 uréete rozdsleni ndhodné veli¢iny M, kterd oznaduje zndmku z ma-

tematiky v poslednim ro¢niku zakladnf $koly.

Regeni:
T 1 2 3 4 5)
P(M =1z)|0.26|0.29 [0.22 | 0.18 | 0.05
Tabulka 12
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Ve shodé s definici podminéné pravdépodobnosti definujeme podminénou pravdépodob-
nost toho, Ze ndhodnd velicina X, nabude hodnoty z, za podminky, e velidina X, nabyla
hodnoty 2 pomoci

P(Xl =, Xy = 132)
P(XQ"—"—IL'Q) ’

P(Xl =IE1|X2 = .'172) =

jestlize P(X; = x2) > 0. Pravdépodobnosti P(X; = z1|Xs = z,) pro viechny mo#né
hodnoty z; uréuji podminéné rozdeélens velidiny X, za podminky X, = z,.

Priklad 36.

S pomoci tabulky 12 urdete rozd&leni ndhodné veliiny M za podminky, Ze F = 1.

Redeni:
T 1 2 3 4 )
P(M =gz|F=1)|0.379|0.414 | 0.172 | 0.034 | 0.000
Tabulka 13.

Interpretujeme-li pravdépodobnosti pomoci &etnosti, pak si v§imnéme, %e podil zaka,
kteff maji jednitku z matematiky tvo¥f 26 % z celkového mno¥stvi viech zaki, zatimco

jejich podil mezi témi Z4ky, ktef maji jedni¢ku z fyziky, tvo¥ 37.9 %.

O
Néhodny vektor X = (X,...,X,) md rozdgleni spojitého typu, existuje-li nezdporn4
redlnd funkce f(z1,...,z,) takov4, ¥e
b1 n
P(X1 € (al,bl),...,X an, / f IIJl, IL‘n) dz ...dz,.
Funkci f(z1,...,z,) fHkime sdrufend hustota. Zrejme musi platit
o0 o0
/ / f(@y, .., zp)dzy ... dz, = 1
—00 —00
Hustota f;(z;) pouze jediné slozky X;, i = 1,...,n se ziskd ze sdru¥ené hustoty nésle-
dovné:

fi(wi)=/ / flz1,...,zn) dzy .. . di_1dziyy ... d2y

Této hustoté se ¥ikd margindini hustota veliiny X;.
Podminénd hustota pravdépodobnosti f(z:|zs) velidiny X; za podminky X, = z5 je

ddna vyrazem

_ f(SUl,-’Ez)
f(zllmz) - f2($2) )
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jestliZe fa(z2) > 0. Podminén4 pravdépodobnost toho, e velidina X, nabude hodnoty

z mnoZziny A za podminky, Ze X, = z5 se spo¢te pomoci podmin&né hustoty:

P(X1 € A,Xz = 1172) = Af(wlfxg) dz;.

14. Charakteristiky rozdéleni ndhodného vektoru

Nejvyznamnéjsi charakteristikou ndhodného vektoru X = (Xy,...,X,) je jeho stiedni
hodnota - vektor (E Xi,...,EX,)". Jeho i—t4 slozka E X;, i =1,...,n, je stfedni hodno-

tou veli¢iny X;. Pro diskrétni rozdéleni
EXi=) ) > 5iP(Xi=a1,..., Xy = z,) = > 3 P(X; = 1),
Zy1 Ti Tn z;

zatimco pro spojité rozdéleni

EXi=/ / a:if(:vl,...,xn)dxl...dxn=/ z; fi(z;) dz;.

o0

Druhou vyznamnou charakteristikou je kovariancni matice

Jg11 012 ... O1p

Ont Op2 ... Oyy

jejiz prvky oy; se nazyvaji kovariance ndhodnych velitin X;, X; a znadi se cov(X;, X;).

Pro diskrétni rozdéleni

o = ) (@~ EXi) (2~ BX;) P(Xy = 1, Xy, = 3,)
T1 Z

= ZZ(Q}Z — EX,) (ZL‘j — EXj) P(Xz = wi,Xj = xj)

T Zj

= ZZ:E,ZE] P(X, = .’L‘i,Xj = II)j) - (EXZ) (EXJ)

T T

= E(XZXJ) - (EXl) (EXJ)’
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zatimco pro spojité rozdélen{

Oij =/ / (zi — EX;)(z; — EX;) f(21,. .., %) dzy . . . 2y
= / / ;75 fij(xi,xj) dwid:vj - (EXZ) (EX])

= B(XX;) - (EX)(EX;).

Vsimnéme si, Ze 0;; = cov(X;, X;) = VarX; a 0;; = Oji-

Pokud s velkymi pravdépodobnostmi nabyvaji veli¢iny X; a X j souCasné obé dvé vel-
kych, tj. nadprimérnych hodnot, nebo ob& dv& malych, tj. podprimérnych hodnot, pak
je kovariance cov(X;, X;) kladnd. Pokud s velkymi pravdépodobnostmi dochézi k tomu,
Ze soutasné jedna z velifin nabyva velkych, tj. nadprimérnych hodnot, a druh4 maljch,

tj. podpriimérnych hodnot, a naopak, pak je cov(X;, X ;) ZAporna.
Priiklad 37.

Spottéte cov(M, F), kde M a F jsou ndhodné velidiny z p¥ikladu 34.

Reseni:

cov(M,F) = 1-1-011+41-2:012 +1-3-0.05+ 1-4-0.01 + 1-5-0.00+
+2-1-0.08+2:2:0.09 +2-3-0.07 +2-4-0.02 + 2-5-0.00+
+3:1-0.054+3:2:0.07 +3-3-0.09 + 3-4-0.07 + 3-5.0.01+
+4-1-0.0244-2-0.01 +4-3-0.01 +4-4-0.06 + 4-5-0.03+
+5-1-0.00 +5-2-0.00 + 5-3-0.00 + 5-4-0.02 + 5-5-0.01 —
~ (1026 +2:0.29 + 3-0.22 + 4-0.18 + 5-0.05)-
- (1029 +2:0.26 + 3-0.29 + 4-0.13 + 5-0.03) =

= 6.50 — 2.47-2.35 = 0.6955.

Kovariance je kladnd, coZ odpovida tomu, %e se dosti &asto vyskytuji zaci, kteri maji

z obou pfedmétli dobrou znadmku a také se asto vyskytuji #4ci, kte¥ maji z obou téchto
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pfedmétl Spatnou zndmku. Naopak pomérné ziidka se setkdvame s zaky, ktefi maji dobrou
zndmku z jednoho ze sledovanych pfedmétd a §patnou zndmku z druhého piedmétu.

|

Normujeme-li kovarianci cov(X;, X;) smérodatnymi odchylkami ndhodnych velidin X;

a Xj, tj. sd X; = /Var X; a sd X; = /Var X, ziskdme charakteristiku, kters se nazjvé

korelace ndhodnych veli¢in X; a X, jinak té% korelacni koeficient:

corr(X;, X;) = (SSOXV,SXZESQ(SLJ)

Hodnota kovariance se méni se zm&nou méfitka, ve kterém jsou velidiny udavéany. Vy-
hodou korela¢niho koeficientu je, %e se jeho hodnota neméni, zménime-li m&iitko jedné
nebo obou veli€in linedrng, tj. jestlize Y; = aX; + by, Yo = ¢X, + d, kde a > 0,c > 0, pak
corr(Y1,Y;) = corr(X;, X3). Oznaduje-li nap¥. X, teplotu vzduchu mé&¥enou ve stupnich
Fahrenheita a X; mnoZstvi srdZek mé&enych v palcich a Y; je tatés teplota méfend ve
stupnich Celsia a Y mnoZstvi srd%ek méfené v mm, pak bude v obou pfipadech kore-
laéni koeficient mezi teplotou a sra¥kami stejny. Koreladni koeficient mie nabyvat pouze
hodnot z intervalu (—1,1).

Nésledujici p¥iklad ukazuje vypodet charakteristik ndhodného vektoru, ktery mé spojité

rozdéleni.

Priklad 38.

Necht je bod B nédhodn& vybrén z trojahelniku T s vrcholy (0,0), (0,1),(1,1). Najdéte
sdruZenou hustotu vektoru (X, Y)', kde X oznaduje z—ovou a ¥ oznafuje y—ovou sou-
Fadnici bodu B. Najd&te marginalni hustoty X a Y, vektor st¥ednich hodnot a kovariantni

matici vektoru (X, Y)'. Najdé&te corr(X,Y).

Reseni:

Bod B je vybran z trojthelniku T = {0 <z < 1,0 < y < 1 — z} nshodng, a proto
musi byt hustota f(z,y) uvnit¥ trojahelnika konstantni. Protoze [[,. f(z,y)dzdy = 1
a obsah trojithelnfka T je 1/2, plati

f(x7y) =2 pro (*'B:y) ET’

=0 pro (z,y) ¢ T.
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Ze symetrie X a Y plyne, Ze marginalni hustota, st¥edni hodnota a rozptyl ndhodné

veli€iny X jsou stejné jako ndhodné veli¢iny Y. Margindlni hustota

fi(z) = /01_m2dy = 2(1-2x) pro z € (0,1),
=0 pro z ¢ (0,1).

Dale

1 pl-z 1 1
EX=// 2:vdydw=/ 2z(1—-z)dz = =,
0 Jo 0 3

1 1—z . 1 2 1 , 1 2 1
VarX:/O/O 2z°dydz — (5) =/02a: (1—-z)dx — (§> = I3

o 11 1
cov X,Y = / / 2(1;ydydz —_ == = =
( ) o Jo 3 3 36

corr(X,Y) = —1/36 -—l.

JI/18/1/18 2

Stfedni hodnota vektoru (X,Y)’ je tedy (1/3,1/3) a kovarianni matice

1/18 —1/36
~1/36 1/18

3 =

15. Nezavislost ndhodnych veli¢in

O dvou ndhodnych veli¢inich si intuitivn pfedstavujeme, Ze jsou nezavislé, jestlize vysle-
dek realizace jedné z nich neovlivn{ vysledek realizace druhé a naopak. Matematicky lze

tuto skuteénost vyjadrit nisledovns:

Néhodné veli¢iny X a Y jsou nezdvislé, jestlize pro libovolné intervaly A a B plati:
P((z€ A)n(Y € B)) = P(X € A)- P(Y € B).
Pro diskrétné rozdélené nsdhodné veli¢iny to znamen4, ¥e pro libovolné z a y:
PX=xNY=y)=PX=z) PY =y).

Pro spojité rozdélené ndhodné veli¢iny to znamend, %e sdruZend hustota je soudinem

margindlnich hustot

f(z,y) = fi(z) - fo(y).
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Odtud plyne, %e pro nezévislé ndhodné velidiny plat{
E(XY) = ZZa:yP =2,V =y) = Y sP(X=2)D_yPY =y) =
=(EX)([EY), y
BOY) = [~ [ oy st doty = ([ _eh@®@) ([ vht)d) = EX)@EY),

a tedy cov(X,Y) = 0. Zdiiraznéme jests jednou slovné diile¥itou skutednost, #e kovariance

resp. korelace, dvou nezavislych ndhodnych veli¢in je nulova.

Priklad 39.

Jsou veli¢iny M a F z pi¥ikladu 34 nezavislé?
Regeni:

PM=1,F=1)=011# P(M=1)-P(F=1) = 0.26-0.29 = 0.0754.
Veli¢iny M a F nejsou nezévislé. Zavislost velitin M a F plyne také z faktu, Ze
corr(M, F) # 0. O
16. Charakteristiky linedrni kombinace nahodnych veli¢in
Pro libovolné ndhodné veli¢iny X a Y plati

E(@X +bY) = aEX + bEY,
Var(a X + bY) = a®Var X + 2abcov(X,Y) + b*VarY.
Specidlné pro nezévislé ndhodné veli¢iny plati
Var(aX + bY) = a*Var X + b*VarY.
Odtud napiiklad plyne, %e pro soudet dvou nezévislych nahodnych velidin plati
E(X+Y)=EX +EY a Var(X+VY) = VarX + VarY
a pro rozdil dvou nezévislych ndhodnych veli¢in plati

E(X-Y)=EX —-EY a Var(X~-Y) = VarX + VarY.
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Priklad 40.

Uvazujme dvé& nezdvislé stejng rozdslené nghodné velidiny X a YV nabyvajici pouze dvou

hodnot 1 a -1, p¥i¢em?
PX=1) = P(X=-1) = 1/2,

P(Y=1) = P(Y =-1) = 1/2,

Spoctéte stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné veli¢iny § = X +Y a veliéiny R = X - Y.

Regeni:

SdruZené rozdéleni veli¢in X a Y je nésledujici:

PX=1,Y=1) =PX=1)P¥Y=1 =

~

N N N N =

PX=1Y=-1) =PX=1)PY =-1)

~

-

PX=-1,Y=1) =PX=-1)P(Y=1) =

P(X=-1,Y=-1) = P(X=-1)P(Y =-1) =

~

DO DN b= DO = N
NN T N

Ziemé EX = EY = 0a VarX = VarY = (-1)%.(1/2) + 12 (1/2) = 1.
Néhodnd veli¢ina S nabyva hodnot -2, 0, 2, pfitem?

1
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P(§=0) =P(X=-LY=1)U(X=1Y=-1)) =

P(S=-2) = P(X=-1,Y =-1) =

=P(X=-1,Y=1)+PX=1Y=-1) =

P(S=2) =P(X=1Y=1)= i-

-+

e
e
(V)

Odtud ES = 0 a Var§S = (-2)%- (1/4) + 22- (1/4) = 2. Tenty¥ vysledek jsme mohli
téZ ziskat z pravidla o poditan{ st¥edni hodnoty a rozptylu pro soucet dvou nezavislych
ndhodnych velidin:

ES=EX 4+ EY =0,

VarS = Var X + VarY = 1+1 = 2.
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Je zajimavé, Ze ndhodnd velidina R m4 stejné rozdéleni jako veli¢ina S. Nabyva totiz

rovnéZz hodnot -2, 0,2 s pravdépodobnostmi

P(R=-2) = P(X=-1Y=1) =},
P(R=0) =P(X=LY=DU(X=-1,Y=-1) =1+ =1
P(R=2) =P(X=1Y=-1)= }1

Odtud ER = 0 a VarR = (-2)?-(1/4) + 2%.(1/4) = 2. Shodny vysledek jsme
mohli ziskat té% z pravidla o po&it4ni stfedni hodnoty a rozptylu rozdilu dvou nezavislych
ndhodnych veliéin:
ER=EX - EY =0,
VarR = VarX + VarY = 1+4+1 = 2.
O

Vypocet charakteristik linedrni kombinace dvou nghodnych velidin je specidlnim p¥i-
padem vypoétu st¥edni hodnoty a rozptylu pro linedrni kombinaci veli¢in X 1y-++,Xp, t].

velitinu ;X1 + -+ + ¢, X, kde ¢, € R, ... ¢, € RY:

n
(16.1) Ele Xy +-+ X)) =) gEX,,
i=1

n n n
(16.2) Var(c; Xy + -+ ¢ Xp) = Zc?VarX,- -+ ZZ Z cicj cov(X;, X;).
i=1

=1 j=i41

Pro nezévislé ndhodné veli¢iny X, ..., X, plat
n n
Var (Z C; Xz-) = Z c,2 Var X;.
i=1 i=1

Priklad 41.
UvaZujme n—tici nezdvislych stejng rozdélenych ndhodnych velidin X 1.+, Xp s€ stFedni
hodnotou EX; = p a VarX; = o2 Spoététe stfedni hodnotu a rozptyl aritmetického

priméru X = 37 X;/n.
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Reseni:
Aritmeticky primér X je linedrni kombinaci veli¢in X7, .. HXpy kde g =g =40 =

¢n = 1/n. Odtud

- 1 1 1 1
EX=-EX;+ -+ -EX, = = e Sy =
—nAL + oA oK T k=g

— 1\? 1\2 1\?2 1)?2 2
Var X = (~> VarX; +:--+ (—) Var X, = (—) 0% 4.+ (—) o = .
n n n n 7

Znamen, to, Ze aritmeticky primér kolis4 kolem té¥e st¥edni hodnoty u, aviak s mengimi

Q

odchylkami neZ piivodn{ veli¢iny.
O

17. Vicerozmérné normalni rozdéleni

Néhodny vektor X = (X1,...,Xy,)" mé vicerozmérné normdini rozdéleni s parametry p

a X, jestlize sdruZend hustota ma tvar

1 - VY3 Y —
FICIRTE >) g D {_(m ©) / (x u)}’

kde p je redlny vektor, X symetricka, pozitivng definitni matice. Vyznam parametri p
a X je dan faktem, Ze stfedni hodnota vektoru X je rovna p a kovarian®ni matice je
rovna X.

Specidlnim piipadem vicerozmérného normalniho rozdéleni je dvojrozmérné normding
rozdéleni. Zavedeme-li g1 > 0, 03 > 0,p € R! vztahy 011 = 02, 09y = 02 2 019 = 09y =
p o102, kde p = corr(X}, Xj) je korelace ndhodnych veli¢in X;, X,, pak hustota ndhodného

vektoru (X1, X,)' fidiciho se dvojrozmérnym normalnim rozdglenim je d4na vztahem

. 2 —
f($1,$2, M1, K, 0'1,0'37[)) -

271‘010’21/1_:? exp {_2(1 i - ((xl —2,u1)2 — 2 (1 — ) (22 ~ pg) 4 (z2 —2N2)2>}

01 (7102 02

pro (.’121,$2) € R2.
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Obrézek 11.

83

Na obrdzku 11 je znizornéna hustota dvojrozmérného normalniho rozdsleni s parametry

pr=0,p=0,02=1,02=1, p=—-04.

PYedpokladdme-li, Ze se vektor (X, X,) ¥di rozd8lenim N(u1, ps, 01,03, p), pak na-

hodnd veli¢ina X; m4 normalnf rozd8leni N(u;,0?) s hustotou

1 Ty — p1)?
fl(xl;ﬂl,af) = 72—_GXP{—(_'120—%Q—}

T o

a veliina X, mé4 normalni rozd&leni N(ju,,02) s hustotou

1 Ty — lg)?
f1(z2; po, 02) = NP exp{_(__?._%‘_éu%)_}_

Podminéné rozdgleni veli¢iny X, pfi daném X, = 5 je N(u; + p 2 (29 — pia), 07 (1 — p?))

a podminéné rozdélent velitiny X, p¥i daném X; = z; je N (2 + p 2 (21— ), 05(1-p%)).
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Priklad 42.

Predpoklddejme, Ze vyska X; (udédvand v cm) a hmotnost X, (uddvand v kg) dvacetiletého
muze se Iidf dvojrozmérnym normélnim rozdglenim s parametry u; = 178, u, = 80, 02 =
5% 03 = 5%, p = 0.35. JestliZe vime, %e mu#, o kterého se zajimame, m&¥ 190 cm, s jakou
pravdépodobnosti bude vazit vice nez 90 kg?
Resent:

Podminéné rozdéleni vahy X, za podminky X; = 190 je norm4lni s parametry

g = 80 + 0.35 g (190 — 178) = 84.2,

o? = 5%(1 - 0.35%) = 21.9375.

Odtud

90 — 84.2
Vv21.9375

Jestlize vime, Ze muZ, o kterého se zajimdme, m&fi 190 cm, pak bude vaZit vice ne¥ 90

P(X; >90|X, =190) = 1 — & ( ) = 1—(1.238) = 0.108.

kg s pravdépodobnosti 0.108 (10.8 %). VSimnéte si, e podil mu#t mezi dvacetiletymi

s vihou vyS8{ nez 90 kg tvori jen 2.2 %, nebof 1 — H(X=80) = 1 - ¢(2) = 0.0228. 0O

Pozndmka

Vsimnéme si, Ze je-li korelaéni koeficient p = 0, pak

f(-'El,IEQ;/,Ll,Mg,O'%, 0%7[)) = fl(ml;ﬂlia%) : f2(x2;ﬂ27ag)‘

Odtud vyplyva, Ze je-li p = 0, pak jsou ndhodné veli¢iny nezavislé. Pro normdlné rozdélené

ndéhodné veliciny plati, Ze jsou nezdvislé tehdy a jen tehdy, jestlize p = 0.
Ridi-li se vektor X = (X1,...,Xy) normélnim rozdélenim N(p, X), kde

H1 J11 ... O1n

pak linedrni kombinace Y = ¢; X +- - -+ ¢, X, mé normélni rozdéleni se st¥edni hodnotou
cifir + -+ Colly a Tozptylem cioi; + C309n + ¢+ C2Opn + 2€1C2012 + 2¢1C3013 + -+ +
2c1p01n + 2¢003023 + ++ -+ + 2¢oCn009n + 0+ 205-1Cu0p_1, Viz (16.1) a (16.2). Odtud
napifklad vyplyvé, Ze priimér X spoéteny z n nezavislych nghodngch velidin X Lyeery Xp

fidicich se N(u, 0®) se ¥di normélnim rozdglenim N(u, o2/n).
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Priklad 43.

Tomés a Jan soutéZi, kdo vypije rychleji jedno velké pivo. Doba (m&fend v sekundéch),
za, kterou Tom4s vypije pivo, je normalng rozdélens ndhodné velidina s rozdslenim
N(p = 12,0% = 9). Janova doba piti je rovn& normalné rozdéleni nihodna velidina

s rozdélenim N(u = 10,02 = 4). Najdéte pravdépodobnost, s jakou Tom4s poraz{ Jana.

Reseni:

Pfedpokléddejme, Ze doba T, po kterou pije pivo Tom4s, a doba J, po kterou ho pije
Jan, jsou nezavislé ndhodné veli€iny. Rozdil v téchto dobach 7' — J m4 norm4lni rozdéleni
N(p=12~10,0* =9 +4). Odtud P(T < J) = P(T — J < 0) = F(0) = #(—2//13) =
0.29.

Tomas porazi Jana s pravdépodobnosti 0.29.

Ptiklad 44.

Astronom si peje zjistit vzdalenost (ve svételnych letech) mezi svou observato¥i a vzda-
lenou hvézdou. Aby omezil vliv ndhodnych chyb mé¥eni, rozhodne se mé¥eni vicekrat zo-
pakovat a k odhadu pouZit aritmeticky priimér. Jeho p¥istroj nem4 systematickou chybu
a ze zkuSenosti vi, Ze ndhodné chyby maji normaln{ rozdélen{ se smérodatnou odchylkou
o = 2. Kolik mé¥eni m4 provést, aby si byl rozumné jist, %e spoéteny primér se v absolutni

hodnoté lisf od skutedné vzdélenosti o méné ne¥ 1/2 svételného roku?

Redeni:

Aritmeticky primér n méfeni mé normalni rozdgleni N(d, 4/n), kde d je skutetna vzda-
lenost. Je zfejmé, Ze i kdyby astronom provedl jakékoli mnostvi méFeni, pYesto miize
nastat situace, kdy se bude jeho priimér ligit od skutetné vzdilenosti o vice ne¥ 1 /2
svételného roku. Jde o to, aby se tato situace vyskytla jen velmi zfidka, dejme tomu
v 5% piipadi, tj. aby P(|X — d| > 1/2) = 0.05. Odtud P(X € (d—1/2,d + 1/2)) =
&(v/n/4) — B(—+/n/4) = 0.95, a tedy /n/4 = 1.96 &li n = 61.5 = 62.

JestliZe se astronom spokoji s 95% spolehlivosti, pak by m&l provést 62 m&Feni.
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18. Centralni limitni véta

V teorii pravdépodobnosti existuje mnoho riznych verzi centralni limitni véty. My zde
uvedeme jen jeji nejjednodussi verzi:

Necht X, ..., X, jsou nezdvislé stejné rozd&lené ndhodné veli¢iny se st¥edni hodnotou
EX; = p a rozptylem Var X; = o2, ¢ = 1,...,n, pro které plati E |X;> < oo. Pak pro
velkd, n soucet téchto veli¢in S, = 377 | X; m4 pfiblizn& normaln{ rozd8leni N(n -, n-o?)
a aritmeticky primér X = Y 7 | X;/n m4 p¥ibliznd norméln{ rozd&leni N(y, 02/n).

Z predchoziho tvrzeni napiiklad vyplyva, %e opakujeme-li mnohokrat mé¥eni urdité
charakteristiky, pak soufet, resp. primér naméenych hodnot mé4 (za velmi obecnych
pfedpokladi) pfibliZzng norméalni rozd&leni bez ohledu na to, jaké rozdéleni méla pivodni

méfent.

Priklad 45.

Primérnd véha zavazadla cestujictho v turistické 2. t¥id& na trase Praha— Pafi? je 20 kg
a standardni odchylka je 7 kg. Priimérnd viha zavazadla cestujictho v 1. t¥id& (business
class) je 12.5 kg a smérodatn4 odchylka je 4 kg. Jestlize je v letadle 12 cestujicich v 1.
t¥id€ a 50 v 2. t¥idg, jaké je pravdépodobnost, %e celkovs véha vSech zavazadel pYekrodi
1200 kg?

Reseni:

Celkové, vdha zavazadel cestujicich v 1. t¥{d& B = X; +- -+ Xi9, kde X; je vdha zava-
zadla i—tého cestujictho v 1. t¥{d&, m4 p¥iblizné normélni rozdélen{ se st¥edni hodnotou
pp =12-12.5 = 150 a rozptylem o = 12 - 16 = 192. Celkové4 véha zavazadel cestujicich
V2 tHd€ T = Y] + -+ + Yso, kde Y; je vdha zavazadla j—tého cestujiciho v 2. t¥dg,
mé pfiblizn€ normélni rozdéleni se st¥edni hodnotou pr = 50 - 20 = 1000 a rozptylem
0% = 50 - 49 = 2450. Celkov4 véha viech zavazadel B + T mé p¥iblizné norméln{ roz-
déleni se stfednf hodnotou yp + pr = 1150 a rozptylem 0% + 02 = 192 + 2450 = 2642.
Pravdépodobnost

1200 — 1150

V2642

Pravd&podobnost, Ze celkovd vaha viech zavazadel prekro¢i 1200 kg, je priblizné rovna

0.165.

PB+T>1200) = 1-¢ ( ) = 1-¢(0.9728) = 1 — 0.835 = 0.165.

O
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Aproximace binomického rozdé&leni normalnim rozdélenim.

UvaZujeme ndhodnou veli¢inu X, kterd m4 binomické rozd&leni Bi(n,p). Pravdépodob-
nost, e ndhodnd veli¢ina X nabude né&které hodnoty z intervalu (a,b), kde a a b jsou
pfirozend €isla, 1ze spoéitat pfesnd pomoci binomického rozdéleni nasledovna:

PIX € 0H) =3 (0)rra-prs

T—=a

Pokud n je velké, miZe byt pFedchozi vypodet dosti néro¢ny. Vzhledem k tomu, %e n4-
hodnd veli¢ina X oznaéuje podet vyskytd urtitého jevu A v n nezavislych pokusech, lze

Jji vyjadiit pomoci veli€in Y, ..., Y,:
X = le +)/2+"'+Yn7

kde ¥;, i = 1,...,n nabyvé hodnoty 1, jestli¥e v i—tém pokusu jev A nastal, a hodnoty
0, jestlize nenastal. Ndhodné veli¢iny Y, ...,Y, jsou nezivislé, pfidem? maji stejné al-
ternativni rozdéleni A(p) se stfedni hodnotou EY; = p a rozptylem Vary; = p(1 — D).
PouZijeme-li v8ak centrdlni limitnf v8tu, pak pro velké n m4 X p¥iblizn& normalni rozdé-

leni N (np, np(1 — p)), a tedy

b—np a— np
PXe(ag,b)=b| ———roes ] - ———_].
’ np(1 — p) vnp(l —p)
Jesté lepsi pfiblizeni dostaneme, pouZijeme-li tzv. opravu na spojitost, ktera zohledhuje
fakt, Ze X m4 diskrétni a ne spojité rozdélen:

P(Xe(a,b))-é¢<b+0'5_np) _ qj(a——O.S—np>.

np(l — p) np(l — p)
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Céast IV. Nahodny vybér
19. Uvod do matematické statistiky

Hlavnim tkolem matematické statistiky je zpracovini dat, kterd vykazujif ndhodné ko-

lisdni. Pro ilustraci uvedme hned na po&atku piiklad.

Priklad 46.
Pfi kontrole jakosti bylo vybréno 500 nytd a u ka¥dého byl zmé&¥en primeér jeho hlavicky.
Pro lepsi pfehlednost byly naméfené vysledky rozdéleny do intervalt o délce 0.05 mm,

a tak byla ziskdna nésledujici tabulka:

velikost hlaviéky nytu pocet nytu -

(mm) - absolutni ¢etnost | relativni éetnost
13.045-13.095 1 0.002
13.095-13.145 4 0.008
13.145-13.195 4 0.008
13.195-13.245 18 0.036
13.245-13.295 38 0.076
13.295-13.345 o6 0.112
13.345-13.395 69 0.138
13.395-13.445 96 0.192
13.445-13.495 72 0.144
13.495-13.545 68 0.136
13.545-13.595 41 0.082
13.595-13.645 18 0.036
13.645-13.695 12 0.024
13.695-13.745 2 0.004
13.745-13.795 1 0.002

Tabulka 14.

Naméfenym hodnotdm ¥ikdme pozorovdni nebo wstupni data. Podtu pozorovani, kterd
nabudou dané hodnoty nebo padnou do danych mezi, se ¥{ké absolutni detnost. Postu viech
pozorovani dohromady ¥kdme rozsah souboru. V nasem p¥ipadé rozsah souboru n = 500.

Soucet vSech absolutnich etnosti je roven rozsahu souboru. Relativni cetnost je podil
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absolutnf ¢etnosti a rozsahu souboru. Z p¥edchoziho je z¥ejmé, %e soudet viech relativnich
Cetnosti musi byt roven jedné. Relativni Setnost se Sasto udava také v procentech, nebot
vyjadiuje podil poétu takovych vysledkd, které nabudou dané hodnoty (resp. padnou
do danych mezf), k celkovému po&tu vysledkd. Pro lepsf nizornost je moZno zakreslit
absolutni (resp. relativni) detnosti do grafu, kterému se ¥k4 histogram. Uvedme histogram

relativnich etnosti pro data z prikladu 46.

100}
% 80
=1 -
B 60}
S F
£ 40
"g »
-C% 20;—

[y — l >
13.2 13.4 13.6 13.8

prumér hlay nyti

Obréizek 12.

Z na$eho kontrolniho vzorku miiZeme spoéitat primé&rnou velikost hlavicky, najit nej-
vétsi a nejmensi hodnotu hlavitky a riiznym zptisobem vzorek popsat. Timto zplisobem
postupuje popisn4 statistika. Ukolem pracovnikéi kontrolniho oddéleni viak neni popsat
zkuSebn{ vzorek, nybrz udglat zavéry tykajici se celé vyroby. Pracovniky mtiZze napiiklad
zajimat, jestli se razici hlavice neopot¥ebovala a hlavitky nyti nejsou systematicky vetsi
nez hodnota, na jakou byl stroj nastaven. Dejme tomu, Ze byl stroj nastaven na hodnotu
13.35 mm, pfi¢em? aritmeticky primér zkusebnfho vzorku byl 13.426 mm. Tento primér
se samoziejmeé lisi od hodnoty 13.35 mm. Nyn{ mfiZe vyvstat otdzka, jestli je tento rozdil
zplisoben systematickou chybou, vzniklou opotfebenim razici hlavice, nebo ndhodnym ko-
lisanim zpsobenym ndhodnymi chybami vyroby, nebot primér poditany z jiného vzorku
by samoziejmé& mohl byt jiny. Jindy kontrolniho pracovnika miZe zajimat podil vyrobkt
z celé vyroby vyjadfeny v procentech, které jsou mimo toleranéni meze dané normou apod.
K tomu, abychom mohli dg&lat na zdkladé vzorku uré&ité zaviry tykajici se celku, musime
pouZit teorii pravdépodobnosti. PouZiti teorie pravdépodobnosti je opodstatnéné tim, Ze
vysledky uréitych druh nahodnych pokust se chovaji jako ndhodné veli¢iny s uréitym
typem rozd&leni v tom smyslu, Ze relativni Cetnosti vysledkd padnoucich do mnoZiny A
velice dob¥e souhlasi s pravdépodobnostmi, s jakymi se ndhodn4, veli¢ina s uréitym rozdé-

lenim realizuje uvnit¥ mnoZiny A. UkaZme si, jak relativni &etnosti z prikladu 46 souhlasi
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s pravdépodobnostmi, s jakymi se ndhodnd veli¢ina X ~ N(u = 13.426,02 = 0.013225)

realizuje uvnit¥ danych intervald.

velikost hlavitky nytu (mm) | relativn{ detnost | P(X € (a,b))
13.045-13.095 0.002 0.002
13.095-13.145 0.008 0.005
13.145-13.195 0.008 0.015
13.1956-13.245 0.036 0.036
13.245-13.295 0.076 0.069
13.295-13.345 0.112 0.113
13.345-13.395 0.138 0.153
13.395-13.445 0.192 0.172
13.445-13.495 0.144 0.160
13.495-13.545 0.136 0.123
13.545-13.595 0.082 0.080
13.595-13.645 0.036 0.042
13.645-13.695 0.024 0.019
13.695-13.745 0.004 0.007
13.745-13.795 0.002 0.002

Tabulka 15.

Mezi relativnimi ¢etnostmi a p¥slugnymi pravdépodobnostmi vidime velmi dobrou shodu.
Znamend to, Ze norméln{ rozdéleni je dobrym modelem pro priimér hlavidek njtd. O tom,
jakého rozdéleni pro modelovani vysledku pokusu pou#it, se éasto rozhodujeme na zékladé
analyzy podobnych pokusd z d¥iv&jska. N&kdy vSak pro nalezeni vhodného rozdgleni mu-
sime provést podrobn&jsi rozbor dat. Jedna z mo#nosti, jak nalézt vyhovujici model, je

popsana v €lanku 32.

20. Ndhodny vybér a jeho statistiky

Opakujeme-li n—krat nezdvisle po sob& pokus, ziskime nadhodny vybér (Xi,...,X,), je-
hoZ slozky jsou nezdvislé. Zachovdme-li béhem pokusu stejné podminky, pak rozdéleni
viech slozek bude stejné. Takovému vektoru ¥ikdme ndhodny vybér o rozsahu n z urdi-

tého rozdéleni. Vybereme-li zkuSebni vzorek o 500 nytech (viz p¥iklad 46), pak o vektoru
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(X1,-..,Xs00), kde X; oznaduje primér hlavicky i—tého njtu, miFeme napiiklad ¥ici, Ze
je to ndhodny vybér z normalniho rozdéleni.

UvaZujme ndhodny vybér (X1, ..., X,). Ndhodné veli¢ind T, = T(X,. .., X,), kde T je
néjaké funkce n proménnych, ¥ikame statistika. Statistiky jsou urditymi charakteristikami
vybéru. S jejich pomoci se snaZime ziskat z ndhodného vybsru néjaké daldi, pro nés
zajimavé informace.

Nejpouzivangjsi statistikou je vgberovj primér definovany nésledovns:
1 n
X =~ E X;.
i
Vybérovy primér se zfejmé shoduje s vieobecnd znamym aritmetickym primeérem. Spodte
se tak, Ze sefteme hodnoty veli¢in Xj,..., X, a soudet vyd&lime rozsahem vybéru, nebo
Jjinak Yeceno, sefteme piisluind data a soudet vydélime jejich podtem.

Vybérovému priméru se také ¥k& proni vijbérovy obecny moment.

Priklad 47.

Student Milan obdrZel z matematiky v poslednim roéniku st¥edni gkoly znimky:

Jaka, primérné zndmka mu vychézi na vysvéd&eni?

Regeni:

Milanovy zndmky si pro pfehled miZeme zapsat do tabulky:

znamka 1121345

pocet obdrZenych zndmek |62 |2]00
Tabulka 16.

Primér spocteme tak, Ze p¥islu$né zndmky vynésobime poétem, kolikrat se v seznamu
vyskytujf, tedy absolutni &etnosti, sefteme a vydé&lime celkovym poé&tem ziskanych zn4-
mek:

T=(1-6+2-2+4+3-2+4-0+5-0)/10=16.

Primér 7 se tedy rovnd 1.6. Jestlize by uditel nepfihlédl k Milanové aktivité b&hem

vyucovéani, dostal by na vysvédZeni nejspi§ dvojku.
O



62
Vyznam vybérového priméru spoéiva v tom, %e ndm charakterizuje, kde jsou data na
redlné ose umisténa, nebo, jinak Yedeno, ,,jaké hodnoty nabyvajf data jako celek“. P¥esn&ji

iikdme, Ze vybérovy primér lze pouZit jako miru polohy dat.

Priklad 48.
Porovnejte velikosti platii ve dvou sousednich dilndch tého# podniku. Platy pracovniki
v prvni dilng jsou: 13000 K&, 11500 K¢&, 18 500 K&, 15000 K&. Platy pracovniki v druhé
dilné& jsou: 15000 K& , 12500 K& , 20000 K&.
Resent:
Primérny plat v prvnf dilng 7, = (13 000+ 11500+ 18 500+ 15000)/4 = 14 500 (K&).
Primérny plat v druhé dilng Z, = (15000 + 12500 + 20 000)/3 = 15833 (K¢).
Platy pracovnikii v druhé diln& jsou v priiméru vyssi, co# pfirozens neznamend, Ze kazdy
pracovnik z druhé dilny m4 vyssi plat neZ libovolny pracovnik z prvni dilny, ale Ze ,»platy
v druhé dilné jsou jako celek vys¥ ne¥ v prvni dilng“, viz obrazek 13. Kdyby se penize
rozdélily stejnomérné mezi pracovniky, p¥ipadlo by na jednoho pracovnika druhé dilny

vic.

11500 13000 15000 18500
{ + : t $ : t # + } t t } : { + : { : -
X = 14500 1. dilna
12500 15000 20000
—t—t——t—t— >
2X = 15667 2. dilna

Obréazek 13.

Mezi velmi vyznamné statistiky pat¥{ vybérovy rozptyl, definovany nasledovné:
1« 1 >
i=1 i=1

Vybérovému rozptylu se také ¥ika druhif vijbérovy centrdlni moment. Vyznam vybérového
rozptylu spocivé v tom, Ze ho lze pouZit jako miru rozptylenost (variability). Cim vétsi

Je vybérovy rozptyl, tim vice vysledky pokusu kolisaji.

Priklad 49.

Porovnejme vysledky pisemnych praci z matematiky studentd dvou studijnich skupin.

Vysledky jsou uvedeny v nasledujicich tabulkéch:
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Prvni skupina

znamka 112131 4

pocet ziskanych zndmek | 5 |8 |2 10
Tabulka 17.

Druh4 skupina

znimka 112134

pocet ziskanych zndmek | 0|10 {8 |2
Tabulka 18.

Regeni:

Nejprve spoc¢téme priméry v obou skupinich:
I1=(1-54+2-8+43-2+4-10)/25=2.68,
To= (1-04+2-10 + 3-8 + 4-2)/20=2.6.

Priiméry v obou skupinéch se téms¥ shoduji, presto se vysledky zjevns ligf. V prvni skuping
Jje pomé&rné dost vybornych vysledki, ale i pomérné dost nedostateénych vysledkd, zatimco
ve druhé skupiné se vysledky nejéast&ji pohybuji mezi dvojkou a trojkou. Znamen4 to, e
prvni skupina je nevyrovnan4, je tam velky podil velmi dobrych studenti i velky podil
velmi slabych studenti. Druh4 skupina je pom&mné& vyrovnani. Spoétéme nyni vybérové

rozptyly u obou skupin:

o1 = (15 + 2.8 + 32-2 + 42.10)/25 — 2.68%=1.4176,

n

oag = (170 +22.10 + 32.8 + 42.2)/20 — 2.62=0.44.

n,2

Vybérovy rozptyl u druhé skupiny je daleko mensi ne# u prvni skupiny. Tento vysledek

jinym zpiisobem potvrdil, Ze vysledky druhé skupiny jsou mén& rozptylené nez vysledky
prvni skupiny.

O

Misto vybérového rozptylu se ¢asto jako mira rozptylenosti pouzivé jeho odmocnina,

tj. \/ L35 ((Xi — X)2, kters se nazyvé viberovd smérodatnd odchylka. Na, kalkulagkach

Je Casto znacena jako o, (vyjime&ns o), proto i my budeme zachovavat toto znadeni.
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Pozndimka
V nékterych knihach a statistickych programovych systémech se nizvu vybérovy rozptyl

pouZiva pro statistiku s? = L= 3" (X; — X)? a ndzvu vybérova smérodatns odchylka

pro statistiku s = \/ L3 (X, — X)?, kterd je také uvedena na kalkulatkéch, vétsinou
s oznafenim o,,_; (nékdy téZ s oznadenim s, které budeme pouZivat i my). O jejim pFesném
vyznamu si povime v &ldnku 25. Je zfejmé, Ze statistika s je také mirou rozptylenosti a i
se od g, pouze v normovani. Mezi o2 a s?, resp. mezi o, a s, jsou vztahy:

2 n 2 s L
§¢ = o = O
n—1" n—1"

Piiklad 50.
Pro tdaje z piikladu 48 spoététe vybérové smérodatné odchylky o1, 0no.
Regent:
On,1 = 2622, a op,=3118.
O

Jako mira nesymetrie v rozlozeni dat miiZe slouZit vijbérovy koeficient Sikmosti, zkracend

Fikmost. Sikmost je ddna vztahem:

;Ll— (X - X)®
(L3, (X — X)2)%2

A3=

Vztah mezi histogramem vytvofenym z dat a Sikmosti je nejlépe mo#no pochopit z nésle-

dujictho obréazku.

a>0 a=0 a<(

F‘_ [~ -_—

v

Obréazek 14.
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Vijbérovyj koeficient Spicatosti, zkracend Spicatost, je definovén takto:

%E?:l(Xi — X)4 _
(;1;2?=1(Xi - X)2)2

Ay =

21. Usporadany vybér a jeho statistiky

Méjme ndhodny vybér (Xi,..., Xy,). Nechf X(;) < X9 < -+ < X(n) je tyZ ndhodny vybér
uspofddany podle velikosti. Pak X;, ¢ = 1,...,n, se nazyva i—t4 porddkovd statistika
a vektor (X, ..., X(n)) usporddany vyber.

Hodnotg, pro kterou plati, Ze 50 % pozorovani je mensich nebo rovngch této hodnotd
a 50 % pozorovéni je vétsich nebo rovnych této hodnots, ¥kime vybérovy medidn. Vybé-

rovy median se obvykle vyjadfuje pomoci pofddkovych statistik nisledovné:

5(: = X([n/2]+1) pro n liChé,

_ X2 + X
2

e
|

pro n sudé,

[z] oznaduje celou &ast &isla, .

Hodnot&, pro kterou plati, Ze 100 p % pozorovani je mengich nebo rovnych této hodnotd
a 100 (1-p) % pozorovéni je v8tSich nebo rovnjch této hodnots, ¥kéme 100p % dolni
vybérovy kvantil. Hodnoté, pro kterou plati, Ze 100 (1-q) % pozorovani je mengich nebo
rovnych této hodnoté a 100q % pozorovani je vétiich nebo rovnych této hodnotd, ¥kime
100q % horni vgbérovy kvantil. Takto definované kvantily by vSak nemusely byt ve vSech
piipadech jednozna¢né. Cast&ji se proto pouZivé definice pomoci poradkovych statistik.

Vybérovy 100p % dolni kvantil se definuje:

X100p = X([np)+1) pokud np nenfcelééislo,
~ X X ) -
Xioop = (np) +2 (npt1) pokud mnp jecelédislo.

Obdobné by bylo moZno pomoci porddkovych statistik definovat i horni vib&rové kvantily.

Z predchoziho je ziejmé, Ze vibérovy median je 50 % vyb&rovym hornfm (resp. dolnim)
kvantilem. Kromé& vyb&rového medidnu se ¢asto pouZivad dolni 25 % vybérovy kvantil,
kterému Yikdme dolni vijbérovy kvartil, a horni 25 % vyb&rovy kvantil, kterému ¥ikéme

horni vgbérovy kvartil.
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Vybérové kvantily jsou rovn&Z mirou polohy dat. Rozdily mezi 100 p % hornim kvan-
tilem a 100 p % dolnim kvantilem slou#{ jako mira rozptjlenosti dat. Velmi ¢astou mirou

rozptylenosti je mezikvartilové rozpéts, tj. rozdil mezi hornim a dolnim kvartilem.

Priklad 51.

Pokus spotival ve zjisténi vySek t¥i ndhodn& vybrangch studentt stavebni fakulty. Zjis-
téné vysky byly: 167, 172 a 170 cm. Urdete vybérovy medisn a vybérovy primér. Dale
predpoklédejme, Ze do vybéru byl jests pfibran student Vonések s vyskou 198 cm. Urdete
znovu medidn a pramér.

Resent:

V prvnim vybéru prvni porddkova statistika X, (1) nabyla hodnoty 167 cm, druhd X(,) =
170 cm a tieti X(3) = 172 cm. Vybérovy medin je roven 170 cm a vybérovy primsr 169.67
cm. V druhém vybéru, kde byl p¥ibran jests student Vonasek, X ) = 167 cm, X5y = 170
cm, X(3) = 172 cm, X4y = 198 cm, vybérovy medidn je roven 171 cm a vyb&rovy priamér

176.75 cm.
|

Na piiklad€ 51 je vidét, Ze odlehlé pozorovani 198 cm zvyilo primér o 7 cm, zatimco
median se zvysil o 1 cm. Vybérovy medidn je tedy mirou polohy, kterd na rozdil od
priiméru potladuje vliv odlehlych pozorovani.

Vybérovy medidn je specidlnim pi{padem takzvanych useknutych primeryd, které se

spoctou nasledovné:
n—a

—_ 1
Xao = n—2a Z X(i)'

i=a+1
Useknuté priméry se pou#ivaji jako mira polohy v pifpadé, kdy chceme potlatit odlehl4

pozorovani. Prikladem useknutého priméru je primér spoéteny z ndhodného vybéru, ze
kterého jsme vynechali nejmens{ a nejvétsf pozorovani. Useknutych primérii se nékdy

pouzivé pii bodovani sportovnich vykond.



22. Prehled bézné uZivanych popisnych statistik

vybérovy primér

vybérovy mediin

modus

geometricky primér

vybérovy rozptyl

vybérovd smérodatn4 odchylka

standardni chyba

minimalni hodnota ve vybéru
maximalni hodnota ve vybé&ru

dolni vybérovy kvartil

horni vybérovy kvartil

rozpéti

mezikvartilové rozpéti
vybérova §ikmost

vybérova Spicatost

X([n/21+1)

Xn/2) + Xnj241)
2

hodnota vevybéru s

(X1-Xg+ ... - Xp)H"

X(n/4+1)

Xn/a) + X(njat1)
2

X(3n/4+1)

X@n/a)y + X(3n/a41)
2

Xm) — X()

hornivybérovy kvartil —

LYK - %)

3
On

g (X — X)* _3

4
On

pron liché
pronsudé
nejvetsi  Cetnosti
ngkdy s* = Z(fi__lyy
nékdy s = 2 (fi__ 17) i

pokud 7 neni délitelno 4

pokud n je délitelno 4

pokud n neni délitelno 4

pokud 7 je délitelno 4

dolni vybérovy kvartil

L 3(X - X)3
33

= (X — X)* 3

gt

nékdy

nékdy
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Piiklad 52.

Pro zji$téni vhodnosti nové zavidéné vyudovaci metody byl proveden nésledujici pokus.

Byla vybréna skupina studentd, takzvan4 pokusné, kters byla vyudovina novou metodou.

Na zdvér studenti vypracovali test, ve kterém byly jednotlivé p¥iklady obodovany a spoé-

ten soudet ziskanych bodd. Cim vice bodd student ziskal, tim byl jeho vysledek lepsi.

Vysledky testu byly porovnany s vysledky tého¥ testu, dosaZenymi jinou kontrolni skupi-

nou, jejiz vyucovéani probihalo podle starych metod. Poéty ziskanych bodd jsou uvedeny

v nésledujicich tabulkdch. Spoététe zdkladni popisné statistiky u obou skupin.

Pokusné skupina

pocet bodi 4161791011 |11.5(12]13[14(15|16|17|18 19|20 |22
pocet studentt |3 (4(2/4(10 5| 2 |13|4 2|2 |4(6|2|2!6]|2
Tabulka 19.
Kontrolni skupina
pocet bodt 0/3[4/5/6|7|8|9|10]|11|12]13|15(18|19|20
pocet studentt |2 (2|2 |7(2/2/6|8| 2|6 |11|3|4|4]2]|2

Tabulka 20.

Redeni:

Pokusné skupina Kontrolniskupina

velikost vzorku 73

vybérovy primér 12.79
vybérovy medidn 12.00
vybérovy modus 12.00
geometricky primér 11.95
vybérovy rozptyl 19.44
vybérova smérodatnd odchylka, 4.41
standardni chyba 0.52
minimdalni hodnota ve vybéru 4.00

maximaln{ hodnota ve vybéru 22.00

65
10.18
10.00
12.00

0.00
21.84

4.67

0.58

0.00
20.00
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Pokusnaskupina Kontrolniskupina

dolni vybérovy kvartil 10.00 7.00
horni vybérovy kvartil 16.00 12.00
rozpéti 18.00 20.00
mezikvartilové rozpéti 6.00 5.00
vybérova Sikmost 0.16 0.18
vybérova Spicatost -0.51 -0.22

Pozndamka

Vsimnéme si, Ze téméf viechny miry polohy, tj. primér, medi4n, geometricky primér,
minimum, maximum, doln{ a horni kvartily jsou pro pokusnou skupinu v&t¥i ne# pro kont-
rolni skupinu. Pokusn4 skupina tedy jako celek ziskala lepsi vysledky. Presn&jif statistické

ohodnoceni pokusu bychom ziskali pomoci testovani hypotéz.

Popisné statistiky, o kterych jsme se zminili, vyjadfuji vidy pouze jedinou vlastnost
datového souboru. Souhrnn&jsi pfedstavu ziskdme pomoci krabicového grafu. Anglicky

nizev ,box-whisker plot“ znamenajici ,krabitka s vousy“ dob¥e vyjadfuje tvar tohoto

grafu.

minimum dolnf kvartil medidn hornf kvartil maximum

—— :

. o
'

mezikvartilové rozpéti

rozpét{

Obrazek 15.

ProtoZe krabicovy graf pouZivime &asto v p¥ipadech, kdy zpracovidvdme mensf podet dat,
je jeho zékladni €4st, tzv. ,krabitka“ vytvorena pomoci statistik, které nejsou citlivé k od-
lehlym pozorovénim, to jest dolnim a hornim kvartilem. Prostfednf &ara v krabidce pak

odpovida medidnu. V p¥ipadg, Ze v datech nejsou odlehls pozorovéni, sahaji , vousy“, to
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znamend postranni ¢4ry, do vzdélenosti minima, respektive maxima. Za odlehlé pozoro-
vani se povaZuje hodnota leZici od okraje krabitky déle ne? 1.5 nisobek mezikvartilového
rozpéti. Jestlize je mezi daty napiiklad pili§ velké, tj. odlehlé pozorovani, saha hornf
»vous® jen do vzdélenosti nejvétsiho pozorovani mén& vzdaleného od horniho okraje kra-
bi¢ky neZ 1.5 ndsobek mezikvartilového rozpéti a odlehlé pozorovani je znizornéno hvéz-
di¢kou. Analogicky se postupuje také pro mal4 odlehl4 pozorovani.

Obrézek 15 ukazuje tvar krabicového grafu v p¥ipads, %e v datech nejsou odlehls pozo-

rovéani, zatimco obrazek 16 odpovid4 situaci, kdyZ se mezi daty vyskytuji odlehlé hodnoty.

minimum  dolnf kvartil medidn hornf kvartil maximum

N +—V—-——-‘- = $ o o

I 1.5x MKR 1.5x MKR odlehld

pozorovan{
odlehlé e
pozorovani mezikvartilové rozpét{ (MKR)
roz:)étl’
Obrézek 16.

Krabicovy graf poskytuje informaci o poloze, variabilité a symetrii dat. Lze z n&j té%

ihned zjistit, zda jsou v datech odlehls pozorovéni.

Na zavér tohoto €lanku zdirazndme, Ze jakdkoliv statistika je rovné? nahodné veli¢ina.
Pokud by vysledek pokusi byl vlivem ndhody jiny a ndhodny vyb&r by nabyl jinych
hodnot, pak by statistika, kterd je funkci t&chto hodnot, mé&la jiny vysledek. V nékterych
jednodussich p¥ipadech je moZno rozdéleni jednotlivych statistik spoéitat. JiZ v &lanku 17
jsme hovofili o tom, Ze v p¥ipadé vybéru (X, ..., X,) z normélniho rozdgleni N(u,0?) m4
primér X norméalni rozdéleni N (, 02/n), respektive veli¢ina (X —p) /7i/o mé standardni
normélni rozdéleni N(0,1). Nezndme-li rozptyl o2, 1ze ho nahradit odhadem s?, p¥i¢em#
statistika (n — 1) s*/0? se ¥di x? rozdélenim s n — 1 stupni volnosti. Diky nezévislosti X

a s se statistika (X — p) +/n/s ¥idi ¢ rozd&lenfm o n — 1 stupnich volnosti, viz &l4nek 10.
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Cast V. Teorie odhadu

23. Bodové odhady

Pro lep8i pochopeni myslenek teorie odhadu zagnéme piikladem.
Piiklad 53.
Predstavme si, Ze v ruce drzime konkrétni minci. Jaks je pravdépodobnost, %e na této

minci padne lic?

Resent:

Zagnéme tivahou. Mince miiZe byt vyrobena z nehomogennfho materialu, jeji tvar mize
byt zménén dlouhodobym pouZivinim a podobn&. Téko tedy miZeme tvrdit, e tato
mince je z hlediska pravdépodobnosti symetrick4, to je takové, aby obé jeji strany padaly
se stejnou pravdépodobnosti. Pravdépodobnost p toho, #e padne lic na konkrétni minci,
Je jakasi skrytd vlastnost dané mince, kterou nemfizeme explicitné zjistit. Pfesto viak
nejsme Uplné bezradni a pomtiZeme si tak, e budeme minc{ hazet a zapisovat si vysledky.
Vysledek pokusu pro n = 10 hodd minci mi%eme zapsat nap¥iklad R, R, L, L, L, R, L, L,
R, L. Tentyz vysledek miiZeme zapsat jinak 0, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 1, kde v zapise piSeme
0, jestlize padne rub, a 1, jestlize padne lic. Druhy z4pis je vlastn& realizaci ndhodného
vybéru (Xi,...,Xy,) o rozsahu n = 10 z alternativniho rozdéleni A(p), viz tabulka 10.
Pfipomefime, Ze plati EX = p, Var X =p (1 - p).

Ihned nés napadne, Ze bude-li rozsah vybéru dost velky, bude relativni &etnost jevu, Ze
padne lic, blizka pravdépodobnosti p. Relativn{ detnost se d4 v tomto pipads vyjadrit
jako + 37 X;, cok je vlastnd primér X. O tom, e pro velké n je za dosti obecnjch podmi-
nek primér X blizky st¥edni hodnoté E X (v nafem pipadd EX = D), jsme jiZz mluvili.
Vybérovy primér X m4 v tomto p¥ipads vedle své blizkosti k odhadované pravdépodob-

nosti p i jiné dobré vlastnosti, o kterych budeme mluvit pozdgji. Proto méZe slouZit jako

odhad pravdépodobnosti p.
O

Na piikladu 53 jsme ilustrovali zdkladni myslenky teorie odhadu. V teorii odhadu
vychdzime z toho, Ze zndme typ rozdéleni ndhodné veli¢iny X a na zdklads realizace
nghodného vybéru (X,...,X,) z tohoto rozdéleni chceme odhadnout jeho parametry.
Odhadem parametru je funkce T,, = T(Xj,..., X,)—tedy statistika. P¥i dané realizaci

X1 = a1,..., Xy = z, nabude statistika T;, n&jaké konkrétni hodnoty, kterou prohlasime
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za bodovy odhad parametru. V p¥ikladu 53 jsme véd&li, Ze ndhodn4 veli¢ina X m4 alter-
nativni rozdéleni, a nafim tkolem bylo odhadnout jeho parametr p. Za bodovy odhad
parametru p jsme vzali primér pozorovani X, ..., X,.

Bodové odhady musi mit uréité vlastnosti, podle kterych posuzujeme jejich vhodnost
k odhadovani nezndmého parametru §. Jednou z podstatnych vlastnosti je jejich nestran-
nost. Odhad S parametru 6 je nestranny tehdy, jestlize E S = 6, co¥ znamend4, %e se tento
odhad pohybuje kolem skutetné hodnoty parametru . Ze vSech nestrannych odhadé je
nejlepsi ten, ktery mé nejmensi rozptyl, nebot to znamen4, 7e tento odhad nejméng kolis4,
kolem skuteéné hodnoty parametru 6. Najit nejlepsi nestranng odhad je v nékterych p¥i-
padech sloZité, a proto se pouzivaji i n&které jiné odhady, které maji také dobré vlastnosti.
Mezi nejzndméjsi takové odhady pat¥i mazimdiné vérohodné odhady. MySlenka maximalné

vérohodného odhadu spolivé v tom, %e za odhad parametru § vybereme takovou hodnotu

tohoto parametru, kterd je p¥i dané realizaci vybéru X, = z,..., X, = =z, nejvérohod-
n&jsi. Konkrétné to znamend, %e se maximalizuje vérohodnostni funkce L(O;z1,...,2,).

Pro diskrétni ndhodnou veli¢inu s rozdé€lenim p(z;6) = Py(X = z), z € I, se vérohod-

nostni funkce spocte ze vztahu:
L(0; 1, ..., 20) = p(z1;0) - p(2;0) - ... - p(zn; ).

Pro spojitou ndhodnou veli¢inu s hustotou f(z;6) se vérohodnostni funkce vypo&te n4-

sledovné:
L(Oz1,. . 20) = f(21;0) - f(2;0) - ... - f(zn; ).

Maxim4alné vérohodny odhad ¢* pak maximalizuje vérohodnostni funkci; jedn4 se tedy

o takové 6*, pro néz

L(O*;21,...,2,) = mgLXL(O;xl, ceey Ty )

24. Bodové odhady parametrd pro vybrané typy rozdéleni

Pro nékterd rozdéleni, se kterymi jsme se pFedchozich kapitol4ch setkali, uvedme nejlepsi
nestranné a maximalné vérohodné odhady. VSimn&me si, e se v t&chto jednoduchych

pfipadech odhady viibec, nebo piilig, nelisi.
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Rozdéleni nejlepsi nestranné | maximélné vérohodné
odhady odhady
Alternativni rozdgleni
- o~ Ed i B4 X;
p(z;p) =p"(1-p)'~*, 2 =0,1 p=X=2X pr=X =2
Poissonovo rozdéleni
p@)) =2, 0 =0,1,2,... X=X ==X X=X = X
Normélni rozdélent p=X=2% pr=X=2%
2 — o
— (o) -3 X;—X)? X;—X)?
f(w;u,az)zjzl—ge 20, & € (—00,00) 02:s2=&77:1—l— 02*:0%=ZL_”_5)_
Logaritmicko-normalni rozdéleni o= 21;1 X4 * = Elz X
In o~ 2 —~ T UYL
f(z;p,02,0) = ——-—\/21—”0 %e”L"Eﬁ&L, z € (0,00) | o2 = 2(nXi-p)° lnn}f’l Dk o2t = 2o Xi—p")® ln);' w)?
Exponencidlni rozdélen{
flz;0) = %e_ﬁ,xE(O,oo) 6=X= E—HX" 5*:7:ZL_”X1'
Tabulka 21.

Piiklad 54.

Stejnym pristrojem bylo provedeno 5 nezgvislych mé¥eni thlu. Vysledky jsou dény v gradech:

60.054, 60.057, 60.057, 60.056, 60.056. Predpokladejme, %e pFistroj nems systematickou chybu.

Odhadnéte skuteénou velikost tGhlu.

Reseni:

Skutetnd velikost Ghlu je urgits hodnota, kterou viak mé&¥ime vidy s n&jakou chybou. Dlou-

hodobym pozorovanim bylo zji¥téno, %e chyby mé&feni mivaji normélni rozdsleni. Jestli¥e nage

méFeni neni zatiZeno systematickou chybou, budou se zmé&¥ené hodnoty pohybovat kolem sku-

tetné velikosti hlu. Skutedns velikost Ghlu je tedy stfedni hodnota, kterou mame odhadnout.

Nejlepsim nestrannym odhadem st¥edni hodnoty 4 normélniho rozdélen{ je primér X = 60.056.

Spottéme jesté doplitkové hodnoty s = 0.0012 a o,, = 0.0011.

Priklad 55.

O

Pti zkouskach 10 p¥istroji téhoZ typu byl registrovan okam¥ik, kdy ka¥dy z nich pfestal pracovat.

Vysledky pokusu jsou uvedeny v tabulce 22.

¢islo pfistroje | 1 2 3 4 5 6 7 9 | 10
doba (hod) 200 | 350 | 600 | 450 | 400 | 400 | 500 | 350 | 450 | 550
Tabulka 22.

Predpokléddéme, Ze doba Zivotnosti p¥istroje m4 exponencialni rozd&leni. Odhadnste parametr 4.
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Regend:

Nejlepsim nestrannym i maximaIng v&rohodnym odhadem parametru § je primér:
§ = 6* = X = 425 (hod).

|

Kromé& metody maximdlni vérohodnosti se né€kdy pouZivd momentovd metoda. Vyhodou mo-
mentové metody je jeji jednoduchost. Spoé&iva v porovnéni teoretickych a vyb&rovych momentd.
S tsp&chem se napiiklad pouzivd pro odhady parametrt Pearsonova rozdgleni typu III. Po-
drobnéjsi informace o odhadovani parametrd rozd&leni pou¥ivanych ve vodohospodafstvi najde
¢tendf v Nachézelovi (1986).

Na zévér udejme jesit€ odhady parametri dvojrozmérného normalniho rozdéleni N (i, X), kde

2
H1 oy

2
K2 po109 05

pPO102

UvaZujme néhodny vybér ((X1,Y1),...,(Xn,Y,)) 2 tohoto rozdéleni. Parametry dvojrozmér-

ného normélniho rozdélen{ se obvykle odhaduji metodou maximéalni vérohodnosti:

m=X, w=Y, of =one), of =on(y) a p*=r,

kde statistika r je definovana:
.o s (X - X)(%-Y) _
VESX-X2) (L% - 7)?)

a nazyvé se vyjbérovy korelaéni koeficient. Jak ji¥ vime, je korelaéni koeficient mirou z4vislosti

=Y XY; - XY
on(z)on(y)

mezi veli€inami X a Y, a proto je jeho odhad r velmi déle¥ity. Plati, #e r € (—1,1). Jestlize
je vybérovy korelaéni koeficient r v absolutni hodnot§ blizky jedné, pak usuzujeme na velkou
zévislost mezi X a Y. Naopak, je-li v absolutni hodnot& velmi blizky nule, pak usuzujeme na

nezivislost. Znaménko r udava zplisob zévislosti, viz obrizek 17.

[ 3

r<0

A

r=(

v

v

Pi#iklad 56.

Na dvou letistich v Miléng byly zaznameniny maximalni ro&ni rychlosti vétru v m/s. Uvedené

v

Obréazek 17.

hodnoty vznikly zprimé&rovinim okam#ité rychlosti béhem 10 minut.
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Rok Malpensa Linate | Rok Malpensa Linate
T; Y; 7 Yi
1951  18.468  16.416 | 1963 11.286  10.260
1952  16.416  10.260 { 1964 12.825 13.851
1953  14.364  29.241 | 1965 12.825 11.286
19564  12.825 11.799 | 1966 15.390 13.851
1955  11.799  27.189 | 1967 19.494  13.380
1956  14.364  10.260 | 1968  15.390  13.851
1957  18.468  9.747 | 1969 14.364 12.312
1958  15.390  11.286 | 1970 15.390 12.825
1959  13.851  27.702 | 1971  18.468  15.390
1960  13.338  14.364 | 1972  15.390  13.338
1961  21.546  19.494 | 1973  17.955  23.598

1962  16.416  14.877
Tabulka 23.

Predpoklédéme-li, Ze dvojice maximalni ro&ni rychlost v&tru na letisti v Malpensa a maxim4lni

ro¢ni rychlost vétru na letifti v Linate jsou vyb&rem z dvojrozm&rného normélniho rozdélen,
odhadnéte parametry tohoto rozdéleni.
Resent:

Spodteme-li maximalng vérohodné odhady, obdrzime:

gy = X = 15.4792, ui, =Y = 15.5023,

oy = on(z) = 2.5612, o1, = onply) = 5.7397,

ot = r = —0.0072.

Vybé&rovy korelagni koeficient r je velmi maly. Z toho je mo¥#no usuzovat na nezavislost mezi
maximalni roénimi rychlostmi v&tru na obou leti$tich.
Spolehlivejsi zavér tykajici se nezdvislosti by bylo mo#no ziskat pouZitim testovani hypotéz.
O

25. Intervaly spolehlivosti

Bodovy odhad parametru 6, ziskany z vybé&ru (X,...,X,), ndm ne¥ika nic o tom, s jakou
presnosti byl odhad pofizen. Cast&ji ne? bodovy odhad nis mie zajimat interval, ve kterém

s velkou pravd&podobnosti nezndmy parametr 8 leZi. Zvolime-li si prfedem pravdépodobnost
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blizkou jedné, to je naptiklad 0.90, 0.95, 0.99, obecn& 1 — , pak interval (6, ) takovy, Ze
P(0 € (61,62)) = 1—a,

nazyvadme 100 (1-a)% intervalem spolehlivosti pro parametr 6.
Pro ilustraci uvedme tvar 100 (1 — @)% intervalu spolehlivosti pro parametr p alternativniho
rozdéleni, poditany na zéklad& realizace ndhodného vyb&ru (X1, ... ,Xn) 2z tohoto rozd8leni, za

predpokladu, Ze n je velké:

~ [p(1=D) . /p(l —
(p — Ug/2 " ﬁ—ﬁla p+ Ugf2 - f)\(_';@)

Interval je symetricky kolem bodového odhadu p = %& = L kterym je relativni detnosti
Jjednicek v realizaci vektoru (X,..., X,). Délka intervalu se zv&t3uje s pozadovanou spolehlivost{
(uq 2 je (100 - @/2)% horni kvantil N (0, 1)) a zmenSuje s poétem dat n.

Nejcastéji pouzivanym 100 (1—a)% intervalem spolehlivosti je interval pro parametr 4 normal-
ntho rozd&leni N(u,o?) potitany na zaklads realizace ndhodného vybéru (X1,...,Xyn) 2z tohoto
rozdéleni:

(X = tapaln — 1] % X +typln— 1] 78"5)'
Vaimnéme si, Ze interval spolehlivosti je symetricky kolem vybé&rového primsru, ktery je bodo-
vym odhadem parametru p. Interval je tim v&t3i, &m je v&t¥{ s, to znamens, kdy# data vice
kolisaji, a je tim mengi, &im je v&t&i rozsah vybéru n, to jest podet dat. Interval spolehlivosti také
zavisi na pravd&podobnosti, s jakou ¥4d4me, aby pokryval nezndmy parametr . S rostoucim

(1 — a) roste také horni 100 /2% kvantil — rozdé&leni o n — 1 stupnich volnosti to2ln — 1]

a interval se zv&tuje.

Priklad 57.

Bylo provedeno n = 5 mé&feni rychlosti toku v potrubi. Méfeni dalo nésledujici vysledky: 1.146,
1.210, 1.200, 1.151, 1.259 (m/s). Sestrojte 90%, 95% a 99% interval spolehlivosti pro skutednou
hodnotu pritoku.

Reseni:

Vysledky méFen{ mivaji obvykle normélni rozdgleni. Skute¢n hodnota m4, zde zfejmg vyznam
stfedni hodnoty, kolem které se jednotlivd m&¥eni pohybuji. Spodetli jsme T = 1.1932 a s =
0.0465478. Potiebné kvantily je tfeba vyhledat v tabulce ¢ rozdgleni: ¢y g5 [4] = 2.1318, tp.025[4] =
2.7764, t9.005[4] = 4.6041. Vysledné intervaly spolehlivosti jsou nasledujici:

90% interval spolehlivosti:  (1.149, 1.238),

95% interval spolehlivosti:  (1.135, 1.251),

99% interval spolehlivosti:  (1.097, 1.289).
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99 %

95 %

90 %

1.10 1.15 1.20 1.25 1.30

Obréazek 18.
0

Nekdy nechceme konstruovat 100 (1 — @)% interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu, ale
chceme s velkou spolehlivosti pfedpovidat, v jakém rozmezi bude leZet n&jaks budouci hodnota,
ndhodné veli¢iny X. V takovém p¥ipad® mluvime o 100(1-a) % predikénim intervalu. Pro
normalni rozdgleni N(u,0?) se zndmymi parametry u a o2 padne budouci hodnota veli¢iny X
8 pravdépodobnosti 1 — & do intervalu (u — Ug /2 0, b + Ug 2 o). JestliZe viak y a o neznime,

musfme je nahradit odhady i = X, G = s a 100 (1 — )% predikéni interval m4 tvar:

— 1 — [, 1
(X —tapn —1]s4/1+ o X +i5/0[n—1]s4/1+ E) .
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Cast V1. Testovani hypotéz

26. Uvod do testovéni hypotéz

Statistické hypotézy v naSem vykladu jsou uréitd tvrzeni tykajici se rozdéleni ndhodnjch
veli¢in. Dané hypotézy mohou tvrdit, Ze parametr zndmého rozdgleni le%i v uréité mnozing nebo
%e ndhodné veliina m4 rozdéleni uréitého typu apod. Pro lepsi pochopeni uvedme piiklad.
Piiklad 58.

Predstavme si, Ze hrajeme hru, o které jsme mluvili v &lanku 8. Hizime minci. Jestlize ndm
padne lic, ziskdvame 1 K¢&, a jestliZe padne rub, davame 1 K& spoluhradi. Pfed zadstkem hry nas
spoluhri¢ tvrdi, Ze hra bude spravedliv4, nebot na minci, s kterou hazime, padajf ob& dvé strany
se stejnou pravd€podobnosti. My vSak pojmeme podezieni, %e jeho tvrzeni je 1%ivé a #e mince
je uzpisobena tak, aby na ni ast&ji padal rub. Jak se miZeme o pravdivosti svého podezfeni

presvédeit?

Resent:

Své tvrzeni si miZeme ovéfit tak, Ze opakovand hizime minci. Jestlize podil p¥ipadi, ve
kterych padne lic, ku celkovému po&tu hodl bude mnohem mensi ne# 50 %, nafe podezieni se
silng zvetsi.

Jak viak rozhodnout, kdy podil lici ku celkovému po&tu hodd se odchyluje od 50 % diky
nidhodé a kdy je to zplisobeno porufenim symetrie mince? Jak stanovit mez, podle které budeme
rozhodovat, zda je spoéteny podil jiz tak maly, abychom byli oprdvnéni tvrzeni o symetrii mince
napadnout? Matematickd statistika se snaZi na tyto a podobné otdzky kladené v analogickych
pfipadech odpovédét. Na Fefeni nadeho piikladu si ilustrujme, jak p¥i tom postupuje.

Ulohu z naseho ptikladu lze popsat nisledovné: Nihodn veli€ina X nabyvajici hodnoty 1,
jestliZe padne lic, a hodnoty 0, jestlize padne rub, se ¥idi alternativnim rozd&lenim s nezndmym
parametrem p, ktery oznaduje pravdépodobnost padnuti lice v jednom hodu, viz p¥iklad 53. N43
spoluhrac tvrdil, Ze mince je symetrické, tedy p = 1/2. Tomuto tvrzeni ¥ikdme nulovd hypotéza
a znafime Hy : p = 1/2. Nade podezfeni viak bylo, % p < 1/2, to jest, %e na minci pad4
lic méné& Casto neZ rub. Tomuto tvrzeni Fikdme alternativni hypotéza a znalime A : p < 1/2.
Abychom prokézali alternativu A nebo jingmi slovy zamitli hypotézu Hy, hézeli jsme opakovang
minci. Vysledky hazeni jsme zapsali do vektoru, pfiéem? stejné jako v priklads 53 jsme lic na-
hradili jedni¢kou a rub nulou. Ziskali jsme tak vektor, ktery miie nap¥iklad vypadat nasledovné:
(0,0,1,1,...,1,0). Tento vektor miZeme povaZovat za realizaci ndhodného vybéru (X, ..., Xy)
z alternativniho rozdéleni A(p). Hypotézu Hy zamitame, jestlize Y X;/n < C, to znamend, Ze

podil lich ku celkovému podtu hodd je mensi ne? konstanta C. Konstanté C ¥ikdme kritickd



79

hodnota. Nyni vyvstévs otdzka, jak konstantu C stanovit. Mame zvolit C = 0.3 (30 %) nebo
C = 0.4(40 %) nebo n&jaké jiné &islo? I v piipads, e zvolime C = 0.1 (10 %) a mince je syme-
trickd, miZe se stat, i kdyZ velmi zfidka, %e podil lichi ku celkovému po&tu hodd bude mensi
neZ 10 %, to znamen4, Ze plati ) X;/n < C. Nai snahou je zvolit konstantu C tak, aby v pii-
padé platnosti nulové hypotézy pravdépodobnost toho, Ze nastane situace, kdy > X;/n < C,
byla mald. Nechceme totiZ neoprdvnéné osofovat spoluhrale. Chybé, které bychom se timto
zplisobem dopustili, tj. zamitli nulovou hypotézu Hy, atkoli je spravnd, fikdme chyba pruniho
druhu. Dopustit se viak miZeme i chyby, ¥e nezamitneme nulovou hypotézu Hy, ackoli sprévns
neni. V tomto pfipadé udéldme chybu druhého druhu. Je p¥irozené po¥adovat, aby pravd&podob-
nost obou téchto chyb byla co moZné nejmensi. Rozhodujeme-li viak na zdkladg ji¥ provedené
realizace ndhodného vybéru (Xi,...,X,), nelze pravdépodobnost obou mo#nych chyb udélat
soucasné tak malé, jak bychom si pfili. Obvykle se trva jen na pozadavku, aby pravdépodob-
nost chyby prvniho druhu byla rovna e, kde a € (0, 1). Cislu « se ¥ik4 hladina vijznamnosti testu
a voli se nejéast&ji a = 0.05, nékdy o = 0.01. V nafem piikladé bychom se tedy snaZili zvolit
konstantu C' tak, aby za platnosti nulové hypotézy Hy : p = 1/2 platilo P} X;/n < C) = .
Podafrilo-1i by se ndm takovou konstantu C najit, ziskali bychom zamitaci pravidlo, na zéklads
kterého bychom mohli rozhodnout, zda miZeme nulovou hypotézu zamitnout nebo ne.

Pro jednoduché pt¥ipady byla ve statistice zkonstruovdna pravidla, podle kterjch nulovou hy-
potézu zamitdme. PouZijeme-li t&chto pravidel, mame zaji§t&no, 7e se dopustime chyby zamitnuti
nulové hypotézy v piipadé jeji platnosti pouze s pravd&podobnosti nejvyse se rovnajici hlading
vyznamnosti . Zamitaci pravidla jsou konstruovana navic tak, aby pfi zachovani pozadavku na
pravdépodobnost chyby 1. druhu byla pravdépodobnost chyby 2. druhu co nejmensi. Zamitaci
pravidlo m4 obvykle tvar nerovnosti mezi testovou statistikou a kritickou hodnotou. Nulovou
hypotézu Hy zamitdme, plati-li nerovnost dand zamitacim pravidlem.

Zopakujeme si tedy cely postup, ktery se nazyva test nulové hypotézy Hy proti alternativé
A. V tloze, kterou chceme Fesit, je ddna nulovd hypotéza Hy, o které pochybujeme, Ze je prav-
diva. Prejeme si naopak prokézat, %e pravdiva je jind hypotéza A —alternativa. Zvolime hladinu
vyznamnosti o, obvykle a = 0.05 nebo a@ = 0.01. Na ziklad& realizace ndhodného vyb&ru
(X1,...,X5) pomoci statistického zamitactho pravidla uréime, zda je mo#no hypotézu Hj za-

mitnout nebo ne. V nafem piiklad€ m4 zamitaci pravidlo pro velky rozsah vybé&ru tvar:

1 —'UQ
EZX, < N + 0.5,

kde u, je 100 @ % horni kvantil N(0,1). Pro rozsah vybé&ru n = 100 a hladinu vyznamnosti

a = 0.05 zamitdme hypotézu o symetrii mince, jestliZe podil licti ku celkovému poétu hodt bude

mensi nez 0.418 (41.8 %), nebot ug g5 = 1.645. O
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V piikladé 58 jsme testovali hypotézu Hy : p = 1/2 proti alternativé A : p < 1/2. Této
alternativé se iiks jednostrannd alternativa a testu jednostranng test. Budeme-li nestrannym
soudcem ve shora popsané hie, bude nas spiSe zajimat alternativa A : p # 1/2, to znamen4,
zda-li ani jeden z hrd&i neni ve vyhod&. Takové alternativé se ¥ikd oboustrannd alternativa
a testu oboustranny test. Pro oboustrannou alternativu A : p # 1/2, hladinu vyznamnosti o

a velky rozsah vybéru n m$ zamitaci pravidlo tvar:

1 Ug /2
IEZXZ —-0.5' > *27—5,
kde uq /2 je 100 (o/2)% horni kvantil N(0,1). V&imn&me si, #e zamitaci pravidlo pro oboustran-

nou alternativu je jiné ne# pro jednostrannou alternativu.

Shora uvedené testy jsou speciadlnim pfipadem test pro parametr alternativniho rozdé&leni

A(p):

1. Nulova hypotéza Hy: p=pp

Alternativa A: p#po
L 1 po(l —po
Zamitaci pravidlo : I;; Z X; — pgl > Ug/2 ———n———z
2. Nulové hypotéza Hy: p=po
Alternativa A: p>n
1 1—
Zamitacipravidlo: — Z Xi > po + ug M
n n

3. Nulova hypotéza Hy: p=po

Alternativa A: p<p

1 [po(1 —
Zamitacipravidlo: — Z X; < pp — Ug g_(_)_(_____p_o)
n n

Statistika };ZX,- = ™ zde odpovidd relativni Eetnosti vyskytu jednifek pfi realizaci vyb&ru

(X1,.-.,Xn) z alternativniho rozdéleni.
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Pozndmka

V piedchozim vykladu jsme uvedli, Ze obvykly postup pfi testovani hypotéz spoéiva v tom,
Ze nejprve zvolime hladinu vyznamnosti testu (nejéast&ji o = 0.05 nebo a = 0.01) a poté zjistu-
Jjeme, zda hodnota testové statistiky piekraéuje kritickou hodnotu odpovidajici zvolené hlading
vyznamnosti. JestliZe k pfekroéeni dojde, pak podle zamitaciho pravidla je mo#no nulovou hy-
potézu zamitnout. MiZeme viak pouZit i jiny my3lenkovy postup. Z daného vybé&ru spoditat
hodnotu testové statistiky a zjistit, jakou hladinu vyznamnosti bychom museli volit, aby pii
této hodnoté testové statistiky bylo moZno nulovou hypotézu jests zamitnout. P¥esné&ji fedeno,
ke kaZdé spoditané hodnot& testové statistiky existuje jakdsi hraniéni hodnota - jakmile volime
hladinu vyznamnosti v&t$i neZ tuto hraniéni hodnotu, lze je¥t& nulovou hypotézu zamitnout,
jakmile vSak ji volime men3i, nulovou hypotézu ji# zamitnout nemiiZeme. Hrani¢ni hodnotd
s touto vlastnosti fikdme p - hodnota. Jestlize nulovou hypotézu zamitneme pravé tehdy, kdyz
p — hodnota je mensi nez 0.05 (resp. 0.01), shoduje se tento postup se zamitacim postupem po-
psanym v pfedchozim vykladu, kde o = 0.05 (resp. 0.01). Spoétens p — hodnota ndm viak divs
podrobngjsi informaci o vysledku nafeho testu. Zvolime-li & = 0.05 a p — hodnota odpovidajici
nasim datiim se rovné 0.049, pohybujeme se na hranici zamitnuti. Je-li p — hodnota spo&tens
z naich dat velmi mal4, naptiklad 0.001, je zamitnuti nulové hypotézy velice opravnéné. Cim

v&tsi je spotend p — hodnota, tim je zamitnuti nulové hypotézy méné opravnénsé.

27. Jednovybérova analyza pro normdlni rozdéleni

UvaZujme néhodny vybér (Xi,...,Xp) o rozsahu n z rozd8leni N(u,o?). Uvedme né&které
testy tykajici se parametrd p a o?. Nejprve jeit§ pfipomeiime, jaké statistiky jsou nejlepsimi
odhady parametrd py a 0% i=X a 02 = s2 = —L- 3(X; — X)2. Ve viech uvedenych p¥ipadech

a oznatuje hladinu vyznamnosti testu. Nejprve uvedme testy tykajici se parametru p:

4. Nulovd hypotéza Hy: p=p

Alternativa A:  u# u

X -
Zamitacipravidlo: t = |—Slﬂ)—| V> tgan —1]
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5. Nulova hypotéza Hy: u=pp

Alternativa A: p> o

X —
Zamitacipravidlo: ¢ = p Ko V> to[n — 1]

6. Nulové hypotéza, Hy: u= pp
Alternativa A: pu <

8

V< —tg[n—1]

Zamitacipravidlo:

Pripometime, Ze t,[v] je 100 p% horni kvantil ¢ rozd&leni o v stupnich volnosti.

Piiklad 59.
Skupina studentd mé¥ila vzdalenost dvou orientaénich bodd, které byly vybrany tak, aby byly

pfesné ve vzdalenosti 100.00 m. Studenti naméfili 26 nasledujicich tdaji:

100.02 | 100.01 | 99.98 | 100.09 | 100.01 | 100.01 | 100.01 | 99.99 | 100.05

10 11 12 13 14 15 16 17 18
100.03 | 100.01 | 99.96 | 100.02 | 100.04 | 100.00 | 99.98 | 99.99 | 100.03

19 20 21 22 23 24 25 26
100.07 | 100.01 | 100.00 | 99.96 | 100.01 | 100.02 | 100.02 | 100.00

Tabulka 24.
Otestujte na hlading vyznamnosti @ = 0.05, zda pfistroj, kterym bylo mé¥eni provedeno,

nemsé systematickou chybu.

Resent:

Pokud pfistroj nem4 systematickou chybu, budou namé¥ené hodnoty kolisat kolem 100.00 m.
Z hlediska nevhodnosti pfistroje nés zajima jak systematicks chyba, kterd pfi méfeni zkracuje
vzdélenost, tak i takova, kterd ji prodluZuje. To znamend, %e volime oboustrannou alternativu.

Za predpokladu, Ze chyby méfeni maji normélni rozdéleni, budeme postupovat podle p¥ipadu 4.
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Hladina vyznamnosti a = 0.05.

Hy: p = pp=100m

A: pu# pe=100m

Hypotézu Hj zamitneme ve prosp&ch alternativy A, jestlize
X —
t = 18—“0,\/7_7: > to.025[n — 1].

V nafem piipadé X = 100.0123, s = 0.029305 a n = 26. Po dosazeni do vzorce je hodnota
testové statistiky ¢ = 2.142 v&tSi neZ tg,005[25] = 2.0595, a proto hypotézu Hy zamitidme. Zaver
tedy zni, Ze pfistroj m4 systematickou chybu.

Podivejme se viak na vysledky testu blize. Hodnot& testové statistiky ¢ = 2.142 odpovids
p— hodnota 0.042. To znamens, Ze se pohybujeme na hranici zamitnuti nulové hypotézy, viz
pozndmka v ¢ldnku 26. Kdybychom na po&atku volili hladinu vyznamnosti o = 0.01, nulovou
hypotézu bychom zamitnout nemohli. Za této situace bychom nejspi doporuéili, d¥ive ne# bude
ptistroj zaslan do opravy, udélat n€kolik dal§ich kontrolnich mé&fent, aby se existence systematické
chyby pfistroje potvrdila.

O

Pi¥iklad 60.

Ochrénci pfirody pojali podezieni, Ze podnik vypou&ti do feky vic kodlivého odpadu, ne# uvadi
ve 8vé zpravé. Ve zpravé je uvedeno, Ze primérné mnoZstvi $kodlivého odpadu vypousténého do
feky je 2.0 ug/l. Vysledky m&feni mnoZstvi gkodlivé latky v odebranych vzorcich jsou uvedeny

v nasledujici tabulce:

¢islo vzorku 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10
mnoZstvi Skodlivin (ug/l) 12.212.2 1821 1.7[19(1.7|22(23/2.0
Tabulka 25.

Podatfilo se podniku vysi zne€isténi vody dokézat? (Pfedpokladejme, %e mnoZstvi vypousténych

$kodlivin se ¥idf normélnim rozdélenim.)

Reseni:
V tomto pfikladé nas zajim4, zda obsah 8kodlivin systematicky nepfekratuje hodnotu pug =
2.0 ug/l. Testujeme tedy nulovou hypotézu Hy : u = pg proti jednostranné alternativd A :

> po. Predpoklddame-li, Ze naméfené obsahy fkodlivin jsou realizaci ndhodného vybé&ru
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(X1,...,Xy,) z normélnfho rozdéleni, pak nulovou hypotézu Hy zamitneme ve prospéch alterna-

tivy A, jestlize:
X —
t = ——;—“—9\/5 > ton — 1.

V nafem pifpads X = 2.01, s = 0.22336 a n = 10. Dosazenim do vzorce spo&teme hodnotu
testové statistiky ¢ = 0.14158. Volime-li hladinu vyznamnosti o = 0.05, srovnavime statistiku
t s 5% hornim kvantilem ¢ rozd&len{ o 9 stupnich volnosti #9,05[9] = 1.8331. ProtoZe plati ¢ =
0.14158 < t9.05[9] = 1.8331, nemiiZeme nulovou hypotézu zamitnout. Ochrénctim piirody se

nepodafilo podniku vy$§i zne&idténi vody prokizat.
O

Pozndmka

Vratme se jedté k pfikladu 60. N4¥ z4vér neznamend, %e podnik neznedidtuje vodu ve v&tsi
miFe, nez uvadi ve své zpravé. Znamend pouze, Ze se podniku na ziklad8 méfeni nepodaf¥ilo vy
znedidténi dokézat. To miZe byt zplisobeno napiiklad malym rozsahem vybéru.

Déle uvedme jeden test tykajici se parametru o?, resp. o.

7. Nulova hypotéza Hy: o =02 (resp.oc = oy)

Alternativa A: o*> 02 (resp.c > gy)
-1
Zamitacipravidlo: x? = @——UL > x2[n - 1]
0

Pfipomefime, Ze xg[u] je 100p% horni kvantil x? rozdé&leni o v stupnich volnosti.

Piiklad 61.
Pfi uvedeni do provozu byl davkovaé sefizen tak, aby smérodatnd odchylka o = 0.4. Po &ase byla
provedena kontrola, zda se provozni parametry davkovade nezhorsily. Vybrany vzorek o rozsahu
n = 11 dal nisledujici hodnoty: 50.12, 49.65, 48.85, 50.56, 50.23, 49.13, 49.10, 50.77, 49.34, 49.86,
50.45. Otestujte, zda se presnost davkovace nezhor¥ila. (Pfedpoklidejme, %e velikost divek se
fidi normalnim rozd&lenim.)
Reseni:

ZhorSeni presnosti davkovate znamens zvét§eni smérodatné odchylky. Odtud volime nulovou
hypotézu Hy : 0 = 0¢ = 0.4 a alternativu A : 0 > 0y = 0.4. Nejprve spoétéme zékladni statistiky
X = 49.8236, s = 0.65584 a s* = 0.430125 a poté testovou statistiku x? = 2430125 . 10 — 26,83,

Zvolime-li hladinu vyznamnosti @ = 0.05, budeme porovndvat hodnotu testové statistiky 2



8 X&0s5[10]. Vzhledem k tomu, %e x2

zamitnout. Pfesnost davkovale se tedy

28. Dvouvybérova analyza

UvaZujme ndhodny vybér (X1, .
N(uz,03). Necht ndhodné vybery (X Ls-

- IZ
ngi:lXi’
- 1 &
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= 26.88 > xZ5 = 18.307, musime nulovou hypotézu

zhorgila.
O

pro normalni rozdéleni

0?) a vybér (Y1,...,Yy) z rozdéleni

Yy,) jsou nezéavislé. Oznadme:

Xp) 2z rozd&leni N(py,
Xn) a (Yl,...,

S
$*(y) = i::

Uvedme n&které testy tykajici se parametri p1, g, o2, 02:

2 2

8. Nulov4 hypotéza Hy: o] = o5
Alternativa A : 0% £ o2
max
Zamitaci pravidlo: F = (

(2),5*())

kdevi =n—1a s

vV =m

min(2(z), 52(1))

> Fypalvr, ve),

=m—1, jestlite s%(z)> s?(y),

—lawvy=n—1, jestlite s%(z) < s*(y).

Pfipomenime, Ze Fy, /5[v1,v2] je 100 («/2)% horni kvantil F' rozdé&leni o v1, v, stupnich volnosti.

9. Nulova hypotéza Hy: of = 03
Alternativa A : o} > ol
2
. s
Zamitaci pravidlo: F = (z)

s2(y)

> Fon—1,m — 1]
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10. Nulova hypotéza Hy :

Alternativa A :

a) Zamitaci pravidlo :

b) Zamitaci pravidlo :

11. Nulova hypotéza Hy :

Alternativa A :

a) Zamitaci pravidlo :

b) Zamitaci pravidlo :

Pi#iklad 62.

M1 = W2
B1 F# po

(za predpokladuc? = o2)

— I7“7| rp— nm
LY oy 1 B gy et o MR Beerenieg

> tg/a[n+m—2]

(za predpokladuc? # o32)
X-Y

t= >t ,

i@z_{_azy a/2[V]

n m

2 2 2

Kde _1_: c +(1 c) - 3(:1:)/1; '

v n-1 m-1 (s%(z)/n) + (s%(y)/m)
pr = K2
H1 > p2

(za pfedpokladuo? = 02)

-X—Y nm
Y/ ra y e e e y e MR g

> taln +m — 2]

(za predpokladuo? # o2)

b= XY i
B C2 (1 — c)2 . 32(1")/’”
kde - = it o @ ¢ (s?(z)/n) + (s*(y)/m)’

Ve vyrobné& betonu bylo vyrobeno a vyzkouSeno 11 krychli betonu B 15 ze dvou riiznych z4-

mési. Otestujte, zda oba dva druhy betonu jsou stejné kvalitni. (Pfedpokladejme, %e pevnost je

normélné rozdélend nadhodné veliéina.)
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¢islo zkousSky | pevnost (MPa) | pevnost (MPa)

1. zdmés 2.z4més

1 18 19

2 19 20

3 19 21

4 21 20

5 22 18

6 20 22

7 19 21

8 21 19

9 22 21

10 18 20

11 19 21
Tabulka 26.

Reseni:

Necht X oznaduje krychelnou pevnost betonu 1. zdmési a Y krychelnou pevnost betonu 2.
zdmési. Podle pfedpokladu X ~ N(u1,0%) a Y ~ N(uz2,03). Oba dva druhy betond jsou stejns
kvalitni, jestlize p; = po. Odtud nulova hypotéza Hy : u; = ug a alternativa A : py # .
Z nezdvislych vybérd (Xi,...,X11) a (Y1,...,Y11) spofteme: X = 19.8182, s(z) = 1.47093
aY = 20.1818, s(y) = 1.16775. V piipadé shodnych rozsahi je testovs statistika ¢ shodna pro
10 a) i 10 b) a rovna se ¢t = 0.642161. Zvolme hladinu vyznamnosti o = 0.05. Za p¥edpokladu
0} = o se prava strana zamitactho pravidla rovna hornimu kvantilu tg95[20] = 2.086, viz
10 a). Predpokldddme-li 02 # 02, lze pravou stranu zamitaciho pravidla aproximovat hornim
kvantilem g 25[19] = 2.093, viz 10 b). Zamitaci pravidlo neni spln&no ani v jednom z t&chto
dvou pfipadd. Nulovou hypotézu tedy nemiZeme zamitnout. Nepoda¥ilo se ndm prokizat rozdil
v kvalité betonu 1. a 2. z4mé&si.

[
Priklad 63.
Ve dvou cementarnich byla provedena kontrola dévkova&l. ZvaZenim 13 ndhodn& vybranych
pytli cementu z prvni cementérny byly ziskdny hodnoty: 51.5, 47.0, 48.5, 53.0, 47.3, 48.1, 48.8,
49.2, 52.3, 47.1, 49.5, 46.3, 50.1 (kg). Obdobn& zviZenim 9 ndhodn& vybranych pytld z druhé
cementéarny byly ziskdny hodnoty: 50.3, 50.7, 48.2, 50.1, 49.9, 51.1, 49.8, 48.9, 50.3 (kg). Otestujte

zda oba dévkovade pracuji stejnsé.
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Resent:
Vybéry ziskané z prvni a druhé cementirny jsou nezavislé. Pfedpokldddme-li, e hmotnosti
pytld jsou normélng rozdélend, miizeme pouZit postupu 8. a 10.

Nejprve otestujme, zda jsou jejich rozptyly stejné. Testujeme nulovou hypotézu: Hy : 0?2 = o3
max(s?(z),s2(y)) __ s3(x) _

proti alternativé A : o? # o2. Spoétéme testovou statistiku F = GG = s =

S7east = 5.609. Zvolime-1i hladinu v§znamnosti a = 0.05, pak F' = 5.609 > Fp 2512, 8] = 4.200.

Nulovou hypotézu musime zamitnout. Prokizali jsme, %e oba davkovade nejsou stejné presné.

Déle otestujme, zda jeden z ddvkovadl nedavs systematicky vétsi davky neZ druhy. Testujeme
nulovou hypotézu Hy : pu; = po proti alternativé A : p; # pg. Hladinu vyznamnosti opét
uvaZzujeme o = 0.05. Vzhledem k tomu, %e jsme prokazali, ¥e 07 # 0%, musfme pou#it zamitaciho
pravidla z 10 b). Statistika ¢ = [49.131-49.922| = 1.206. Spodétéme v = 17.3, kritick4 hodnota

/(4.442/13)+(0.792/9)
t0.025[17] = 2.1098 a t9,025[18] = 2.1009. Vzhledem k tomu, %e testova statistika ¢ = 1.206 je men3{

neZ obé& kritické hodnoty, nemtZeme nulovou hypotézu zamitnout. Nepodafilo se n4m prokazat,
Ze jeden dévkoval dévéa systematicky vétsi davky neZ druhy. Podafilo se ndm viak prokézat, e
dévkovacde nejsou stejné presné. Davkovaé v druhé cementdrng je zfejmé& presnéjsi ne? davkoval

v prvai cementirng. O

29. Parovy test

V pfipadé, Ze ndhodné vybéry (X1,...,X,) a (Y1,...,Y,) nejsou nezdvislé, nemi%eme pouzit
pfedchozi dvouvybérovou analyzu. Nékdy vSak miZeme s vyhodou pouZit parového testu. My3-
lenka pérového testu spo&iva v tom, Ze je-li ((X1,Y1),...,(Xn,Ys)) v§bér z dvourozmérného
normalniho rozdéleni N ((u1, p2), X), pak vibdr (Z1,...,Z,), kde Z; = Y; — X;,i = 1,...,n,
je vyb&r z normélniho rozdleni N (u(z) = (2 — p1),02(2)). Hypotézy tykajici se porovnéni
stfednich hodnot p; a po je moZno pfevést na hypotézy tykajici se parametru u(z) a pouit

zamitacich pravidel z &lanku 27.

12. Nulovdhypotéza Hp:py =p2 <= Hp:u(z)=0
Alternativa Ay #Fpe = A:uz)#0
13. Nulovdhypotéza Hp:p =ps <= Hy:u(z)=0
Alternativa A:pi>pe < A:p(2)<0
14. Nulovdhypotéza Hp:pu; =pus <= Hp:u(z)=0
Alternativa A <pr = A:u(z)>0
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Priklad 64.

Novy trenér navrhl novou trénovaci metodu, o které v¥ak ostatni trené¥i tvrdili, e nepovede ke
zlepSeni vykonu. Aby dok4zal, Ze nova metoda vede ke zlep$eni vykonu, prevzal trenér dru¥stvo
skokant, u kterych byly zaznamendny jejich posledni vykony, viz tabulka 27. Po tfech mésicich
tréninku podle nové metody byly op&t zmé&Feny jejich vykony. Podatilo se trenérovi prokizat

vhodnost jeho metody? (Pfedpokladejme, Ze vykony maji normélni rozdéleni.)

Resent:
Vykon i—tého sportovce na poéatku trénovaciho obdobi oznadme X; a vykon tého¥ sportovce
po tfech mésicich oznatme Y;. PYedpokladejme, Ze (X;,Y;) ~ N (p = (p1,p2), ), i = 1,...,16.
Trenér chce prokézat, Ze jeho trénovaci metoda vede obecné& ke zlepfeni vykonu. Samoziejmé
to neznamend, Ze vykon kaZdého sportovce se zlepsi, ale Ze se zvedne hodnota, kolem které se
délky skokl pohybuji, tedy, Ze plati A : pu1 < pg. Ndhodné velidéiny X; a Y; jsou zévislé, nebot
napftiklad obé& z4visi na fyzické zdatnosti i—tého sportovce. Budeme-li mé&¥it vykony sportovce

s v&t3i fyzickou zdatnosti, budou ob& hodnoty X; a ¥; vét¥i apod. Pou#iti parového testu je zde

nutné.
¢éislo délka skoku na podatku | délka skoku po ukondeni rozdil ve
skokana | trénovaciho obdobi (cm) | trénovaciho obdobi (cm) | vykonu (cm)
1 737 740 3
2 725 724 -1
3 741 750 9
4 742 741 -1
5 727 735 8
6 731 729 -2
7 742 741 -1
8 725 729 4
9 725 729 4
10 731 728 -3
11 731 733 2
12 727 733 6
13 727 728 1
14 727 730 3
15 727 726 -1
16 739 742 3

Tabulka 27.
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Zavedme nové ndhodné veli¢iny Z; = Y¥; — X;,4 = 1,...,16 a testujme nulovou hypotézu
Hj : p(z) = 0 proti alternativé A : u(z) > 0. Zvolime-li & = 0.05, pak zamitaci pravidlo m4 tvar:
t= Z V> toes[n — 1],

s(z)
kde tg05[n — 1] je 5% horni kvantil ¢ rozdéleni. Spo&téme Z = 2.125, s(z) = 3.55668, n = 16
a odtud dosazenim do vzorce spo&téme hodnotu testové statistiky ¢ = 2.3899. Hodnota testové
statistiky je v&tSi neZ ¢g,05[15] = 1.7531, a proto se nulova hypotéza zamita. Trenérovi se podafilo

prokézat vhodnost jeho metody.
a

Pozndémka

Zdtraznéme znovu rozdil mezi parovym testem, viz &lanek 29, a dvouvyb&rovym testem, viz
¢lanek 28. Dvouvybérovy test miZeme pouZit jen v pfipads, Ze skuteénd mame zajisténu nezé-
vislost vSech veli¢in X1,..., X,,Y1,...,Yy,. UZijeme-li dvouvyb&rovy test v situaci, pro kterou
je nezbytny test parovy, vede to zpravidla k nesmyslnym vysledkiim. Naproti tomu v pfipadé
m = n neni hrubou chybou pouZit parovy test i v situaci, pro kterou je vhodn&ji dvouvybérovy

test. Dojde jen k méné& efektivnimu zpracovani informace obsaZené v datech.

30. Analyza rozptylu—jednoduché t¥idéni

UvaZujme nésledujici zobecnéni dvouvybérové analyzy pro normélni rozdéleni. Mdme m nezi-
vislych vybérd (Xi1,...,X1n,), (Xo1,---, X2ny)s- -5 (Xm1y-- - Xmn,,) z normélnich rozdsleni
N(p1,02%), N(ug,02),..., N(ttm,0?). Dilezitou otdzkou v aplikacich je, zda jsou stfedni hodnoty
M1, -, 4m shodné, pFipadné které se lisi. Rozptyly se pfedpokladaji stejné — rovné neznidmému

parametru o2.

15. Nulova hypotéza Hy: p1 = e = ... = fim
Alternativa A : existuje ¢ #j tak, Ze p; # uj
N -m)S
Zamitaci pravidlo: F = (—w > Fym —1,N —m],

(m —1)Se

kde N = 3% np je soudet rozsahi vSech soubord. Statistika S se nazyvé mezidroviiovy
soucet ¢tverci a méFi, jak daleko jsou priméry jednotlivych vybéri od celkového priiméru viech
pozorovani. Veli¢ina S, se nazyva residudini soucet ¢tvercd, pfi¢em# Se/(N — m) je odhadem
nezndmého rozptylu o2. Nulové hypotéza je zamitnuta tehdy, jestlife se priméry jednotlivych
vybéri lisi vyrazng od celkového priméru, p¥fiem? je t¥eba vzit v ivahu, zda pfipadné odchylky

nejsou zpiisobeny jen vlastnim kolisdnim dat, které vyjad¥uje jejich rozptyl o2.
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Statistiky S4 a Se miZeme vypoditat na zdkladg dale uvedeného postupu. Z kaZdého souboru

(Xi1,...,Xin;) vypodteme statistiky

nq
X;. = ZX,-]- — gsoudet hodnot,
j=1
< 1 , .
Xi. = ;L;X, — vybérovy primeér,
n;
ZXZ-ZJ- — soufet druhych mocnin,
j=1

a pro viechna data

m

X. = Z X;.  — celkovy soudet hodnot viech soubord,
i=1

= 1

X.. = YV_X . — vybé&rovy primér hodnot vSech soubort.

Déle definujme

T g =1 1
S4 = an (X, —-X..) = (Z n—Xf) — NX2,
i=1

i=1
m n; — m ng 1
Sr=Y Y (Xy-X.) =D D x| - —N-X,?:,
i=1 j=1 i=1 j=1
Se = ST — S4.

Pozndmka
Uvedme predeviim, Ze neni spravné misto vyse uvedeného zamitactho pravidla pouzit dvouvy-
bérovou analyzu pro otestovani nulovych hypotéz H : u; = p; pro viechny mo¥né kombinace

i # j. Kumulaci vice testl se toti% zm&ni hladina vyznamnosti.

Priklad 65.
V péti vyrobnéch oceli téZe t¥idy byly na celkem 29 vzorcich zm&Feny pevnosti v kluzu. Otestujte,

zda jednotlivé vyrobny produkuji stejné kvalitni ocel.

Reseni:
Predpoklédejme, Ze veli€ina X; oznatujici pevnost v kluzu oceli z i—té vyrobny (i = 1,...,5)
m4 normaln{ rozdéleni s parametry p; a o2. Stejné kvalita oceli zfejmé& znamend, Ze plati y; =

...:uS-
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oznaden{ | zji¥téné pevnosti X;. X;. ) Xz?j
vyrobny | (MPa)
1 326, 334, 340, 344, 326, 338 | 334.6667 | 2008 | 672 288
11 350, 348, 356, 343, 351, 348 | 349.3333 | 2096 | 732294
11T 328, 319, 309, 333, 330, 342 | 326.8333 | 1961 | 641 579
v 339, 346, 320, 344, 358, 352 | 343.1667 | 2059 | 707 441

\% 309, 302, 321, 336, 312, 316 1580 | 499 966
Tabulka 28.
Stejnd kvalita oceli zfejmé znamens, Ze plati p; = - - - = ps. Z nezavislych vybérd (X1, ... , Xin,)

spofteme potiebné statistiky, viz pravé st tabulky 28. Celkovy soudet X.. = 9704 a primér
viech dat X.. = 334.6. Odtud Sy = 3834.49, St = 6408.83, S, = 2574.34. Testovs statistika
F = 8.937 je v&t&i neZ Fpos(4,24] = 2.776 i neZ Fpo1[4,24] = 4.218. Nulovou hypotézu tedy
zamitdme na hladiné o = 0.05 i na hlading a = 0.01. Podafilo se prokdzat vyznamny rozdil
v kvalité oceli z riznych vyroben. O

Zamitneme-li nulovou hypotézu Hy : pu; = --- = W, je pfirozené se ptat, meszi kterymi
hodnotami je vyznamny rozdil. Podle takzvaného Scheffeho kritéria se vyznamng 1i3i ty stiedni

hodnoty p; a p;, pro které

Fz-j:lf,.._y,..|>\/(g;+5;) (= 05 =1, =)

Pi¥iklad 66.
Oznacte dvojice vyroben z piikladu 65, které produkuji ocel riizné kvality.

Resent:

Veli¢iny F¥ mi¥eme zapsat do tabulky:

Fil|1 2 3 4 5

1 |- 147 78 85 187

2 |- - 225 6.2 333

3 |- - - 16.3 108

4 |- - - - 272
Tabulka 29.

Pravd strana zamitaciho pravidla je pro o = 0.05 rovna 19.94 (: < 5,5 < 5) a 2091 (4 =
5 nebo j = 5). Vyznamn& se 1§ dvojice vyroben (II,III), (II,V), (IV,V). O
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31. Testy nulovosti korela¢niho koeficientu

V aplikacich nés &asto zajim4, zda jsou veli€éiny X a Y z4vislé nebo nezavislé. Ridi-li se

ndhodny vektor (X,Y)’ dvourozmérnym normélnim rozdélenim N(u, X), kde

2
“1 g1 PO102

2
K2 poioy 0%

pak jsou veliéiny X a Y nezdvislé pravé tehdy, je-li korelaéni koeficient p = 0, viz pozndmka
v &lanku 17. Testovani nulovosti korelagniho koeficientu je tedy velmi dileZité.

UvaZujme ndhodny vybér (X1,Y1),...,(Xy,Ys) 2z dvourozm&rného normélniho rozdélenf
N(p, X). Necht r oznaduje vyb&rovy korelaéni koeficient, definovany v &lanku 24. Uvedme testy

nulovosti korelaéniho koeficientu p proti riznym alternativam:

16. Nulova hypotéza Hy: p=20

Alternativa A: p#0

vn—2
Zamitacipravidlo: t = %— > to2[n — 2]

17. Nulova hypotéza Hy: p=20

Alternativa A: p>0
vn—2
Zamitacipravidlo: ¢ = ALLAnEN taln — 2]
Vi—r2

18. Nulova hypotéza Hy: p=20

Alternativa A: p<0
vn—2

Zamitacipravidlo: ¢ = 7"17z—2 < —tgln —2]
-

P¥iklad 67.

V tabulce 30 jsou uvedeny hodnoty X; - primérné roéni pritoky Labe v Usti nad Labem a hod-
noty Y; - roéni srdZkové Ghrny v povodi Labe méfené v letech 1941 - 1956. Pfedpokladejme, %e
(X3, Y3), i =1,...,16, tvo¥i ndhodny vybér z dvourozmérného norméalniho rozd&leni. Otestujte

na hlading€ vyznamnosti o = 0.05 nulovou hypotézu Hy : p = 0 proti alternativé A: p > 0.
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rok | pritok (m3/s) | sra¥kovy tthrn (mm)
1941 699.0 844
1942 314.8 551
1943 155.9 479
1944 387.6 767
1945 314.6 742
1946 316.8 729
1947 2564.7 568
1948 338.9 666
1949 226.1 702
1950 1874 667
1951 209.6 562
1952 240.9 671
1953 2179 503
1954 221.2 729
1955 363.6 708
1956 342.5 706
Tabulka 30.

Reseni:
Vybérovy korela¢ni koeficient » = 0.677. Spodt&me hodnotu testové statistiky ¢ = 3.442
a porovnejme ji 8 5% hornim kvantilem ¢ rozdgleni o 14 stupnich volnosti ¢g5[14] = 1.7613,
viz 17. Vzhledem k tomu, Ze t = 3.442 > i05[14] = 1.7613, zamitdme nulovou hypotézu
ve prospéch alternativy. Tento vysledek potvrzuje skutednost, kterou jsme tusili, Ze ,,s ristem
srazkové &innosti se zvét¥uji i primérné roéni pritoky*.
O

32. Test x? dobré shody

Vhodnost nebo nevhodnost pouZiti uréitého rozdgleni jako modelu pro napozorovani data
Jje moZno posoudit tak, Ze pro libovolnou mnoZinu A porovnévime relativni &etnost, se kterou
padnou data do této mnoZiny, a pravdépodobnost, s jakou se ndhodn4 veli¢ina s rozd&lenim,
které chceme pro modelovini pou#it, realizuje uvnit¥ mnoZiny A, viz &lanek 19. Je ziejmé, Ze
nemiiZeme toto porovnini providét pro kazdou mnoZinu A. V&tSinou zvolime nd&jaky systém
disjunktnich mnoZin Ay, ..., A; (fiké se jim n&kdy tfidy), které pokryvaji mnoZinu moznjch
hodnot teoretického rozdgleni, o kterém chceme rozhodnout, zda-li je to dobry model nebo ne.

Necht pro i = 1,...,1, znadf n; absolutni &etnost mno¥iny A;, to znamens podet dat, které
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padnou do mnoZiny 4;, a podil n;/n, kde n je rozsah vyb&ru, znadf relativni etnost mnoZiny
A;. Cim je shoda mezi relativnimi &etnostmi niy/n, 1 = 1,...,l, a pravdépodobnostmi p; =
P(X € A;), i =1,...,1, v8t3i, tim je vybrany model vhodn&j§i. Dobr4 shoda mezi relativnimi
¢etnostmi n;/n a pravdépodobnostmi p;, ¢ = 1,...,l, nast4va pravé tehdy, jestliZe je dobra shoda
mezi skutecnymi (empirickgmi) absolutnimi éetnostmi n;, i = 1,...,1, a takzvanymi teoretickijmi

Cetnostmi np;, ¢ = 1,...,1. Jednou z moZnosti, jak tuto shodu méfit, je pouit statistiku x2:

2
9 n; — np;

(32.1) X2 = ; (—??E_)_'
Je z¥ejmé, Ze ¢im se skuteéné etnosti n; a teoretické Cetnosti n p; vice shoduji, tim je statistika
x? mensi, a naopak, &m se vice li#f, tim je statistika x? v&tdi. Na této mySlence je zalozen hojng
uzivany test x2 dobré shody. Plati-li toti, ¥e pozorovéni jsou skute&nd realizaci ndhodného
vybéru z rozdéleni, pro které plati p; = P(X € A;), ¢ = 1,...,1, pak je pro velk4 n statistika
(32.1) rozdé&lena pfiblizng podle x? rozd&leni s I — 1 stupni volnosti. Hypotézu Hy, %e data
pochézeji z daného rozdgleni zamitneme, jestlize x* > xZ[l — 1], kde x2[l — 1] je 100 % horni

kvantil x* rozdéleni o I — 1 stupnich volnosti. Pro praktické pouZiti testu se doporuéuje, aby

teoretické Cetnosti v8ech t¥id nebyly men¥i neZ 5.

Priklad 68.
V tenké vrstvé roztoku zlata se registroval podet &astic zlata, které se dostaly do zorného pole
mikroskopu. Pozorovani se providéla pravidelng vZdy po uplynuti stejné dlouhého &asového

intervalu. Vysledky jsou uvedeny v tabulce 31.

pocet &astic 0 1 2 | 3|4(5/67
absolutni éetnost | 112 | 168 | 130 |68 |32 (5|1 |1

Tabulka 31.
Ovéite pomoci testu x? dobré shody, zda data jsou realizaci ndhodného vyb&ru z Poissonova

rozdéleni s parametrem \ = 1.5.

Reseni:

Néhodn4 veli¢ina Fidici se Poissonovym rozdglenim nabyva hodnot 0,1,2,... . Obor hodnot
rozd€lme do Sesti t¥id - {0}, {1}, {2}, {3}, {4}, {ba vice}. Rozsah vyb&ru n = 517. Pro jed-
notlivé t¥idy porovnejme skutedné etnosti n; a teoretické &etnosti np;, kde p; = P(X = i) =
CAN G=0,...,4ap=PX25)=1-P(X<4)=1-3% p.

il



96

podet astic | skute€nd Cetnost n; | teoretickd &etnost n p; g"—?;—%&ﬁ
0 112 115.358 0.097766

1 168 173.037 0.146649

2 130 129.778 0.000379

3 68 64.889 0.149148

4 32 24.333 2.415484

5 a vice 7 9.607 0.705928

Tabulka 32.
Nulova hypotéza Hj tvrdi, Ze mnoZstvi zlata v zorném poli mikroskopu je vybér z Poissonova
rozdéleni Po(A = 1.5). Abychom mohli o platnosti hypotézy Hy rozhodnout, je t¥eba spoé&itat
hodnotu statistiky x?, kterd se rovné souétu posledniho sloupce v tabulce 32, tj. x? = 3.51535.
Srovname-li hodnotu x? = 3.51535 s 5% hornim kvantilem x? rozd&lenf o 5 stupnich volnosti
X2.05[6] = 11.07, vidime ihned, ¥e hodnota testové statistiky x? je daleko mengi ne¥ 5% horni
kvantil x? rozd&leni. Navic odpovidajici p—hodnota je rovna 0.621. Odtud vidime, #e tvrzeni
o vhodnosti Poissonova rozdéleni s parametrem A\ = 1.5 pro modelovini dat nemtiZeme zamit-
nout. Naopak, dokonce se zd4, Ze dané Poissonovo rozdéleni je velmi vhodnym modelem pro

nase data. O

Ve vétSing€ praktickych p¥ipadd chceme ovéfit, zda se daji data modelovat pomoci uréitého
rozdéleni, aniZz zndme predem p¥esné parametry tohoto rozdéleni. Napiiklad chceme ovéfit, zda
pro modelovani dat lze pouZit normalniho rozdé&leni apod. V téchto pfipadech je tfeba v testu
x> dobré shody pouit misto konkrétnich hodnot parametri jejich odhady. Odhad parametri se
provadi modifikovanou metodou minimélniho x2, ktera je popséna nap¥. v LikeSovi a Machkovi
(1983). Pfi testovani, zda data pochizeji z daného rozdéleni, srovndvame pak statistiku 2
s kvantilem x? rozd&leni o I—k—1 stupnich volnosti, kde [ je po&et t¥id a k je po&et odhadovanych
parametri. Na pFikladé si ukdZeme pouZiti této metody pro normélni a logaritmicko-normalni

rozdéleni.

Priklad 69.
Na délnici v dobé& od 16:05 do 16:15 byly mé&Feny ¢asové odstupy v sekundich mezi jednotlivymi

vozidly. Naméfené hodnoty jsou zaznameniny v tabulce 33.

&asové odstupy | (0,1) | (1,2) | (2,3) (3,4) (4,5) (5,6) (6,7) (7,8)
Cetnost 3 28 20 16 21 14 10 4
gasové odstupy | (8,9) | (9,10) | (10,12) | (12,14) | (14,16) | (16,18) | (18,20) | (20, 25)
¢etnost 6 2 5 1 1 0 0 1

Tabulka 33.
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Najdéte vhodny model.

Reseni:

V tomto pripadé& nezndme konkrétni hodnoty ndhodného vybéru, zndme jen podty dat, které
leZi v danych intervalech - takzvané skupinové rozdéleni cetnosti. Nejprve otestujme, zda vybér
pochézi z normalniho rozdé&leni. Modifikovand metoda minim4lntho x? vede pro parametry p

a o2 normélniho rozdgleni na odhady:

l

{
H= n E n; &, o= n ;—1: ni (& — )%,

g=1

kde &; je stfed i—té t¥idy.

£& (051525354555 (65|75(85(9.5[11 1315225
n;| 3 (2812016 |21 14 (10| 4|6 |2 |5]|1|1] 1

Tabulka 34.

PouZijeme-li pfedchozi vztahy, dostdvadme 11 = 4.48106 a & = 3.197659.

Obor hodnot normalniho rozd&leni R' rozd&lme do t¥id (—o0,0), (0,1), (1,2), ..., (8,9),
(9,00). Pro kaZdou t¥idu (ry, r;41) spoteme teoretickou Eetnost 7 p;, kde p; = P(X € (rj,rit1))
a X ~ N(f,02). Odtud p; = F(rip1) — F(r;) = & (u%rﬁ) iy (T—&:E) Porovnejme skute&ns

1 teoretické detnosti.

0 4 8 12 16 20
¢asové odstupy

Obréazek 19.
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Hodnotu y? = Y_, (i=ne)?

=l np;

ol—k—1=11-2—1= 8 stupnich volnosti, tj. x2 o5[8] = 15.507. Ze srovnéni hodnoty testové

¢asovy odstup (s) | skuteénd &etnost n; | teoretickd Eetnost n p; gm—;%’iﬁ
(—00,0) 0 10.633 10.6331
(0,1) 3 7.604 2.7875
(1,2) 28 10.658 28.2155
(2,3) 20 13.559 3.0601
(3,4) 16 15.603 0.0077
(4,5) 21 16.401 1.2894
(5,6) 14 15.596 0.1633
(6,7) 10 13.459 0.8891
(7,8) 4 10.542 4.0593
(8,9) 6 7.493 0.2975
(9, 00) 10 10.401 0.0155
Tabulka 35.

= 51.5181 srovndme s 5% hornim kvantilem x? rozdéleni

statistiky x? a pFislugné kritické hodnoty vyplyvé, %e nulovou hypotézu zamitime, jinak Fefeno,

normalni rozdéleni neni v tomto p¥ipads vhodngm modelem. Spoéteme-li k hodnot& testové sta-

tistiky x? = 51.4181 odpovidajici p—hodnotu, vyjde 2.18-10~8, co¥ je éislo daleko, daleko mensi

nez 0.05. Tento vysledek je§té mnohem vyraznéji zdiraziiuje nevhodnost normalniho rozdélenf

pro modelovani napozorovanych dat.

Rozdé€lent, které v disledku vyrazné sikmosti histogramu p¥ipadd v tvahu, je rozdg&leni loga-

ritmicko-normélni. Odhadnéme proto parametry logaritmicko-norméalniho rozdéleni

LN(#" 021 To = O)

=

Q)

% ¥ n; Iné; = 1.269639,

\/ % D ni(Ing — )2 = 0.699603.

Obor hodnot logaritmicko-normélntho rozdgleni rozdélme do t¥id (0, 2), (2, 3),. .., (7,8), (8,10),

(10, 00). Pro kaZdou tfidu (r;,7;11) spo&t&me teoretickou &etnost n p;, kde p; = & (

(g

b (m ri)—f ) a porovnejme skuteéné a teoretické etnosti.

In{rs11)—~¢

$27) -
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Lisd || F\
3
109 A
54
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0 4 8 12 16 20
casové odstupy
Obrazek 20.
dasovy odstup (s) | skutetnd &etnost n; | teoreticks Eetnost n p; gm_;%uﬁ
(0,2) 31 27.055 0.5752
(2,3) 20 26.199 1.4666
(3,4) 16 21.487 1.4011
(4,5) 21 15.866 1.6614
(5,6) 14 11.332 0.6281
(6,7) 10 8.036 0.4799
(7,8) 4 5.719 0.5169
(8,10) 8 7.078 0.1201
(10, 00) 8 9.228 0.1634
Tabulka 36.
st 2 _ o (ni-np)? . . : 2
Hodnotu statistiky x* = >",_; g~ = 1.0126 porovnédme s 5 % hornim kvantilem x* roz-

délenio/—k—1 = 9—2—1 = 6 stupnich volnosti x3 ;s[6] = 12.592. Nulovou hypotézu o vhodnosti

logaritmicko-normélniho rozdéleni nezamitdme. P¥islu¥na p—hodnota je rovna 0.3297, co¥ je &islo

znalné vétsi neZ 0.05. Tento fakt ndm znovu potvrzuje, %e logaritmicko-normaln{ rozd&leni je

vhodnym modelem pro nase data.

O
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Cast VII. Regrese

33. Linedrni regrese s jednou vysvétlujici proménnou

Zatnéme piikladem. Z fyziky si je§t& dobife pamatujeme Hooklv zdkon. Je-li tyé namshina
vngjsi silou F, pak piirtstek délky Y je pfimo tmé&rny sile F. Budeme-li provadét tento pokus
prakticky, to jest m&¥it silu i prodlouZeni ty&e, nebudou hodnoty prodlouZeni lefet zcela presné
v piimce, ale budou kolem této p¥imky mirné kolisat. Malé odchylky od pfimky budou zptisobeny
nejspi§ chybami mé&feni.

Uvedme je3t& dalsi priklad. Podet ziskanych bodd u pisemné zkousky z matematiky je Gmérny
poctu hodin, které student vénoval p¥ipravé. Presto, i kdybychom znali pfesnou dobu, kterou
se student na zkouSku pfipravoval, nemiZeme pfedem p¥esnd ¥ici, kolik bodd u zkousky ziska.
Zévisla proménnd Y - polet ziskanych bodi z4visi na nezavislé proménné X - poétu hodin p¥i-
pravy, ale jeji hodnotu ovliviiuji je$t& dalii faktory, napriklad moment4lni indispozice studenta,
studentovy vlohy apod.

V obou téchto pfipadech bylo mo#no Y vyjidiit jako soudet hodnoty néjaké funkce f v bods

z, kde z oznaduje hodnotu, kterou nabyla promé&nns X, a ndhodné chyby e:
Y = f(z) + e

Néhodn4 chyba e vzniks napiiklad jako chyba mé&¥eni nebo piisobenim jinych nsdhodnych vlivi.
Veli¢ina Y je zf'ejmé& ndhodné, nebot vzniks jako soudet nendhodné funkce f(z) a ndhodné chyby

e.
Prvnim tkolem statistického zkoumani je najit regresni funkci f, zndme-li n dvojic (z1,41),...,
(T, Yn), kde z; je hodnota nezdvislé, vysvétlujici proménné X; a y; hodnota odpovidajici zdvislé,

vysvétlované proménné Y;, pFitemz predpokldddme, Ze
Yi=f(z;)+e, i=1,...,n
Vime-li pfedem, Ze regresni funkce f(z) ma tvar
f(z) =bo + b1,

pak mluvime o linedrni regresi s jednou vysvétlujici proménnou, p¥ipadng& o jednoduché linedrni
regresi.

Prvnim krokem v piipadé linedrni regrese je odhadnuti koeficientd by a b;. Nejéast&ji pou-
Zivanou metodou pro jejich odhad je metoda nejmensich ¢tvercid. Tato metoda hledéni by a b;
spotiva v minimalizaci souétu kvadratd chyb g(bg,b1) = > i, (Yi —(bo+b1 :z:,))2 Na obrazku 21
odpovida funkce g(by, b;) vySrafované ploge.
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)(bx

YA

yi P00 0 ssnsnssrsses PP OOERORES

'yi = (bo +b1$i)| {

E[:l?i, bo + bla:,-]

sseccssensasnresne

~ z
Z; -
Obrézek 21.
Minimum funkce g(bp, b;) hleddme tak, e poloZime parcidlni derivace
Og(bo,b1) ~ 9g(bo, b1)
Jbg by
rovny nule. Vznikne tak linedrni soustava dvou rovnic pro dvé nezndms by a b;:
bon + by 3 o= Y Y,
bo Z(L‘z + blsz = Zw,)’;
Refenim ziskdme odhady:
Zo =Y - 31 z,
7 o2@-8Ys  Y&Y-nTY
' (e -2 noi(e)
Pokud ndhodné chyby ei,...,e, jsou nezdvislé, stejné rozdslené s normilnim rozdélenim

N(0,02), pak jsou odhady Bo, b; nejlepii nestranné odhady by, b;.
Optimélni pfimka ziskand metodou nejmensich &tverci je y = 30 + 31 x. Nepresnost, které

jsme se pfi proklddéani nejlepsi pfimky ve smyslu metody nejmensich &verci dopustili, se rovng

Se = Z(Y; - (50 +31 mi))2 — ZYZ2 -..’b\o Z}’; _Elzwi},i-

Veli¢ina S, se nazyva residudini soucet étvercd. Celkovy rozptyl vysvétlované proménné Y se dj

vyjadrit jako souet nevysvétlitelné ¢dsti rozptylu , kterd se rovna residudlnimu souétu &tverch
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Se, a vysvétlitelné &dsti rozptylu Z((ZD +by2;) — 17)2 =823 (z; — )2

> ¥i=Y) =3 (Y~ (bo+br2i)" +57 Y (2 — 7)?
Podil vysvétlitelné ¢ésti rozptylu k celkovému rozptylu

b2 (2 — 7)°
Y (Y -Y)?

se nazyva koeficient determinace. Plati d = r?, kde r je vybé&rovy korela¢ni koeficient. Cim lépe

d=

funkce y = 30 +31 z vyjadruje zdvislost Y na X, to znamend, éim ,,bli%e jsou body o souradnicich
(i, 95), 1 =1,...,n, pfimcey = 30 +31 z“, tim je nevysvétlitelnd ¢4st rozptylu mensi a koeficient
determinace se blizi 1 (100 %).

Pro sledovéani chovani odhadi by a b; z hlediska pravdépodobnosti budeme nadéle predpokls-
dat, Ze ndhodné velifiny e;, ¢ = 1,...,n, jsou nezavislé, stejnd rozd&lené s normalnim rozdslenim
N(0,0?%). Odhadem parametru o je residudini rozptyl:

2=t = S Wi ot hw) = L (YW -h Y Y-k Y ).

Odhady 30 a 31 jsou stejng jako s2 op&t ndhodné veli¢iny. Z p¥edpokladu o normalnim rozdgleni
chyb ei1,...,en vyplyvé, Ze rovnéz veliiny Y1,...,Y, maji normalni rozd&leni. Dale je z¥ejmé,
Ze velifiny 30 a 31 jsou linedrnimi kombinacemi veli¢in Y7, ...,Y,, a tudiZ jsou rovngZ normélng

rozdélené, pFiemi

2
-~ - (L'~
Eb():bo, Varbo=0§0=a2 ;—i%—i—f—)g,
T
-~ -~ 1
Ebl = bl, Varb1 = 0%1 = 0'2 m.
13

Znamen4 to napfiklad, 7e s pravd&podobnosti 95 % plati
__r
V2 (zi —7)?

Ve vétsiné pfipadt viak parametr o, ktery udava velikost chyb, nezndme, a musime ho nahradit

by — b1| < 1.96 0

odhadem s,.

100 (1 — @)% intervaly spolehlivosti pro koeficienty by a b; maji tvar:

(50 - ta/2[n - 2] o7 30 + ta/2[n - 2] 330)1

(b - tasa2ln — 2] 55, by + toj2ln — 2] 85 ),
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kde s3, Je odhad smérodatné odchylky odhadu parametru by:

VY z?
S5, =
o V n ) (z; — T)?
a s je odhad smérodatné odchylky odhadu parametru b;:
o o—g L

Chceme-li ovéfit, zda nade data vykazuji trend, to je, zda jimi lze rozumné& prolo#it p¥imka,

kterd nenf rovnobé&’n4 s osou z, testujeme hypotézu Hy : b = 0 proti alternativé A : b; # 0.

Zamitaci pravidlo pro hladinu vyznamnosti « je ddno nasledovné:

b
t = Lil > ta/2[n - 2]
5
1
Pokud chceme prokizat, Ze trend proloZené pfimky je kladny, to znamend, %e s ristem nezivislé
veliCiny m4 z4visla veliina rovn&Z tendenci rist, testujeme nulovou hypotézu Hy : b; = 0 proti

alternativé A : by > 0. Zamitaci pravidlo pro hladinu vyznamnosti o je dno:

w~ﬁ>mm 2.
b1
Analogicky odvodime test pro jednostrannou alternativu A : b; < 0.
Testujeme-li nulovou hypotézu Hy : by = 0 proti alternativé A4 : by # 0, pak zamitaci pravidlo
je dano:
_ [bo]

5 >ta/2[ _2]

0
Analogicky odvodime i zamitaci pravidla pro jednostranné alternativy.

Casto si prejeme odhadnout stiednf hodnotu zévisle proménné, nabude-li nezivisle promé&nnj

n&jaké urcité hodnoty z. Bodovy odhad regresni funkce y(z) v bod8 z se spoéte ze vztahu:
9(z) =b+ bz
a 100 (1 — o) % interval spolehlivosti pro y(z) mé tvar:
H(@) — tojaln = 2] 8502y, §(&) + toyaln — 2] (),

kde

(z—7z)*
S(=) = Z 7 —T)2
Né&kdy nés misto stfedni hodnoty nezndmé vellémy Y pfi dané hodnoté z zajima, jak se bude
chovat jedna konkrétni hodnota Y p¥i daném z. Pokud bychom znali koeficienty by, b; a rozptyl
o2, pak by tato hodnota le¥ela s pravdépodobnosti (1 — @) v intervalu (bg + b1z — u, /205 bo +
b1 T + ugq/20), kde uq 9 je 100 ,/2% horni kvantil standardniho normélntho rozd&leni. Jestlize

nezndme by, by ani 02, pak je musime nahradit odhady by, b1 a s2, &m¥ se oviem dopoustime
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Jjisté chyby, ktera zpisobi, Ze interval, v kterém p¥edpokldddme, %e bude le¥et hodnota Y pii

daném z, bude v&t$i. Tento 100 (1 — a) % predikéni interval m3 tvar:
H(@) — taseln = 2l sy(), U() +taseln — 2] sy()),

kde odhad smérodatné odchylky predpovédi Sy(g) Spocteme nésledovné:

Y () =3r\/1+l+~w;.

n o Y (z; — )2
Viimnéme si, Ze odhad smérodatné odchylky stfedni hodnoty Sj(z) 1 odhad smérodatné odchylky
predikce sy(g) jsou tim mensi, &im je hodnota z bliZe aritmetickému priméru Z. Odtud plyne,
Ze rovnéz interval spolehlivosti, resp. predikéni interval, ma pro réizné hodnoty  rtiznou &itku,
pfidemZ je tim uZdi, ¢im je z bliZ¥i aritmetickému priméru. To znamend naptiklad, %e pésy
spolehlivosti konstruované kolem piimky y(z) = bo+biz nemaji hranice rovnob&’né s touto
piimkou. Déle si v§imné&me, %e oba odhady S§(z) 1 8y (g) JsOu tim mensi, ¢im vice pozorovani méme
a ¢im jsou hodnoty nezivisle proménné vice rozptyleny, nebot pak je hodnota Y (z; — Z)? vitsi.
Presnost odhadu st¥edni hodnoty y(z) i pFesnost predpovédi hodnoty Y p¥i daném z miFeme
zlepsit, provedeme-li vice mé&Feni, p¥i¢em? se snaZime o to, aby hodnoty nez4visle proménné mély

co nejvétsi rozptyl.

Pozndmka

U uvedeném vykladu jsme pFedpoklédali, Ze vysvétlujici prom&nni je nendhodné velidina,
jejiz hodnoty z jsme mohli sami stanovit. V8echny predchozi vztahy zist4vaji v platnosti i v pfi-
padé, Ze vysvétlujici prom&mmd X je ndhodn4 veli€ina, p¥iem# rozdsleni Y; p¥i dané hodnots
X; = zj, i = 1,...,n, je norm4lni se stfedn{ hodnotou f(z;) a rozptylem o2 a je zachovan i pfed-
poklad o nezavislosti. Podrobn&jsi vysvétleni o tomto pripad& najde étenéi v LikeSovi a Machkovi

(1983).

Priklad 70.

Ve zkuSebné vyrobki chtéli zjistit, jaka je zavislost mezi vykonnosti vyrobku v testu a vykonnosti
tého? vyrobku za skutednych podminek provozu. Za timto Géelem bylo vybrano 10 vyrobkd.
U kaZdého z nich byla zméfena jak vykonnost v testu X, tak vykonnost za skutednych podminek

provozu Y. Nameéfené ddaje jsou uvedeny v tabulce 37.

z (1685490 |64 |61 5179|5183 48
y |55 (3895|6358 |40 7432|8445
Tabulka 37.
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Predpokladejme, Ze vztah mezi vykonnosti v testu a vykonnosti v provozu je line4rni. PouZijte
linedrni regresi (metodu nejmengich &tvercii) pro odhad koeficient by a b; a rozhodnéte, zda
linedrni model je pro popis zévislosti ¥ na X vhodny. Odhadnéme vykonnost v provozu vyrobku,
jestliZze jeho vykonnost v testu byla z = 58.
Reseni:

Vybérovy korelaéni koeficient » = 0.9588 a koeficient determinace d = 91.93%. Proto lze
usuzovat na silnou line4rni zdvislost mezi veli€inami X a Y. Spo&t&me odhady 30 a 31 koeficientd
bo a by a odhadnéme smérodatné odchylky t&chto odhadd. Déle spodtéme p¥isluiné statistiky ¢

vhodné pro testovani nulovosti koeficientd by a b; a odpovidajici p—hodnoty.

odhad odhad smérodatné | statistika | p—hodnota
parametru | odchylky odhadu t
bo || -29.1158 9.3798 -3.1041 0.01457
b1 1.3485 0.1413 9.5463 0.00001
Tabulka 38.

Udaje z tabulky 37 i proloZens optimalni primka jsou na obrézku 22.

110

90 I

70

vykonnost v provozu

50 .

40 50 60 70 8 90 100
vykonnost v testu

Obrazek 22.

PouZijeme-li idaje z tabulky 38 a toho, Ze 2.5 % horni kvantil ¢ rozd&leni o 8 stupnich volnosti
t0.025[8] = 2.306, miZeme najit 95 % interval spolehlivosti pro parametr by: (—50.75, —7.49) a pro
parametr by: (1.022, 1.674).
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Hypotézu Hy : by = 0 proti alternativé A : by # 0 na hlading o = 0.05 zamitdme, nebot
|t] = 9.546 > t0.095[8] = 2.306. Zamitnuti nulové hypotézy vyplyva rovnés z toho, e p—hodnota
0.00001 je mensi neZ a = 0.05.

Vime-li, Ze vykonnost jistého vyrobku v testu byla z = 58, pak odekavana vykonnost v provozu

bude

7(58) = —29.1158 + 1.3485 - 58 = 49.1.

Odhad smérodatné odchylky predikce je roven Sy(z) = 6.652, a tudiZ vykonnost ve skutetnych

podminkich provozu se s 95 % spolehlivosti bude pohybovat v mezich (33.8, 64.4).
O

Linearni regresi je mo#no pouZit i v p¥ipads, %e mezi prom&nnymi X a Y predpoklddime jiné
vztahy neZ linedrni. Jedn4 se o p¥ipady, kdy miZeme ziskat linedrnf vztah vhodnou transformaci
pivodnich proménnych X a Y, naptiklad:

1) Y =aX?,

2)Y = 0+ X ,

3)Y =1/(a+ bX).

V pfipadé 1) zlogaritmovanim dostaneme:
InY =lna +bInX
a po substituci Y* =1InY, by =Ina, by =b, X* = In X vztah:
Y* =by+ b X"
V pfipadé 2) opét zlogaritmovanim ziskdvame vztah:
InY =a +b6X
a substituce Y* =1InY, by = a, by = b, X* = X opét vede na vztah:
Y* =by + b X*.
V ptipadé 3) substituci Y* = 1/Y, by = a, by = b, X* = X ziskdvime opé&t:
Y* =by+ b X"

Je tfeba si viak uvédomit, %e v t&chto pripadech p¥i posuzovini pravdépodobnostniho chovéni

odhadnutych parametri musime byt opatrni, nebot pfi transformaci se mén{ i rozdéleni veli¢in

XaY.
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34. Linedrni regrese s vice vysvétlujicimi proménnymi

V pfedchozim modelu jsme uvaZovali jednu vysvétlovanou proménnou, kterou jsme se sna¥ili
vyjadfit jako linedrni funkci jediné vysvstlujici prom&nné. V n&kterych piipadech viak miZe
byt vysvétlujicich promé&nnych vic. Okamzity priitok v Fece je z&visly nejen na mno#stvi srazek
v poslednich dnech, ale i na podilu zalesnéni povodi ¥eky a pravdépodobné i na dalsich veli¢insch.

Predpokladejme, Ze méme k vysvétlujicich proménnych a jednu vysvétlovanou proménnou.
Predpokladejme déle, Ze vysvétlujici proménné nabyly hodnoty (zi1,...,zw%), 4 =1,...,n. Mezi

vysvétlovanou proménnou Y; a hodnotami z;1,...,Z; pro ¢ = 1,...,n plati vztah:
(34.1) Yi=0o+bizi+ -+ Byzix + e, i=1,...,n,
kde e; je ndhodné chyba. P¥edchozi vztah lze zapsat maticové:

Y =X0+e,

kde Y je n—rozmérny sloupcovy vektor hodnot vysvétlované proménné, X je matice konstant
typu nx (k+1), 8 je (k+1)-rozm&rny sloupcovy vektor nezndmych parametri a e je n-rozmérny
sloupcovy vektor chyb. Ukolem je opét co nejlépe odhadnout vektor parametri 8 = (fy, . . . y B
Pouzijeme-li jiZ zndmé metody nejmensich &tvercli, najdeme odhady BB,...,B; minimalizaci

funkce
9B, B) = 3 (Yi = (Bo + Brss + -+ + Brzar)) .

Zderivovanim podle jednotlivych parametri a poloZenim parcialnich derivaci rovnym nule, do-

staneme soustavu lineirnich rovnic:

n n n n
Bon + B Ziﬂil + 5o Zwiz + ...+ B szk ZZY;,
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n n
Bod mu+B Y sh +B Y zavie +...+ Y wuty = PETR
g=1 i=1 i=1 i=1

i=1

i=1 i=1

n n n n n
Bod o+ B Yzt + Ba Y TSz + .- + b doah =Dzl

Shora popsand soustava se nazyva soustavu normdlnich rovnic. Vyfefenim soustavy normalnich

rovnic ziskdme odhad B = (Bo,...,B) vektoru parametri B = (Bos - - - Bk)'. Maticové lze




108

soustavu normélnich rovnic napsat ve tvaru (X'X)8 = X'Y, kde

n ?:1 T4l s Z?:l Tik ‘?:l )/;
, 2 - I 7
(X/X) — Z?:l Ti1 Z'znzl i ce Z?:l fcllmik , X'y — Z?:l.wZIY;
Z?:l Tik E:L:l wzkwil .. :L:l ngk Z'znl:l w’l«kn

Je-li matice (X'X) regularni, pak plati 8 = (X'X)~1X'Y. Matice (X'X)~! je stejns jako
matice (X'X) symetricka, typu (k +1) x (k+1):

Voo Yor ... Yok
Yor Vi1 ... Uik
(34.2) (X'x)™! =
Vor Vik -+ Uk
JestliZe proloZime body (z;1, ..., %%, Y;), ¢ = 1,...,n nadrovinou y(z1, ..., Ty) = Bo + Fiz1 +

R ,Z?;:ck, pak se ve smyslu metody nejmensich &tverct dopustime ,nep¥esnosti® Se = 3 (Yi -
(B:) +B1zi1+- - -+,B;wik))2: 3 Yf——,é}; > Y;i—f1 Sz Yi—-- —Br 3" i Y;, které fikdme residuding
soucet ¢tverct. Vyrazu s? = F——}E:T S, fikdme residudlni rozptyl. Residuélni rozptyl je tim mensi,
¢&im lépe nezéavisle proménné vysvétluji zavislou prom&nnou pomoci linedrniho modelu. Vhodnost
pouZiti daného linedrntho modelu je moZno posuzovat podle koeficientu determinace d =1 —
_E_(f’%:??' Koeficient determinace vyjad¥eny v procentech udévé, jakou &ast z celkového rozptylu

32(Y; = Y)? Ize vysvétlit danym linedrnim modelem.

Predpokladdme-li, Ze ndhodné chyby e;, ¢ = 1,...,n jsou nezavislé, stejns rozdélend, Fidici se
normélnim rozdélenim N(0,0?), pak odhady E‘i, t=0,...,n, maji rovnéZ normalni rozdgleni se

stfedni hodnotou f; a rozptylem a?\. = g2 v, kde v;; znadi prvek v i + 1 ¥adku a i + 1 sloupci
matice (X'X)!, viz (34.2). Rozptyl a%' lze odhadnout pomoci s%. = s2v;; a smérodatnou
odchylku 0 pomoci 8z, = Sr/Vii. Odtud lze najit 100(1 — &) % interval spolehlivosti pro

parametr G;:

(ﬁ, —tappln—k—1]sz, B; +tgsoln —k—1] 3[3‘-)

13

a otestovat, zda se parametr §; nerovna nule. JestliZe se totiZ parametr u urdité vysvétlujici
promé&nné rovnd nule, znamené to, Ze vysvétlovand promé&nni na této vysvétlujici proménné
nezévisi a Ze je moZno ji z modelu vypustit. Nulovd hypotéza Hy : B; = 0 proti alternativé
A: B; # 0 se zamita, jestlize

Bl

t; = : >ta/2[n—-k—-1].

Bi
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Testujeme-li obecnéji Hy : 5; = ﬂ? proti alternativé A : G; # ﬂ?, pak nulovou hypotézu

zamitame, jestlize

G — B0
ti = M—I > ta/z[n —k-1].
8/\
Bi
Pozndmka
Shora popsané vysledky je mo#no roziifit 1 na p¥ipad, ¥e (Xi1,...,Xi), 4 = 1,...,n, jsou
vektory ndhodnych veli€in, jestlize velidiny ¥; maji p¥i X;3 = z;1,...,Xix = 23 podmingné

normélni rozdé&leni se stfedni hodnotou Gy + 81 i1 + - - - + Bk Tix, a rozptylem o2 a jsou nezévislé.

Priklad 71.

V tovarné na vyrobu kyseliny dusiéné ze &pavku byla sledovana vykonnost vyroby b&hem 21 dni.
Nezavisle prom&nné byly: proud vzduchu v absorpéni v&Zi, teplota chladici vody a koncentrace
cirkulujici kyseliny. T¥eti prom&nn4 byla vyjidiena v %, odedteno 50 a vysledek vynésoben 10.
Zévisle proménnd byl podil &pavku (vyjidfeny v % a vysledek vynésobeny 10), ktery uniks
neabsorbovany z absorpéni vé&Ze, a je tudi# mirou vykonnosti vyroby - &m mendi mnoZstvi
unikd, tim je provoz vykonnéj$i. Naméfené hodnoty jsou v tabulce 39, ve které z; oznaduje

proud vzduchu, zg teplotu chladici vody, z3 koncentraci kyseliny a y tnik &pavku.

den ||z |xo |23 | v ||den |21 |22 |23 | ¥ || den ||z |22 |23 | ¥
1 (|80 |27 |89 |42 8 1621249320 15 ||50|18 89| 8
2 180127 188137 9 (1582387 |15 16 || 50|18 86| 7
3 ||75]25]90 |37 || 10 (58|18 (80|14 || 17 ||50 (19|72 | 8
4 1162|2487 (28| 11 |[58 1889 14 || 18 ||50 (19|79 8
5 /622287 18| 12 (58 |17 (88|13l 19 |50 20 (80| 9
6 |/6223 87|18 13 || 5818 |82 (11| 20 |56 |20]91 |15
7 1162|2493 19| 14 {5819 (93 (12| 21 ||70]20|91]|15
Tabulka 39.
Najdéte nejlepsi linedrni model, odhadn&te jeho parametry a najdéte pro n& 95 % intervaly
spolehlivosti.
Reseni:

Hled4me linearni model ve tvaru
Y = By + B X1 + BoXo + B3 X3 +e.

Tabulka 40 udévé odhady parametrii, odhady jejich sm&rodatnych odchylek, dile statistiky t;

pro testovani hypotéz, Ze se dany parametr rovn4 nule, a p¥islu¥né p—hodnoty
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nezavisle odhad | odhad smérodatné | statistika | p—hodnota
proménns, parametru | odchylky odhadu t;
konstanta -39.9197 11.8960 -3.3557 0.0038
proud vzduchu X; 0.7156 0.1349 5.3066 0.0001
teplota chladici vody X 1.2953 0.3680 3.5196 0.0026
koncentrace kyseliny X3 -0.1521 0.1563 -0.9733 0.3440
Tabulka 40.

Najdeme-li v tabulkéch kvantil £),g95[17] = 2.1098, pak hypotézy o nulovosti koeficient u ne-
zévisle proménnych: konstanta, proud vzduch X; a teplota vody X5 musime zamitnout, zatimco
hypotézu o nulovosti koeficientu u promémmé X3 zamitnout nemi¥eme. Navic nejmensi hla-
dina vyznamnosti, na které by bylo moZno tuto hypotézu zamitnout, to znamens p¥isluini
p—hodnota, je velmi vysokd, nebot se rovna 0.344. Tento fakt potvrzuje, ¥e proménni Y na
proménné X3 nejspi§ nezdvisi a miZeme ji z modelu vyfadit. Provedme je$t& jednou odhady pro

upraveny model: Y = By + 61 X1 + X2 +e.

nezavisle odhad | odhad smérodatné | statistika | p—hodnota
proménné parametru | odchylky odhadu t;
konstanta -50.3588 5.1383 -9.8006 0.0000
proud vzduchu X; 0.6712 0.1267 5.2976 0.0000
teplota chladici vody X, 1.2954 0.3675 3.5249 0.0024
Tabulka 41.

V8echny statistiky ¢; jsou v&tSi neZ kvantil ¢9.025[18] = 2.1009 a také viechny p—hodnoty jsou

daleko mensi ne? 0.05. Odtud vyplyva, %e z modelu nelze vylouéit ji# #4dnou daldi nezévisle
promeénnou.
Optimalni linedrni model m3a tvar:

Y = —50.3588 4+ 0.6712 X; + 1.2954 X,.

Odhad ¢ = s, = 3.2386. Odpovidajici koeficient determinace d = 0.904, co? znamens, %e line4rni
model je vhodny pro vyjidfeni zdvislosti Y na X; a Xo.

Vypotteme jedt& 95 % intervaly spolehlivosti pro jednotlivé parametry:

parametr | dolni mez | horni mez
Bo -61.1567 | -39.5610
B 0.4049 0.9374
B2 0.5231 2.0676
Tabulka 42.
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V modelu (34.1) jsme pfedpoklddali existenci absolutniho &lenu By. N&kdy viak z povahy
problému vyplyva, Ze v p¥ipadg, Ze se nezdvisle prom&nné rovnaji nule, pak i zavisle proménna
by méla byt rovna nule. Zde bychom méli volit model bez absolutniho &lenu:

Y; :ﬁlwil'i""' +ﬂkwik+ei5 1= 17-",77"
Predpokléddme-li, Ze veli¢iny {e;} jsou nezavislé, stejné rozdslené s N (0, 02), pak mtiZzeme vektor
B = (B1,...,Bk) odhadnout pomoci metody nejmensich &tverct
B=(X'X)'XY,

kde
Yok . Y zazi 2oriY;
: : , XY= :

Rozptyl o? se pak odhaduje pomoci §2/(n — k), kde

Sz =Y (Yi— Bz + -+ Boza) =Y Y2 =By zaYi—---— B 3 zaYi.

Speciélni pfipad nastivd pokud model obsahuje pouze jednu nezvislou proménnou:

X'X =

Yi=0z+e,i=1,...,n.

Pak

ol | 5_ e XYW -fYaY
S a? T n—1

100 (1 — &) % interval spolehlivosti pro ;

(ﬂ - ta/2[n - 1] S5 B+ ta/2[n - 1] 85),
kde 85=$r /> x?. Pro testovani Hy : § = [y proti A : 8 # By mé zamitaci pravidlo tvar:

1B = Bol > tajaln —1] Sg-

35. Polynomicka regrese

UvaZujeme jednu vysvétlujici prom&nnou X a jednu vysvétlovanou proménnou Y. Pfedpo-
klddejme, Ze vysvétlujici prom&nnd X nabyla hodnoty . Dile pfedpoklddejme, %e mezi vysvdt-

lovanou a vysvé&tlujici proménnou je vztah:
Y=by+brz+--+ba? +e,

kde e je ndhodnd chyba. Je-li stupeii polynomu by + biz + -+ + bpz? roven p, pak mluvime

o polynomické regresi stupné p.
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UvaZujeme-li n dvojic (z;,Y;), kde z;, i = 1,...,n, jsou hodnoty, kterych nabyla vysv&tlujici
proménnd, pak odhady parametri by, ..., b, spottené metodou nejmensgich &tverch jsou Fefenim

soustavy normdlnich rovnic:

n n n n
bon + by Zmi +b22$? +...+bp§:xf ZZYi
i=1 gzl i=1 g=1

n n n n n
b Y by S a1y 2P g 45, 3 P = 3 Py,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Vdechny zévéry tykajici se intervali spolehlivosti pro by,...,b, a testovani nulovosti t&chto

parametrd, které byly uvedeny v &lanku o regresi s vice vysvétlujicimi proménnymi, zistévaji
v platnosti i pro polynomickou regresi. Tento fakt vyplyva z toho, %e polynomicks regrese stupng
p je specialnim p¥ipadem regrese s p vysv&tlujicimi prom&nnymi, kde vysvétlujici promé&nné jsou

X, X2,..., XP.

Pozndmka
Stejné jako v pfedchozich dvou &lancich miZeme pfedpoklidat, ¥e vysvétlujici proménns X
je ndhodné. Piedpoklads se pak, Ze veli¢iny ¥; maji pfi X; = z; podminéné normalni rozdsleni

se stfedni hodnotou by + by z; + - - - + by =¥ a rozptylem o2 a jsou nezévislé.

Priklad 72.

U automobilu Trabant se méfila spotfeba paliva Y; (v litrech na 100 km) v zévislosti na jeho
rychlosti ;. Rychlost z; budeme pro zjednoduSeni vypo&tt uvadst v (km/h)-10~!, napiiklad
z; = 5 tedy znamen3 rychlost 50 km/h. Zkousky probihaly na roving za stejnych podminek. Viz
jel stale se zafazenym 4. rychlostnim stupndm. Byly namé&feny tyto vysledky:

z; | 456|789 10
Y;16.1/58(6.06.56.8]8.1]10.0

Tabulka, 43.

Na obrazku 23 jsou tato data zndzorn&na graficky. PouZijte kvadratickou regresi pro vyjéd¥eni

zévislosti Y; na z;.

Resent:

Pro kvadratickou regresi plati:

Yi=b0+b1$i+b2$?+ei, i=1,...,17.
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Piedpokldddme-li, Ze ndhodné chyby e;, i = 1,...,7 jsou nezdvislé, stejné rozdélené ndhodné
veliéiny Fidici se N(0,0?), pak nejlepsi nestranné odhady parametrd by, by, by ziskdme meto-
dou nejmensich Etverci. Najdéme tyto odhady, odhady jejich smérodatnych odchylek, hodnoty

statistik pro testovani nulovosti parametrd a odpovidajici p — hodnoty.

odhad | odhad smérodatné | statistika | p—hodnota
parametru | odchylky odhadu t;
bo || 11.392857 1.163022 9.7959 0.0006
by || -2.072619 0.351065 -5.9038 0.0041
bz | 0.191667 0.024886 7.7017 0.0015
Tabulka 44.

Naméiend data i proloZend parabola jsou na obrazku 23.

et

o
>
®

spotfeba benzinu (1)

L= 4] S 3 o <o
Y T T T T
*

30 40 50 60 70 80 90 100
rychlost (km/hod)

Obrazek 23.

Residudlni soudet &tvercd s2 = 0.052. Otestujme na hlading vyznamnosti & = 0.05 hypotézu
Hy : by = 0 proto alternativé A : by # 0. Testova statistika to = 7.7017 je v&t3i ne¥ 2.5 % horni
kvantil ¢ rozdé&leni tgg25[4] = 2.7764, a tudiZ nulovou hypotézu zamitdme. Toté% je potvrzeno
tim, Ze pFislus$né p — hodnota 0.0015 je mensi neZ hladina vyznamnosti & = 0.05. Odtud vyplyva,

Ze zévislost spot¥eby na rychlosti neni linedrni.
0
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Cast VIII. Casové fady

36. Uvod do teorie &asovych fad

Doposud jsme se zabyvali pouze jednou ndhodnou prom&nnou nebo nejvyse vektorem ni-
hodnych veli¢in. Nyni budeme uvaZovat posloupnost ndhodnych veliin, to znamen4 {Xi}2, =
Xay Xot1,... nebo {X;}2_ = ...X_ 9, X_1, Xo, X1, Xa, X3,... Jestlife indexem posloup-
nosti je €as, coz je nejéast&jsi pfipad, pak této posloupnosti ¥ikdme casovd fada. Data, kterd
vytvéafeji €asovou fadu, vznikaji jako pozorovani chronologicky usporéddand v &ase. P¥ikladem
¢asovych fad je velikost ndrodniho diichodu v Ceské republice v jednotlivych letech nebo pru-
mé&rné ro¢ni pritoky v fece Vah. V obou téchto p¥ipadech znamen4 &asovy index uréity letopodet.
Casovy index viak miize oznadovat i dny, tydny nebo napiiklad okamZiky, ve kterych mé¥{me
napéti na vibrujici konstrukci apod. Ukolem statistické analyzy je obvykle najit ,,vnitfni me-
chanismus“, podle kterého se dani Easové fada ¥idi, zndme-li realizaci uréitého tseku Easové
fady, nap¥. Xi,..., X;. Na zdklad& znalosti tohoto ,mechanismu® je pak mo¥né nap¥iklad najit

predpovédi ¢asové Fady v nasledujicich obdobi.

37. Casové Fady s deterministickym trendem a nezvislymi

chybami

Nejjednodussim prikladem &asové Fady je posloupnost nezévislych, stejnd rozdélenych né-
hodnych veli¢in {e;} se stfedni hodnotou nulovou a koneénym rozptylem, které se fiks bily
$um. V naSem vykladu budeme navic pfedpokladat, %e ka¥d4 velitina e; m4 norméaln{ rozdsleni
N(0,0?%). Takovato posloupnost je specidlnim p¥ipadem &asové Fady, ktera se d4 vyjadiit jako

soucet deterministické (nendhodné) slozky u(t) a fady {e:}:
Xt = u(t) + e.

Predpoklédejme, Ze zndme realizaci Gseku &asové Fady Xi,..., X,. PouZijeme-li pro popis Fady
shora zavedeného modelu, miZeme deterministickou slozku odhadnout pomoci regrese, kde vy-

svétlujici prom&nnou je &as.

Priklad 73.
Spotreba pitné vody v Praze neustile roste. Na zéklad® zjisténé spotieby v letech 1969 - 1983

odhadnséte spotifebu v roce 1988.



rok

spotfeba (1)

rok

spotfeba

1969
1970
1971
1972
1973
1974
1975
1976

1.18946 -
1.25754 -
1.30503 -
1.39776 -
1.43598 -
1.45071 -
1.51656 -
1.60480 -

108
108
108
108
108
108
108
108

1977
1978
1979
1980
1981
1982
1983

1.65366 -
1.76240 -
1.81118 -
1.90983 -
2.00118 -
2.16796 -
2.23448 -

10%
108
108
108
108
108
10%

Resent:

Pouzijeme-li linedrni regresi

Tabulka 45.

Xi=0by+b (t — 1968) + e,

pak pro odhady ziskané metodou nejmensich &tverci plati:

by = 1.06968 - 108,

Data z tabulky 45 a proloZen4 primka

y = 1.06968 - 10® + 7.21125 - 10° - (¢ — 1968)

Jjsou graficky znizornéna na obrizku 24.

PouZijeme-li kvadratickou regresi

X¢ = by + by (t — 1968) + by (t — 1968) + e,

by = 7.21125 - 105.

pak pro odhady ziskané metodou nejmensich &tverct plati:

bo = 1.18925 - 108,

Data z tabulky 45 a proloZend parabola

y = 1.18925 - 10® + 2.99105 - 10 (¢ — 1968) + 2.63763 - 10°(¢ — 1968)>

Jjsou graficky znizornéna na obrizku 25.

by =2.99105-10° a by = 2.63763 - 10°.

116
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Obrézek 24. Obrizek 25.

PouZijeme-li linedrniho vztahu, pak pfedpovéd spotieby na rok 1988 &ni 2.51193 - 108 litrd,
pouZijeme-li kvadratického vztahu, pak je predpovéd spotieby 2.84251-108 litr. Pro zajimavost

uvedme, e skutend spot¥eba vody v Praze v roce 1988 byla 2.377153 - 10® litri.
O

Pozndmka
Poznamenejme, %e pfedpovédi spotfeby vody se pro praxi provadgji jemn&j¥imi metodami,

kde se bere v ivahu podrobn&ji rozbor dennich spot¥eb.

P¥iklad 74.
V celém sv&té roste podet obyvatel velkych m&st a méstskych aglomeraci. Z ddaji v tabulce 46

se pokuste odhadnout po&et obyvatel Las Vegas a okoli v roce 1990.

rok 1920 | 1930 | 1940 | 1950 1960 1970 1980
poclet obyvatel || 4895 | 8532 | 16414 | 48289 | 127288 | 273288 | 461 816
Tabulka 486.

Poznamenejme, Ze pro rist populace se obvykle pou#iv4 exponenciilni model:
Xt — e(a+bt) - ug,

kde {u;} jsou nezavislé ndhodné veli¢iny ¥idici se logaritmicko-normalnim rozdélenim
LN(p =0, 02, 79 = 0).
Reseni:

Vzhledem k tomu, e zndme tidaje o po&tu obyvatel pouze v letech s = 1920, 1930,. . .,1980,
provedme nejprve asovou transformaci ¢t = §‘—113—12. Ziskdme tak Casovou fadu {X:}, kde X,
znadi pofet obyvatel v roce 1920, X, polet obyvatel v roce 1930, apod. Nagim tikolem je ze
znalosti Gseku Casové Fady X1,..., X7 odhadnout Xg, tj. podet obyvatel v roce 1990. Pro odhad
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hodnoty Xg pouZijeme model:

kde {u;} jsou nezdvislé velidiny majici LN (u = 0,02, 2 = 0) rozdéleni. Odtud po zlogaritmovéni
ziskdme:

InX;=a +bt+e,
kde {e;} jsou nezdvislé veli¢iny ¥idici se rozdélenim N(u = 0,0?). Zlogaritmovénim jsme tlohu
prevedli na problém line4rni regrese. Spo&téme odhady koeficientd a i b:

@ =17.53303, b= 0.80795.

Po dosazeni ziskdme vztah pro rist po&tu obyvatel

. 7.53303+0.808 ¢
Xt = e 9

ktery je spolu s hodnotami X, ..., X7 graficky zndzorn&n na obrézku 26.

>

5108

4-10°

3-10°

2-10°

1-10°

llll'll.l'l.llllIll'll!l'

) ":a":'.. I ! L,
1920 1930 1950 1960 1960 1970 1980
Obrazek 26.
PouzZijeme-li exponencidlniho modelu, pak odhad po&tu obyvatel v Las Vegas a okoli v roce

1990 &ni: Xg = 1.1986 - 108. I

Pro ¢asovou fadu, u které se projevuji vyrazné periodické vlastnosti, se &asto pouziva model:
Xt = H(t) + e,

kde
P
w(t) =p+ Z Cjcos(2mAjt + ¢;)
i=1
nebo ekvivalentné »
p(t) =u+ Z(Aj cos(2mA;t) + B; sin(27r)\jt)),
j=1

kde A; = Cjcos ¢; a B; = —Cjsin¢;.
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Cilem statistického etfeni je obvykle odhadnout konstanty u, Ay, ... yAp, By, ...,Bp a odtud
piisluiné amplitudy C4,...,Cy, a fazova posunuti ¢, ..., ¢p, zndme-li pfedem frekvence w; =
21 AL,y ..., wp = 27Xy, se kterymi se dand Casové Yada periodicky méni. Pfedpoklidejme, %e jsme
napozorovali hodnoty ¢asové fady X1, ..., X,, pak odhad parametrd p, A;,... yAp, B1,...,By

Jje dan nisledovné:
1 n
P _ = X
I n ; ts

—_ 2 - )
Aj:EZ(Xt——X)cos(wjt), i=1,...,p,
t=1

2 o = ,
Bj:ﬁ (X; — X)sin(w;t), j=1,...,p.
t=1

Priiklad 75.
V tabulce 47 jsou uddny prim&rné roéni pritoky ¥eky Niger v Coulicouro (Mali) mé&fené v letech

1907 - 1957.

pofadi | rok | pritok || pofadi | rok |pritok || pofadi| rok | pritok
t Xy t Xy t Xy
1 1907 | 39.793 18 | 1924 | 77.575 35 | 1941 | 43.707
2 1908 | 42.892 19 [1925 | 83.119 36 | 1942 | 35.063
3 1909 | 69.040 20 1926 | 59.309 37 | 1943 | 41.967
4 1910 | 43.653 21 ] 1927 | 69.366 38 | 1944 | 35.118
5 1911 | 56.700 22 | 1928 | 76.161 39 | 1945 | 43.598
6 1912 | 45.990 23 1929 | 72.899 40 | 1946 | 54.195
7 1913 | 28.757 24 11930 | 71.269 41 1947 | 44.414
8 1914 | 32.889 25 | 1931 | 61.538 42 | 1948 | 58.983
9 1915 | 48.926 26 | 1932 | 62.571 43 | 1949 | 48.871
10 | 1916 | 48.491 27 | 1933 | 57.461 44 | 1950 | 53.275
11 1917 | 52.024 28 11934 | 51.590 45 | 1951 | 75.291
12 1918 | 56.265 29 | 1935 | 50.883 46 | 1952 | 58.624
13 1919 | 43.035 30 | 1936 | 60.885 47 | 1953 | 69.583
14 1920 | 43.653 31 | 1937 | 45.229 48 | 1954 | 73.497
15 1921 | 36.803 32 | 1938 | 51.970 49 | 1955 | 72.465
16 1922 | 52.242 33 | 1939 | 48.002 50 | 1956 | 48.001
17 | 1923 | 54.797 34 | 1940 | 41.369 51 | 1957 | 73.660

Tabulka 47.
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Pritoky v tabulce 47 jsou uvedeny v cfs 10~3. Odhadnéte parametry u, A, B, jestlize se

rozhodneme modelovat priimérné roénf pritoky fadou:
Xt=pu+ A cos(wt) + Bsin(wt) +e, t=1,2,...,

kde w = 0.2439.

Reseni:

Pro odhady parametrd plati:

i =T = 54.2639,
N 2 51
A= =% "(X, — 54.2639) cos (0.2439 ) = 9.2199,
51 =1
51

~ 2
B = =" (X; - 54.2639) sin(0.2439 £) = —9.8651.
51 t=1

Na obréazku 27 jsou zakresleny skutené primeérné roéni pritoky Nigeru a jejich odhady spo&tené

z modelu:
Xt = 54.2639 + 9.2199 cos(0.2439¢) — 9.8651 sin(0.2439¢).

odhadovany pritok Nigeru se...

85 . )
pritok Nigeru

75

AR ERERE

65

55
45

35 F

25 Lovatley
1900 1910

Lo o a2 o o o Lo 3 22 b 2 s a1
>

1920 1930 1940 1950 1960
Obrazek 27.

38. Periodogram

V né&kterych piipadech jsou frekvence, se kterymi se &asova fada periodicky m&ni, predem
znamy. Frekvence vibrace stavebni konstrukce miZe byt uréena tvarem konstrukce nebo je ddna
frekvenci vybuzujici vn&jii sily. U ekonomickych &asovych ¥ad je frekvence zase ddna sezénnimi
vlivy apod. Casto vSak frekvence uréujici chovani dané &asové fady pfedem nezndme. V takovém

ptipadé je moZno pokusit se vyhledat je pomoci periodogramu.
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Periodogram I()) je kvadrat absolutni velikosti Fourierovy transformace daného tseku dasové
fady Xi,... sy Xt
1 n

2
I\ = X —2w A
) l\/ 21n t—.:zl te

Argument A, oznalujici frekvence, nabyvé hodnot z intervalu (—1/2,1/2), resp. w = 27 z in-
tervalu (—m, 7). Periodogram I()) je sud4 funkce. V diisledku toho se &asto zkoumé pouze pro
A € (0,1/2), resp. w € (0, 7). Hodnoty periodogramu se obvykle poéitaji jen pro takzvané Fou-
rierovy frekvence )\; = T%, resp. w; = 27—7?, i =1,...,[n/2]. Periodogram je dobrym ukazatelem
periodicit, nebot jestlize deterministickd slozka ptvodni ¥ady je periodick4 s frekvenci A, resp.
w = 27\, nabyva peridogram pro tuto frekvenci velkou hodnotu.

Prohlédné&me si obrizek 28, kde je znizorn&n periodogram poéitany z dat piikladu 75, od
kterych byl odetten aritmeticky primér. Nejvétsi hodnotu nabyva pro A = 0.038, co? odpovida
w = 0.244.
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Obrazek 28.

Pro vypolet hodnot periodogramu na po&itadich se obvykle pou¥iva numericky postup, ktery

se nazyva rychld Fourierova transformace - FFT.

39. Stacionarni ¢asové Fady

Velmi Casto nds zajimaji fady, jejichZ vlastnosti se z hlediska pravd&podobnosti v pribshu
¢asu neméni. Takovym faddm ¥ikdme staciondrni. Typicka realizace staciondrni &asové fady je

na obrézku 29. Na obrézcich 30 a 31 jsou naopak realizace nestacionarnich fad.
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Obrézek 29.
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Obrazek 30. Obréazek 31.

Ptistudiu asovych fad se Casto spokojime jen s poZadavkem, aby se s asem neménily alespoit
zékladni charakteristiky ¥ady, to jest:
1) viechny &leny &asové Fady kolisaji kolem stejné hodnoty u se stejnym rozptylem:

EX;=pu, VarX;=o2,
2) zdvislost mezi dv&ma &leny &asové Yady zévisi pouze na asové vzdalenosti mezi t&mito
¢leny, nikoliv na jejich postaveni uvnit¥ &asové rady:
R(t,t 4 1) = cov(Xy, Xeyr) = R(7),

p(t,t + 1) = corr( X, Xeyr) = p(7).
Pfipomenime, %e cov(X;, X¢y,) znadi kovarianci veli¢in X;, Xy i, a corr(X;, Xyyr) znadi korelaci
X, Xtyr, viz Clanek 14. Funkci R(7) se Fika autokovariancni funkce Yady {X;} a funkci p(7) se
tikd autokorelacni funkce fady {X,}. Argumentu 7 se ¥iki zpoZdéni. Mezi autokorelaini a auto-
kovarian¢ni funkci je zfejm& vatah p(7) = —l%{l. Casové Yady, které splituji podminky 1) a 2) se

nazyvaji slabé staciondrni.
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Poznamenejme, Ze o ¢asovych fadéch na obrézcich 30 a 31 by bylo mo#no prokézat, Ze nejsou
slabg staciondrni. Stfedni hodnota &asové fady z obrazku 30 E X, = u(t) ziejms roste s pribyva-
jicim Casem. Stiedni hodnota &asové fady z obrazku 31 E X, = 1(t) se sice nejspi§ neméni, ale
s piibyvajicim ¢asem se zv&t¥uje rozptyl fady Var X; = o2(t).

Za velmi obecnych pFedpokladi lze parametry slab& stacionarni fady u, o2, autokovarian&ni
funkei R(7) a autokorelaéni funkci p(r) odhadnout z realizace tiseku &asové fady Xi, ..., X,

nasledovné:
o 1 n . ) 1 n s
MZX-_-gZXta 02:Un=EZ(Xt“X),
t=1 t=1

n—|7| =~
B = 12 3 Ky = D)X= X), () = 20,
t=1 n

Funkei R(7) se ¥ik4 vyjbérovd autokovariancéni funkce a funkci p(7) se ¥k4 vifbérovd autokorelacni

funkce.

V&imn&me si, %e autokovarianéni funkce, autokorelaéni funkce, vybérova autokovarianéni
funkce a vybérova autokoreladni funkce jsou sudé funkce. Casto proto uvaZujeme jejich hod-

noty pouze pro kladné argumenty.

Pozndmka

Poznamenejme, e vlastnosti odhadu autokovarianéni, resp. autokorela¢ni funkce se zhor§uji
s riistem absolutni hodnoty argumentu |7|. Nenf tedy vhodné odhadovat autokovarianéni, resp.
autokorelatni funkci, pro viechny teoreticky moiné argumenty |7| < n — 1, ngbr¥ jen pro jejich

uréitou &ast.

40. Autoregresni posloupnosti
UvaZujme Casovou fadu, jejiZ €leny splituji vatah:
Xi=aXi1+e, t=...,-2,-1,0,1, 2,3,...,

kde ndhodné veli¢iny {e;} jsou nezavislé, stejné rozd&lens, ¥idici se rozdslenim N0, 0?). Této
Casové Fad& se Iikd autoregresni posloupnost 1. ¥ddu a zna¢i se AR(1). Plati-li la] < 1, pak shora
popsand €asova Fada je slabé stacionirni.

Pro jeji autokovarianéni funkci plati:

2
o
R(1) = T al"l
a pro autokorelaéni funkci:
p(r) = dl.

Eg)
:g.z
=

Specidlné a = p(1). Odtud plyne, %e nejjednodus¥im odhadem parametru a je @ =

=
P
(=]
Kl



Piiklad 76.

leden fGnor biezen duben kvéten &erven
L. 69.2 53.6 4240 921 238.0 1115
2. 65.4 52.2  b91.5 96.0 211.0 1055
3.1 625 471 4945  96.0 192.0 100.0
4.| 58.6 420 3528 96.0 173.1 86.8
5. 586 440 260.6 100.0 161.8 834
6.|] 640 370 253.3 1221 152.8 78.1
7. 754 340 218.0 148.1 1460 748
8. 86.0 372 1943 146.0 152.8 76.5
9.] 84.0 565 173.1 1329 171.0 765
10. | 79.0 53.6 159.5 1284 1943  80.0
11.| 735 639 1528 130.6 187.4  80.0
12. 72.6 67.6 141.6 122.1 183.0 86.8
13.| 735 663 126.3 113.5 220.5  85.0
14.| 79.0 639 100.0 113.5 243.0 80.0
15. 90.0 50.6 70.0 109.5 2455 71.5
16. | 107.0 448 46.1 1073 253.1 65.3
17.| 116.0  45.2 53.6 101.8 243.1  63.9
18.| 116.0 44.0 88.5 94.0 211.0 60.9
19.| 107.0 453 8L.7 904 1850  66.3
20.| 970 450 71.5 94.0 1664  66.9
21.| 87.0 46.5 80.0 149.0 148.1 684
22.| 80.0 45.0 78.1 251.0 141.6  66.9
23.| 760  60.2 88.5 496.0 1373  62.2
2.1 790 76.5 86.8 342.0 1329  56.5
25.| 780  60.9 8L.7 2944 126.3  52.2
26.| 729  53.6 76.5 270.8 120.0 594
27.| 69.0 78.1 73.3 303.0 1135  53.6
28.| 624 367.0 74.8 2933 1073  51.0
29. 49.0 83.0 303.0 1115 46.1
30.| 46.5 100.0 255.5 126.3  45.0
31. 49.6 92.1 115.8

123
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dervenec srpen zA¥ Fijen listopad prosinec

1. 40.3 78.1 355.7 336.0 51.0 92.1
2. 39.4 171.0 364.1 324.7 51.0 166.4
3. 384 128.4 660.0 268.0 51.0 141.6
4. 374 109.5 770.0 223.0 53.6 126.3
5. 40.4 122.1 778.0 192.0 63.9 103.4
6. 41.3 122.1 702.0 173.1 70.0 90.4
7. 43.2 132.9 563.0 189.7 62.2 83.4
8. 48.9 105.5 563.0 220.5 55.0 80.0
9. 61.4 105.5 698.0 361.3 51.0 76.5
10. 51.4 132.9 670.6 286.8 59.4 74.8
11. 46.4 130.6 552.3 240.5 58.0 71.5
12. 42.2 124.2 452.0 201.1 53.6 65.3
13. 39.4 109.5 361.3 194.3 53.6 65.3
14. 38.4 109.5 319.0 180.1 70.0 66.9
15. 34.6 161.0 408.8 161.8 70.0 71.5
16. 33.2 425.0 501.0 141.6 65.3 65.3
17. 34.6 589.0 350.2 122.1 60.9 65.3
18. 33.2 411.0 286.8 113.5 59.4 74.8
19. 30.2 463.0 240.5 109.5 56.5 96.0
20. 36.5 739.0 238.0 103.4 53.6 90.4
21. 52.8 573.9 250.7 101.8 53.6 80.0
22. 51.4 484.6 228.2 90.4 55.0 73.3
23. 101.8 428.5 213.3 92.1 55.0 715
24. 149.8 355.7 178.0 90.4 53.6 73.3
25. 111.2 484.6 155.0 85.0 56.5 98.0
26. 99.2 549.0 146.0 76.5 56.5 111.5
27. 73.4 552.3 220.0 66.9 63.9 107.3
28. 61.3 442.3 211.0 66.9 65.3 111.5
29. 54.2 370.0 206.1 58.0 68.4 101.8
30. 54.2 305.8 324.7 56.5 68.4 96.0
31. 57.0 308.2 51.0 111.5

Tabulka 48.
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V tabulce 48 jsou uvedeny denni pritoky Vltavy v roce 1926 v mist§ dne$ni prehrady Orlik.
Odhadnéte z t&chto dat za pfedpokladu stacionarity autokoreladni funkci asové Fady dennich
pritokd pro argument |7| < 24. Odhadndte parametry u a a, pouZijeme-li pro &asovou fadu

dennich pritokd zobecnény autoregresni model 1. ¥adu:
Xt —p=a(Xio1 — p) + .
Reseni:
Nejprve odhadnéme autokorela¢ni funkei p(1) pomoci vybérové autokoreladni funkee

Y X - X (X - X)

A = i1 (Xi — X)?
Vzhledem k symetrii (sudosti) funkce p(7) je mo¥no provést odhad jen pro kladné hodnoty
argumentu.
zpoZdéni | odhad autokore- || zpoZdéni | odhad autokore- || zpo#déni | odhad autokore-
la¢ni funkce p(7) lagni funkce p(7) lagni funkce p(7)
T p(7) T p(7) T p(7)
1 0.93892 9 0.56968 17 0.43478
2 0.85560 10 0.53904 18 0.42044
3 0.78972 11 0.51080 19 0.39684
4 0.73936 12 0.48810 20 0.37365
5 0.70447 13 0.47059 21 0.34149
6 0.67407 14 0.47049 22 0.30703
7 0.63485 15 0.46657 23 0.28557
8 0.59676 16 0.44794 24 0.26184
Tabulka 49.

Déle odhadnéme parametry u a a zobecn&ného autoregresniho modelu 1. ¥adu:

B=7=148.757 a @=p(l)=0.93892.

Obrézek 32.
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Na obrézku 32 je pro srovnani zobrazena vyb&rov4 autokorelaéni funkce &asové ¥ady dennich

pritoki Vltavy v roce 1926 a teoretickd autokorelaéni funkce autoregresni posloupnosti AR(1)
Y; = 0.93892Y;_1 + e,

tj. funkce p(7) = 0.93892" pro T =1, 2, ..., 24.
O
Autoregresni posloupnost 1. ¥4du je specidlnfm p#ipadem autoregresni posloupnosti k-tého
fddu AR(k):
Xi=a1 X1 +ooetapXepte, t= ey —2,-1,0,1,2,...,

kde {e:} jsou nezdvislé, stejné rozdlené ndhodné velidiny, fidici se N(0,02). Autoregresnich

posloupnosti se &asto pouZivd k modelovani priitokii fek. Jestlize viechny kofeny polynomu

A(z) = 2F —a12F~1 —- .. — gy, le¥{ uvnit¥ jednotkového kruhu {z € C; || < 1}, pak je posloupnost
AR(k) slabg stacionarni.
Pro odhad autoregresnich koeficientd ay,.. ., a; je mo¥no pouZit metody maximélni vérohod-

nosti nebo metody nejmensich &tverct. Odhady metodou nejmensich &tvercd ziskdme minimali-

zaci vyrazu
n

min (Xt - (a1 Xi1+-o+ Xt_k))z.
(/2 FYPTL/ ) A
t=k+1

Jednodus§i metodou pro ziskdni odhadi autoregresnich koeficientd je hledat tyto odhady jako

feSeni linedrni soustavy Yule-Walkerovych rovnic, kters lze maticové zapsat:

R(0) R1) ... Rk-1) a R@)
R(1) R(0) ... Rk-2) el R(2)
R(k—-1) Rk-2) ... R(©) G R(k)

Pozndmka

Box a Jenkins, zndmi odbornici v teorii &asovych fad, ukizali, %e pro piipad, kdy n je velké
a kofeny polynomu A(2) nele#i blizko jednotkové krunice {z € C,|z| = 1}, jsou rozdily mezi
odhady autoregresnich koeficientd ziskanych riznymi metodami velmi malé. V p¥ipads, 7e kofeny
polynomu A(z) leZ{ blizko jednotkové kruznice, vede YeSeni Yule-Walkerovych rovnic ke $patnym

odhadim a je tfeba pouZit maximalng vérohodné odhady.

Priklad 77.
Z 500 ¢lent ¢asové fady byla spodtena vybérova autokovarianéni funkce ﬁ('r) pro hodnoty ar-

gumentu7 =0, 1,..., 14
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zpoZdéni | vybé&rova auto- zpozdéni | vybérova auto- zpozdéni | vybérova auto-
kovarianéni funkce kovarianéni funkce kovarianéni funkce

T ﬁ('r) T ﬁ('r) T E('r)

0 1.9838 5 0.6481 10 0.1715
1 0.4131 6 -0.2729 11 -0.0076
2 -1.2341 7 -0.5342 12 -0.1238
3 -0.7131 8 -0.0307 13 -0.1726
4 0.6067 9 0.3176 14 -0.0036

Tabulka 50.

Predpoklddejme, %e napozorovani data jsou realizaci tiseku autoregresni posloupnosti AR(2):
Xi=a1 Xy 1+as Xy 20+e, t= e, —2,-1,0,1,2,3,...

Pomoci Yule-Walkerovych rovnic odhadngte autoregresni koeficienty a1, as.

Reseni:
V piipadé autoregresni posloupnosti AR(2) maji Yule-Walkerovy rovnice pro odhad autore-

gresnich koeficientd tvar:

ROo)aa + R1)-@& = R,
RWa + Ro)-& = RQ).

Odtud
RO)R(@) - R1)? _

R(1)(R(0) - R(2)) — —0.6956
R(0)2 — R(1)2 DA

R(0)2 — R(1)

o~

ay =~

=0.3531, & =

O

V piikladech 76 a 77 jsme pfi odhadovani autoregresnich koeficientti ptedpokladali, %e znéme
I4d autoregresnich posloupnosti. Ve v&t8in& praktickych p¥ipadi viak ¥4d autoregresni posloup-
nosti pfedem nezndme a je tfeba ho odhadnout. V posledni dob& byla vytvofena pro odhadovani
t4du autoregresni posloupnosti cel4 Fada informa&nich kritérii, z nich% nejjednodusi je Akaikeho

kritérium, které spodivé v minimalizaci vyrazu:
AIC(k) = nIn(R(0) — & R(1) = --- — & R(k)) + 2k,

kde dj,...,d, jsou maximalng vérohodné odhady autoregresnich koeficientt a R(0),. .. ,R(k)
Jjsou hodnoty vybé&rové autokovarianéni funkce. Ve véting p¥ipadi miZeme v Akaikeho kritériu
pouZit misto maxim4lné vérohodnych odhadt odhady ziskané z Yule-Walkerovych rovnic, viz

shora uvedend poznimka.
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Priklad 78.

Pomoci Akaikeho kritéria odhadngte ¥4d autoregresni posloupnosti z p¥ikladu 77.

Reseni:

UvaZujme hodnotu Akaikeho kritéria AIC(k) prok=1,2, 3, 4 :

k=1|a1 = 02082 AIC(1) 323.3
k=2|a = 0.3531|AIC(2) -6.4
a; = -0.6956
k=3|a1 = 0.3602| AIC(3) -4.4
ag = -0.6992
a3 = 0.0102
k=4!a1 = 0.3602| AIC(4) -2.4
a = -0.7018
az = 0.0115
az = -0.0037
Tabulka 51.

UvaZujeme-li pouze ¥4d k = 1, 2, 3, 4, pak Akaikeho kritérium AIC(k) nabjvi nejmens

hodnotu pro k = 2. PouZijeme-li Akaikeho kritérium, pak bychom mezi autoregresnimi posloup-

nostmi ¥adu k = 1, 2, 3, 4 vybrali jako nejlep§i model pro nade data AR(2).

O
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Cast IX. Simulaéni metody

41. Statistické modelovani a metody Monte Carlo

V mnohych dlohéch, tykajicich se vySetfovani vlastnosti stavebnich konstrukei, ve kterych sle-
dované parametry jsou ndhodné veliéiny nebo ndhodné procesy, je velmi obti#né najit analytické
feSeni. Takové Glohy vznikaji nap¥iklad p¥i vySetfovani tnavové pevnosti naméhanych ¢asti kon-
strukce pfi ndhodném dynamickém zatizeni, jako jsou p¥ejezdy vozidel po mostnich konstrukcich,
napory vétru na vysokopodlazni budovy apod. P¥ikladem tlohy z hydrologie, kde je rovn&# ob-
tiZné najit analytické Fedeni, je zkoum4n{ zabezpedenosti pitnou vodou pfi riznych zpusobech
odbéru, kde vstupnimi parametry jsou ndhodné piitoky.

V takovych pripadech je jednou z mo#nosti, jak ziskat informace o ndhodné reakci konstrukce
a jeji spolehlivosti, viz Augusti et al. (1993), & informace o chovéni vodohospodéiské soustavy,
viz Kos and Zeman (1976), apod. danou tlohu simulovat.

Typické schéma simula¢ni tlohy je nésledujict:

1) Sestavit matematicky model adekvéatni re4lné situaci.

2) Ptipravit plan experimentu a generovat nghodnou slozku, kters vstupuje do modelu.

3) Dosadit do matematického modelu a zjistit v§stupni hodnoty.

4) Zpracovat a interpretovat vysledky.

Simulaéni metody jsou metody, které modeluji redlné jevy nahodné povahy. V souvislosti
s pojmem simula¢ni metody se té% vyskytuje pojem metody Monte Carlo. Metody Monte Carlo
Jsou metody Fefeni matematickych dloh pomoci ndhodnych pokust, realizovanych zpravidla na
poéitadich.

Typickd tloha, kterou lze Fedit metodami Monte Carlo, je nésledujici. UvaZujme vstupni
nghodné veli¢iny Y3,...,Y; se zndmou hustotou f(y1,...,y,). Zajimé nis rozdsleni vystupni
nahodné veli¢iny Z = ¢(Y1,...,Y;), kde ¢(y1,...,yr) je zndmé funkce r proménngch. Jestlize
nedovedeme FeSit tuto tilohu analyticky, méZeme ji Fefit pomoci metod Monte Carlo tak, %e opa-
kovan& pomoci ndhodnych &isel simulujeme hodnoty vstupniho ndhodného vektoru 1,...,Y),
dosadime vidy do ¢ a registrujeme ,realizace® Z. Tento postup mnohokrat opakujeme a dosta-
neme empirické rozdéleni Z obvykle ve formé& histogramu &etnosti.

Podstata simulagnich metod tkvi v mnohondsobném opakovani nidhodného pokusu, p¥idem¥
toto opakovani se provadi uméle. Podminkou Gsp&chu je, mimo jiné, moznost mnohokrat kvalitng
pokus opakovat. K tomu je zapotiebi dostateéné mno¥stvi ndhodnych &isel. Obvykle vychézime
z ndhodnych ¢isel z rovnomérného rozdgleni. Pod pojmem ndhodnd é&isla z rovnomérného roz-
déleni R(0, 1) rozumime konednou posloupnost &sel z intervalu (0,1), kterou lze povafovat za

realizaci ndhodného vybéru z rovnomérného rozd&leni R(0,1).
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Dfive se pro vyhleddvéni ndhodnych &isel z R(0,1) pou¥ivaly tzv. tebulky ndhodngch cisel.
V historii jich byla publikovina celd fada. N&které byly vytvoreny na zsklads sestav ze s&itani
lidu, jiné byly pofizeny pomoci ,elektronické rulety“ apod.

S rozvojem poéitatl se v dneini dobé vétiinou u¥ivs generdtord ndhodngch ¢isel, zaloZenych
na aritmetickych procedurich, které vytvareji ndhodn4 &isla pomoci specidlnich rekurentnich
vzorcl. Témto &islim ¥Fikdme ndkdy také pseudondhodnd &isla, nebot vznikaji sice nendhodnym
zplsobem, ale maji pfitom vlastnosti ndhodnych &isel.

Nejéastéji uzivanymi generatory jsou kongruenéni generdtory. V tomto piipads je posloupnost

pseudondhodnych &sel z intervalu (0, M) nejéast&ji vytva¥ena pomoci rekurentniho vztahu
Yot1=a Y, +b (mod M),

kde a, b, M jsou vhodné konstanty. Vyraz ,mod M“ (&i modulo M) znamen3, ¥e &islo Yo
Je zbytek po dé&leni &isla a Yy, + b &islem M. Pseudondhodnj, &isla X, n = 1,2,... z intervalu
(0,1) ziskdme transformaci X, =Y,/M,n=1,2,....

Je patrné, %e takto vytvoiend posloupnost pseudondhodnych &isel nemusi byt skuteénou re-
alizaci ndhodného vyb&ru z R(0,1). Jeji hlavni nevfhodou je periodi¢nost, to znamend, %e se
generovand, &isla po ur€ité dob& zatnou opakovat. Generdtory musi byt tedy vytvoreny tak, aby
perioda posloupnosti poskytovanych &isel byla co nejvétsi. Na generdtor méme celou ¥adu po¥a-
davki tykajicich se statistickych vlastnosti pseudondhodnych &isel. PoZadujeme samoziejmé, aby
se pro velky pocet generovanjch pseudondhodnych &sel histogram dobfe shodoval s hustotou
rozdéleni R(0, 1). Jiny velmi dileZity poZadavek je, aby sousedni nebo vadalensjsi &leny posloup-
nosti nebyly korelované apod. Vlastnosti kongruenénich generdtorii zévisi na volbé konstant a,
b, M a poc&iteéni hodnot& Xy, a tato volba zase tzce souvisi s typem poéitace, na kterém je
generdtor pouZivn. Pro testovini vhodnosti ur&itého generdtoru existuje cel4 fada statistickych
testl. Vytvoreni konkrétnich generatort je zéleZitosti numerické matematiky a nebudeme se jim
podrobné&ji zabyvat.

Nadéle budeme pfedpoklidat, Ze mame k dispozici dokonaly generator ndhodnych &isel z roz-

dgleni R(0,1).

42. Obecné metody pro generovani ndhodného vybéru z daného
rozdéleni

V &lanku 41 jsme hovofili o generovani ndhodnych &fsel z rozdsleni R(0,1). V praxi viak &asto
potfebujeme generovat ndhodn4 &fsla i z jinych rozdéleni.
Obecnou metodou pro vytvofeni ndhodnych &sel z uréitého rozdéleni je metoda inverzni

transformace, kterd se opira o nésledujici tvrzeni.
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Necht F(z) je zleva spojit4 distribuéni funkce a necht funkce F~'(z) je definovéna predpisem
F~My) = sup{z, F(z) <y} pro O0<y<l.

Necht néhodnd veli¢ina ¥ ma rovnomé&rné rozdéleni R(0,1). Potom nihodni velidina X =

F~Y(Y') m4 rozdéleni s distribuéni funkei F(z).

Poznimka,

Poznamenejme, Ze je-li distribu¢ni funkce F(z) rostouci a spojits, pak F~1(y) je inverzn

funkce k F(z).

Postup pfi generovani ndhodnych &isel Xi,..., X, z rozdsleni s distribuéni funkci F(z) me-
todou inverzni transformace je nésledujici:

1. Vygenerujeme nédhodna &isla Y1,...,Y, z rozd8leni R(0,1).

2. Provedme transformaci X; = F~1(Y1),..., X, = F~1(Yy).

Vyhody metody inverzni transformace spoéivaji v jeji universilnosti, nebot teoreticky umoz-
fiuje generovat ndhodné &isla z libovolného rozd&leni. V pifpads, #e lze snadno najit explicitni
tvar F~1(y), je jeji pou¥iti jednoduché a &asto d4va nejlepii vysledky. V pfipad8, e vypodet
hodnot funkce F~!(y) je velmi komplikovany a &asové narodny, pouZivaji se obvykle jiné metody.

Pro generovani ndhodného &isla X se spojitym rozdglenim s hustotou g(z) se &asto pou¥iva
té% zamitaci metoda.

Necht existuje redlns funkce g;(z) takova, ¥%e g(z) < gi(z), =z € R! a J20 g1(z)dz < oco.
Oznaéme Gy = [ g1(z) dz. P¥edpoklidejme, %e dovedeme efektivng generovat ndhodné &islo
z rozdéleni s hustotou fz(z) = g1(z)/G1. Ndhodné &islo X z rozd8leni s hustotou g(z) ziskdme
nésledujicim zpiisobem:

1. Generujeme &islo Z z rozdgleni s hustotou fz(z).

2. Generujeme nédhodné &islo V' z rozd&leni R(0, 1).

3. Jeli 1(Z) -V < g(Z), polotime X = Z. Je-li g1(Z)-V > g(Z), prejdeme k bodu 1.
(Dvojici (V, Z) ,zamitidme®.)

Poznamka,

Poznamenejme, Ze zamitaci metoda je tim efektivngj$i, &m je hodnota Gy blizai jedné.

Zamitaci metodu lze napiiklad pouZit v piipadg, e chceme generovat ndhodné &islo X z rozdé-
leni s hustotou g(z), kterd je ohraniens a nulov4 vng ohranieného intervalu (a, b). Oznadime-li
M =sup{g(z),a < z < b}, potom zfejmé g(z) < M. Nshodné &slo X pak generujeme nasle-
dovné:

1. Generujeme &islo Z z rozdglenf s hustotou R(a,b) tak, #e generujeme nihodné &slo U
z R(0,1) a poloZime Z = (b—a)-U +a.

2. Generujeme ndhodné &islo V' z rozdgleni R(0,1).
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3.JeliM-V < g(Z),pak X = Z. Jeli M-V > g(Z), pak piejdeme k bodu 1. (Dvojici
(V, Z) ,zamitdme“.)
Poznimka,

Je-li soutin (b—a) - M vyrazné v&t3f ne¥ jedna, je tato metoda neefektivni, viz shora uvedens,

poznimka.

43. Priklady algoritmi pro generovani nahodnych &isel
z nékterych rozdéleni

Algoritmt pro generovani ndhodnych &isel z &asto uZivanych rozdéleni je zndma cels fada.
Do tohoto ¢ldnku skript jsme vybrali n&které velmi jednoduché algoritmy, které jsou proto také
s oblibou ¢asto pouZivané.

Normadlni rozdé&leni
Nejprve poznamenejme, Ze ndhodné &islo X z rozd&leni N (u,o0?) ziskdme z ndhodného &isla Y
z rozdéleni N (0, 1) transformaci

X=0-Y+u

Z tohoto diivodu se budeme dale zabyvat pouze generovanim nghodnych &isel z N (0, 1).

Néhodné &isla z normélniho rozd&leni se nejéast&ji generuji pomoci centrlni limitni vty
aplikované na soudty nezivislych stejnd rozdélenych ndhodnych velidin ¥idicich se rozdslenfm
R(0,1). Je-li X ~ R(0,1), pak zfejm& EX = 1/2 a Var X = 1/12. Uvaujeme-li n4hodny vybar
X1,...,Xn 2 rozd€leni R(0,1), pak E )" X; =n/2 a Var }_ X; = n/12. Podle centrélni limitni
véty pritom plati, Ze pro velkd n m4 nidhodnj velifina
priblizné€ normalni rozd&leni N (0, 1). Za prakticky vyhovujici se povaZuje n = 12. Ndhodné &slo
z rozdéleni N(0, 1) se generuje nisledovng:

1. Generujeme posloupnost ndhodnych &isel X7, ..., X2 z rozdgleni R(0,1).

2. Spodteme Z = Y12, X; — 6.
Je zfejmé, Ze takto nagenerované &islo Z se pohybuje v intervalu (—6,6), a tudiZ je tento zpisob
vyhovujici v pfipadech, kdy neni podstatné chovani , chvosti“ norm4lniho rozdgleni. Chceme-
li 1épe vystihnout toto chovani, je t¥eba pouZit ndjaky jiny generdtor. Jednou z mo#nosti je
napfiklad generovat ndhodna &isla z N (0, 1) nisledujicim zpisobem:

1. Generujeme dv& ndhodn &isla U a V z rozdéleni R(0, 1).

2. Transformaci

X1 = vV-2IU-sin(27V) a Xo = v=2InU -cos(27V)
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ziskdme dv&é ndhodn4 &fsla X, a X, z normélniho rozdé&leni N(0,1).

Dvojrozmérné normadlni rozdéleni
Nahodny vektor (X,Y)' z dvojrozmérného normélniho rozd&leni N(uy, us,0?,03, p), respektive

N(u, X), kde
p o poioy
B2 po1o2 o2
nagenerujeme nasledujicim zptsobem:
1. Generujeme ndhodny vektor (U, V)’ z dvojrozmérného normélniho rozdélent
N(0,0,1,1,0), tj. jinak fe¢eno dv& nezivisle rozddlené ndhodné veli¢iny z N (0, 1).

2. Transformaci

w = T,

Z = p-U++/1=-p2.V,

ziskdme ndhodny vektor z dvojrozmérného rozdgleni N(0,0,1,1, p).

3. Transformaci

X = 01'W+M1,

Y = 092-7Z2 + L2,
ziskdme nédhodny vektor z #4daného dvojrozmérného rozdsleni N (u1, g, 07,02, p).

Logaritmicko-normalni rozdé&leni
Néhodné &islo X z rozd&leni LN (u, 02, ) ziskdme z ndhodného &sla Y z norméalniho rozdéleni

N(p,0?) transformaci:

X =e¥ + 1.
Exponencidlni rozdé&leni
Nejprve opét poznamenejme, Ze ndhodné &slo X z exponencidlniho rozdéleni E (6) s hustotou

f@;0) = —- e (/9= pro z >0,

=

pro <0

lze ziskat z ndhodného &isla Y z rozdgleni E (1) transformaci:

X =46-Y
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Nahodn3j ¢&isla z exponencidlniho rozdgleni E (1) ziskdvame nejéast&ji metodou inverzni trans-

formace. Distribuéni funkce exponencidlniho rozdgleni E (1) spliiuje vztah
F(z) =1-¢7" pro z >0,

=0 pro <0,

a tedy F~1(y) = —In(1 — y) pro 0 < y < 1. Z tvrzeni o inverzni transformaci vyplyva, Ze ma-li
nahodns, veli¢ina ¥ rovnom&rné rozdéleni R(0,1), pak ndhodnd velidina F~1(y) = —In(1 - Y)
m3, exponencidlni rozdgleni E (1). ProtoZe vSak ndhodn4 veli¢ina 1 — Y m4 rovn& R(0,1),
postupujeme pfi generovani ndhodného &isla X z rozdéleni E (1) tak, %e

1. generujeme ndhodné éislo U z rozdéleni R(0,1),

2. ndhodné &islo X z rozdgleni E (1) ziskdme transformaci

X =~ InU.

Gamma rozdéleni

Nejprve uvedme, Ze ndhodné &slo X z dvojparametrického rozd&leni G(a, k) s hustotou

K k—1 ,—ox
flz;a,6) = er _° pro >0,
I'(k)
=0 pro z <0,

Ize ziskat z ndhodného &isla Y z rozd&leni G(1, k) transformaci X = Y/a.

N4hodné &islo X z trojparametrického gamma rozdé€leni, kterému se Casto ¥k té% Pearsonovo

rozdéleni typu III s hustotou

-1

@ V)" exp {—a(z — v)} pro z > v,

I'(x)

=90 pro z < vy,

a,k > 0av € R, Ize ziskat z ndhodného &isla Y z rozdgleni G(1, k) transformaci X = Y/a+v.
Odtud plyne, %e se stali zabyvat pouze generovanim nshodnych &sel z rozdéleni G(1, x).
JestliZe hodnota parametru x gamma rozd&leni G(1, x) je pfirozené &islo n, pak tomuto roz-

déleni fikdme Erlangovo. Hustota Erlangova rozdgleni je tedy d4na p¥edpisem
n—1,—x
flz;n) = :—L‘—-I?(—S)—— pro z >0,

=0 pro z <0,
kde n je pfirozené Eislo.
UvaZujme ndhodny vybér X, ..., X, z exponencidlniho rozdgleni E (1), pak ndhodn4 velidina

X = >, X; se fidi Erlangovym rozd&lenfm s parametrem n. Na tomto tvrzeni je zalofen

algoritmus pro generovani ndhodného &isla X z Erlangova rozdéleni s parametrem 7.
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1. Generujme posloupnost ndhodnych &isel Y1,...,Y, z rozd8lenf R(0,1).
2. Transformaci

X=-InY;-...'Y,)

ziskdme ndhodné &slo z Erlangova rozdgleni s parametrem n.
Piejdéme nyni ke generovéni ndhodnych &isel z gamma rozdsleni G(1, &), kde & > 0. Nejprve
uvedme pi¥ipad, kde 0 < k < 1. Ndhodné &fslo z gamma rozdgleni G(1, x), kde parametr & € (0, 1)

lze generovat pomoci zamitaci metody, pfi¢em# poloZfme

mfc——le——w

g(z) = W pro z >0,
=0 pro z <0,
-1
gi(z) = TG pro 0<z<1,
o=
= m pro z>1,
= 0 pro z <0.

Ztejm& g(z) < g1(z). Dale G1 = [;° g1(z) dz = (1/k+1/e)/ T’ (k). Oznatme K = 1/k+1/e. N4-
hodné &islo z rozd&leni s hustotou gy (z)/G; miZeme generovat metodou inverzni transformace,

nebot odpovidajici distribuéni funkce je

wlc
Fl(ﬁ) = —(*'k—:-‘g)— pro 0<$S1,
_ K-e? ro >1
a pro funkci F;l(y) plati:
Fil(y) = (K-w-y)'* pro 0<y< (K -r)7},
= -In(K - K -y) pro y> (K -x&)7L

Algoritmus pro generovéni ndhodného &isla X z gamma rozdgleni G(1, &) s parametrem & € (0, 1)
lze popsat nasledovné:

1. Generujeme ndhodné &islo W z rozdéleni R(0,1) a poloZime Z = F; 1 (W).

2. Generujeme ndhodné &islo U z rozd8leni R(0,1).

3. Je-li g1(Z2) U < g(2), poloiime X = Z. Je-li g1(Z)U > g(Z), prejdeme k bodu 1. (Dvojici

(Z,U) ,zamitdme*.)
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Prejeme-li si generovat ndhodné &islo X z gamma rozdsleni G(1, x) s parametrem x > 1, vyu¥i-
Jeme nésledujici tvrzeni. Necht ndhodn4 veli¢ina V' se Fidi gamma rozd&lenim G(1, 8) a ndhodn4
veli¢ina W rozdélenim G(1, ), pfidem¥ jsou navzijem nezavislé, pak ndhodn4 veli¢ina V + W se
Fidi gamma rozdélenim G(1, 8 + 7). Odtud plyne jeden ze zpisobi generovini ndhodného &isla
X z gamma rozdéleni G(1,«), kde & > 1.

1. Generujeme ndhodné &islo Y z rozdéleni G(1,[k]) podle algoritmu pro generovani &isla
z Erlangova rozdgleni.

2. Generujeme ndhodné éislo Z z rozdéleni G(1, s — [1]) podle shora popsaného algoritmu pro
generovani ndhodnych ¢&isel z gamma rozdgleni s parametrem men$im ne¥ jedna.

3. PoloZime X = Y + Z.

x? rozdéleni
Rozdéleni x? o n stupnich volnosti je toté rozd&lenf jako G(1/2, n/2). Je-li n suds, lze tedy
pouZit algoritmu pro generovani ndhodného &sla z Erlangova rozdéleni. Je-li n liché, 1ze pouZit
algoritmu pro generovani ndhodného &isla z gamma rozdélenim s obecnym parametrem.

Jinou mo#nosti, jak generovat ndhodna &isla z rozdéleni x? o n stupnich volnosti, je vytvafet je
Jako soucet n kvadréatd &isel naganerovanych z rozdéleni N(0,1). Algoritmus je v tomto p¥ipads
nasledujici:

1. Generujeme ¢&isla Xy, ..., X, z rozdéleni N(0,1).

2. Ndhodné &islo X z rozdéleni x? o n stupnich volnosti vytvorime transformaci

X=X} +X}+---+X2

t rozdéleni
Algoritmus pro generovéni ndhodného &isla X z ¢ rozdsleni o n stupnich volnosti lze popsat
takto:
1. Generujeme ndhodné &islo U z rozdg&leni N(0, 1).
2. Generujeme nihodné &islo V' z rozd&leni x? o n stupnich volnosti.

3. Nahodné &islo X z t rozdé&leni o n stupnich volnosti ziskdme transformaci

_UVE
X = N
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F rozdéleni
Algoritmus pro generovéni nahodného &sla X z rozdéleni F o n1 a ng stupnich volnosti lze
popsat nasledovné:
1. Generujeme ndhodné &islo W z rozdéleni 2 o n; stupnich volnosti.
2. Generujeme nidhodné &islo Z z rozd&leni x2 o ny stupnich volnosti.
3. Nahodné &islo X z F rozdélenf o n; a ng stupnich volnosti ziskdme transformaci

. W/m
- Z/nz )
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