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PREDMLUVA

Skripta Pravdépodobnost a matematickd statistika 12 - p¥iklady jsou zamyslena jako
sbirka prikladi ke skriptu Matematicks statistika od D. Jarugkové a jsou uréena prede-
v8im studenttim Stavebni fakulty CVUT. Nagim pfanim bylo vyhovét pozadavku stu-
dentil, ktefi chtéli lépe zvlddnout predmét matematickd statistika a poukazovali na to,
ze skripta Matematickd statistika diky omezenému podtu stran neobsahuji dostateéné
mnozstvi prikladd.

Predklddand skripta jsou rozdélena do kapitol: 1. Pravdé&podobnost, 2. Diskrétn{ roz-
déleni, 3. Spojité rozdéleni, 4. Ndhodné vektory, 5. Centralni limitni vé&ta, 6. Popisn4
statistika, 7. Teorie odhadu, 8. Testovani hypotéz, 9. Analyza rozptylu, 10. Chi-kvadrat
test, 11. Regrese a 12. Casové ¥ady. Z pFedchoziho vy&tu je patrné, Ze Ctenar najde i
priklady k nékterym Castem statistiky, které nejsou zahrnuty do skript Matematicks
statistika, ale které se na nékterych oborech ¢ doktorandském studiu vyuduji. Kazda
kapitola obsahuje dvé Césti - feSené a nefefené p¥iklady. Mezi feSené p¥iklady jsme zahr-
vice odpovidaji problémiim FeSenym v praxi. Do nefeSenych prikladd jsme zaradili spise
Jednodussi piiklady nebo priklady, které jsou analogické feSenym problémtm v prvni
casti. Najit dobré ukazkové priklady, zvlast z matematické statistiky, neni jednodu-
ché. Casto jsme sahali po p¥ikladech z knih a skript nagich kolegli z jinych univerzit
a fakult. Kromé& toho jsme pouzili i problémy, s kterymi jsme se béhem své statistické
praxe setkali. Redlné soubory dat vSak byvaji ¢asto velmi rozsahlé a zpracovat je bez
pouZziti pocitact je témérF nemozné. P¥i pouZiti numericky naro¢néjsich statistickych po-
stupt jsme pouZzivali program Matlab a jeho statisticky toolbox. Stejny program jsme
také pouzivali k vypoctu kritickych hodnot, které se mohou diky rozdilné numerické
presnosti liSit od kritickych hodnot tabelovanych v Numerickych tabulkich ke skriptu
Matematicka statistika ¢i kritickych hodnot z jinych statistickych programt. Pokud si
radi mu zp¥istupnime p¥isluind data pro poditacové zpracovani. .

Ocekévadme ndmitku, pro¢ nejsou u nefefenych piikladt uvedeny vysledky. Divodi
je vice. Jednak hodldme nefeSené piiklady ¢astecné vyuzivat k zdpoétim a zkoudkim,
priemZ na nékterych oborech zkousejici povoluje jakékoliv pomficky. Podstatndjsim
diivodem je vS8ak podle naSeho ndzoru skutednost, Ze u vétSiny zejména statistickych
prikladd je obtiZné, ne-li nemoZné stru¢ny a jednozna¢ny vysledek uvést. (Vysledek
testu zdvisi na hladiné vyznamnosti, nékdy lze uZit i vice srovnatelnych postupt, vy-
sledkem nékterych piikladd je graficky vystup, Gvaha, dikaz, atd.) Domnivime se, Ze
neuvedeni vysledkil nefeSenych piikladi je kompenzovéno dostatecnym (co do podtu
stran dokonce vyznamné pfevazujicim) mnoZstvim FeSenych piikladd.

Véfime, Ze pocitacovd technika bude v budoucnu pro studenty dostupnéjsi, co
umozni feSit sloZit€jsi statistické problémy. Doufdme, Ze zpracovani redlnych dat p¥i-
spéje k pocitu, Ze matematickd statistika je uzitednd i zdbavna véda.

Na zavér bychom radi podékovali Doc. RNDr. Gejzovi Dohnalovi, CSc. za peclivé

lektorovani naSich skript, RNDr. Jaromiru Antochovi, CSc. za vyznamnou pomoc se
sazbou a cenné rady a Dr. RNDr. Jané Noskové za cenné pripominky.
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1. PRAVDEPODOBNOST

Re$ené priklady

Piiklad 1.1.
T¥i muZi a Sest Zen se ndhodné rozdéli na t¥i stejnd podetné skupiny. S jakou prav-
dépodobnosti bude v kaZdé z nich jeden muz?

Reseni:

MutZeme si predstavit, Ze pfi rozdélovani do skupin si kazdy vylosuje &islo od 1 do 9.
Pfitom ti, kteXi si vylosovali &fsla 1, 2, 3, vytvor{ 1. skupinu, osoby majici &isla 4, 5, 6
vytvoii 2. skupinu a zbyvajici vytvo¥i 3. skupinu.

Elementarnim jevem pro nés bude konkrétni (neuspofaddand) trojice &isel, vylosovand
muZi. Tyto elementérni jevy jsou zfejmé stejnd pravdépodobné a je jich celkem (3) = 84.
Elementérni jevy pfiznivé zadani piikladu jsou takové trojice, z nich# jedno ¢&islo je
z mnoZiny {1,2,3}, jedno &slo z mnoZiny {4,5,6} a jedno z mnoziny {7,8,9}. Téchto
trojic je zfejmé 3 - 3 - 3 = 27. Hledand pravd&podobnost je tedy rovna

P = 27/84 = 0.3214.

Piiklad 1.2.

Vybirdme z péti vstupenek po 10 K&, tf{ vstupenek po 30 K& a dvou vstupenek po
50 K¢. Vylosujeme-li si ndhodn& 3 vstupenky, s jakou pravdépodobnosti bude jejich
cena 70 Ké7

Resent:

Pfi ndhodném losovdni miZeme vybrat celkem (go) = 120 rGznych trojic (pofadi
v trojici pro nés neni dilezité). Celkova cena ndmi vybrané trojice bude 70 K& v nésle-
dujicich pripadech:

a) vybereme 1 vstupenku za 50 K& a 2 po 10 K&, tento jev mtZeme nakombinovat
2+ (3) = 20 zpiisoby,

b) vybereme 2 vstupenky po 30 K& a 1 za 10 K&, toho dosdhneme (g) -5 =15
zpusoby.

Pravdépodobnost naseho jevu tedy je

2 1
P 0-+15

= (.2917.
120 0

Priklad 1.3.

Hézime-li péti kostkami, miZe nastat jedna ze sedmi moZnosti:

a) VSechny kostky ukazuji rtizny podet odek.

b) Pravé dv& kostky ukazuji stejny podet a viechny ostatni jsou rtizné.
c) Pravé t¥i kostky ukazuji stejny podet a zbylé dvé jsou rtzné.

d) Pravé éty¥i kostky ukazuji stejny podet odek.

e) VSech pét ukazuje stejny podet odek.
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f) Pravé dvé a dvé jsou stejné a posledni se lisi.
g) Jedna dvojice je stejna a jedna trojice je stejné.

Jakou pravdépodobnost maji ndhodné jevy a) - g)?

ReSeni:

Spoctéme, kolik je pfiznivych vysledkd odpovidajicich jeviim a) - g).

a) Na prvni kostce miZe padnout jednitka, dvojka, ... Sestka. JestliZe se m4 podet
oCek na druhé kostce lisit, pak moZnych vysledkt na druhé kostce je pouze pét. Podet
vysledki na t¥eti kostce lisicich se od vysledku na prvni i druhé kostce je roven &ty¥em
atd. VSech p¥iznivych vysledki je 6 x 5 x 4 x 3 x 2 = 720.

b) V pfipadg, Ze pravé dvé kostky ukazuji stejné a vSechny ostatni se li§i, musime
nejprve vybrat, které dvé kostky z péti budou ukazovat stejng. Podet moZnosti, jak
vybrat dvojici, je (g) Pocet vSech pfiznivych vysledki je (g) X 6 X5 x4x3=3600.

Obdobné spocéteme podet piiznivych vysledkl pro ostatni piipady:

c) tii stejné, ostatni rizné: (3) x 6 x 5 x 4 = 1200,

d) &ty¥i stejné, jedna riznd: () x 6 x 5 = 150,

e) vSechny stejné: = 6,

f) dvd a dvé stejné, jedna riiznd: () x (3) x £ x 6 x 5 x 4 = 1800 (zde soudin

) x (3) x L =15 oznaduje pocet vSech moZnych seskupeni dvou dvojic kostek, které
2) % \a) X 3 J
ukazuji stejné),
g) dvé stejné a tii stejné: (5) x 6 x 5 = 300.
Celkem vSech moZnych vysledki je 7776.

Jestlize pfedpokladdme, Ze na vSech kostkach padé jakékoliv strana se stejnou prav-
dépodobnosti 1/6, pak pravdépodobnosti ndhodnych jevii a)—g) dostaneme jako podil
poctu priznivych vysledkd ku podtu v8ech moZnych vysledki.

Odpovéd: Hledané pravdépodobnosti jsou postupné rovny: 720/7776, 3600/7776,
1200/7776, 150/7776, 6/7776, 1800/7776, 300/7776 .

Priklad 1.4.

Dva hréaci hraji sérii her o éastku (sdzku) C, p¥iGemZ tuto ¢astku ziska ten hrag,
ktery jako prvni vyhraje k her. Pravdépodobnost vyhry kazdé jednotlivé hry je pro oba
hrice stejnd (oba hradi jsou stejng dob¥i). Série her je preddasné ukondena ve chvili,
kdy jednomu hréci chybi do vyhry jedna hra a druhému dvé& hry. Jaké je spravedlivé
rozdéleni ¢astky C mezi hrace?

Redeni:

Spravedlivé rozdéleni ¢astky odpovidd pomé&ru, v jakém jsou pravdépodobnosti vyhry
jednotlivych hracd, kdyby ve hie pokracovali. P¥i daldim pokradovani hry by v prvni
hie s pravdépodobnosti 1/2 vyhral prvni hra¢ a s pravdpodobnosti 1/2 by vyhral
druhy hra¢. Kdyby vyhral druhy hrag, bylo by t¥eba sehrét jesté jednu hru. Tu by opét
mohl s pravdépodobnosti 1/2 vyhrat prvni hraé a s pravdépodobnosti 1/2 druhy hrag.
Odtud vyplyv4, Ze pokud by hraé¢i pokrafovali ve hie aZ do konce, vyhral by prvni hrad
s pravdépodobnosti 3/4 a druhy s pravdépodobnosti 1/4.

Odpovéd: Spravedlivé rozdéleni ¢astky C je v poméru 3:1 ve prospéch prvniho hrade.
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Priklad 1.5.

BridZ se hraje s 52 bridZovymi kartami (13 piki, 13 srdci, 13 kar, 13 treft). Viechny
karty se rozdaji mezi ty¥i hrace. Vidy dva a dva hraji spolu. Oznaéme pro jednoduchost
jednu dvojici: ,sever —jih“ a druhou: ,vychod-zdpad“. Hra se hraje tak, Ze jeden hrad
vynese kartu, poté pfida kartu hra¢ po levici a tak dale ve sméru hodinovych rudicek,
az daji kartu vSichni ¢ty¥i. Jeden zdvih tvo¥i tedy &ty¥i karty. Zdvih v beztrumfové hie
ziskévd ten hrac, jehoz karta ve zdvihu byla ve vynesené barvé nejvyssi. Dale vynas
ten hrac, ktery ziskal pfedchozi zdvih. Barva se musi piiznévat, tj. ma-li hri¢ kartu ve
vynesené barvé, musi ji dat, nemusi v8ak prebijet, tj. dat kartu vy3${ hodnoty. Celou
hru tvo¥f 13 zdvihl, z nichZ kaZdy obsahuje 4 karty. Udelem hry je ziskat co nejvice
zdvihd. Po licitaci ndsleduje sehravka. Sehravku hraje hlavni hrag (feknéme jih), ktery
vylicitoval hru. Do prvniho zdvihu v8ak vZdy vynasi hra¢ po levici hlavnfho hride
(zdpad), poté partner hlavniho hréde (sever) poloZi karty na st@l a hie dale jen pasivng
prihlizi. Hlavni hrd¢ hraje se svymi i partnerovymi kartami, které jsou vyloZeny na
stole.

Predpoklddejme, Ze prvni zdvih byl odehran v trefové barvé, p¥icem? nejvyssi kartu
dal jih a ma tedy vynést do druhého zdvihu. Jih vidi, Ze v srdcové barvé lezi v part-
nerovych kartdch (na stole) eso, ddma, junek, pétka a &tyika. Sdm mé v ruce srdcovou
desitku, devitku, osmicku, sedmi¢ku a Sestku. To znamena, Ze protihraci (vychod a
zépad) maji 3 srdcové karty, a to krale, trojku a dvojku.

Jakd je pravdépodobnost, Ze hlavni hra¢ ziskd vSechny srdcové zdvihy, jestlize pii
druhém vynosu vynese srdcové eso?

ReSent:

Hlavni hra¢ ziskd vSechny srdcové zdvihy tehdy, jestlize je srdcovy kral u jednoho
z protihracii osamocen. Protihra¢i maji po odehrani prvniho zdvihu dohromady 24 ka-
ret. VSech moznych rozdéleni téchto karet mezi né je @g) Priznivé vysledky jsou jednak
takové, kdy mé vychod srdcového krale, ale nemé dvojku a trojku srdcovou. Takovych
moZnosti je (ﬂ), nebot (ﬁ) je pocet moznosti, jak dovybrat k srdcovému krali 11 nesrd-
covych karet. Déle jsou piiznivé moZnosti ty, kdy ma vychod srdcovou dvojku a trojku,
ale nema srdcového kréle. Téch je (?é), nebot tolik je moZnosti, jak k srdcové dvojce a
trojce dovybrat 10 nesrdcovych karet. Celkové je tedy piiznivych vysledki (ﬁ) + (%é)
Hledana pravdépodobnost je rovna

Go) + Go) _
& 0.261.

Odpovéd: Vynese-li hlavni hra¢ p¥i druhém vynosu srdcové eso, ziské vSechny srdcové
zdvihy s pravdépodobnosti 0.261.

Priklad 1.6.

V osudi je 5 ¢ernych koulif a 15 bilych kouli. Z osudi se ndhodné vytdhne jedna koule.
Poté se vrati zpét, piida se 20 kouli téZe barvy, jakou md&la vytaZend koule, a tah se
opakuje. Jaka je pravdépodobnost, Ze druhd vytaZena koule bude ¢erni?

Regenft:

Oznacme jevy:
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... druhd vytaZena koule je ¢ernd,

... prvni vytaZend koule je Cerna,

... prvni vytazZena koule je bila. ,

Jev B je opany k jevu B. Plati P(B) = & a P(B) = i3, Déle plati pro podminéné
pravdépodobnosti P(A|B) = 2 a P(A|B) = . Podle véty o tplné pravdépodobnosti

Sy TR

25 5 5 15 1

P(A) = P(A|B) P(B) + P(A|B) P(B) = 0 0 10 % "1

V8imnéte si, Ze pravdépodobnost vytaZeni Gerné koule v druhém tahu je stejna jako

byla v prvnim tahu. To bude platit i pro jiny pomér bilych a ernych kouli a jiny podet
kouli, které pridavame.

Odpovéd: Pravdépodobnost, Ze v druhém tahu vytdhneme Eernou kouli, je rovna 0.25.

Priklad 1.7.

T¥i stFelci, jejichZ dlouhodobé Uspésnosti (tj. pravdépodobnosti zdsahu) jsou po Fadsé
20%, 40% a 60%, soucasné vystielili na terd. V teri byl poté zjistén jeden zasah. S jakou
pravdépodobnosti se strefil 3. st¥elec?

Redeni:

UvaZzujme nésledujici ndhodné jevy:

P ... prvn{ stfelec zasdhne ter¢,

D ... druhy stfelec zasdhne terd,

T ... treti stfelec zasdhne terd,

Z ... pfi soucasném vystielu vSech st¥elcli nastane pravé jeden zisah.

Zajim4 nis podminénd pravdépodobnost P(T'|Z). MiiZeme postupné vypoditat:
P(Z)y=P(PNnDNT)+P(PNDNT)+P(PNDNT) =
=0.2x06x044+0.8%x0.4x%x04+0.8x0.6x0.6=0.464,
P(I'nZ) P(PNDNT)
P(Z) 0.464
Pii vypoctu jsme mlcky pfedpoklidali nezdvislost mezi jevy P, D a T, coZ odpovids
rozumnému piedpokladu, Ze st¥elci se p¥i stfelbé navzajem nijak neovliviuji.

= 0.6207.

P(T|Z) =

Odpovéd: Vime-li, Ze nastal jeden zésah, pak tento zdsah pochézi s pravdépodobnosti
0.6207 od tretiho strelce.

Priklad 1.8.

Laborato¥, kterd provadi rozbory krve, potvrdi s pravdépodobnosti 95% existenci
protildtek na virus uréité nemoci, jestlize ji pacient skutetnd trpi. Zaroveir test urc
jako pozitivni 1% osob, které v8ak touto nemoci netrpi. Jestlize 0.5% populace trpi
zminénou nemoci, jakd je pravdépodobnost, Ze urditd osoba, jeji% test byl pozitivni,
skuteéné onu nemoc ma?

Regent:
Pracujeme se ¢tyfmi ndhodnymi jevy:
. pacientiiv test je pozitivni,
. pacientiv test je negativni,
. pacient trpi zjistovanou nemoci,
... pacient netrpi zjiSfovanou nemoci.

n oz



1. Pravd@podobnost ... . e e e e et e 9
Zajimé nds podminénd pravdépodobnost P(D|P). Podle Bayesovy véty:

P(P|D)P(D) 0.95 x 0.005

= = U. 2 .
(P|D)P(D) + P(P|H)P(H) ~ 0.95 x 0.005 + 0.01 x 0.995 0523

P(DIP) = -

Skutecnost, Ze zjistovana pravdépodobnost je pomérné mala, je zptisobena tim, %e ne-
moc je mdlo rozsifend a mezi pozitivni se dostane omylem velké mno¥stvi zdravych
osob.

Odpovéd: V takto provadéném testu je pravdépodobnost toho, Ze pacient skuteénd
nemoci trpi, rovna pouze 0.323.

Priklad 1.9.

Mgftici zaXizeni sestava ze t¥{ pristroji — snimade a dvou registri, které pracuji zdvo-
jené tak, Ze se pii poruSe 1. registru automaticky zapoji 2. registr. Schéma zapojeni je
déno nésledujicim obrazkem:

' Pravdépodobnost poruchy snimade je
1. registr 0.01, pravdépodobnost poruchy 1. re-
Y gistru je 0.05, resp. 2. registru 0.02.
Urcete pravdépodobnost, Ze snimaci

snimac > o : _
v zafizeni bude jako celek fungovat (za
A v v . L
- predpokladu, Ze poruchy jednotlivych
2. registr we . o te ‘o <
zatizeni vznikaji nezavisle na sobég).
Reseni:

Ozna¢me si nasledujici ndhodné jevy:

S ... funguje snimad,
Ry ... funguje 1. registr,
Ry ... funguje 2. registr.

(Pruh pak oznafuje opalny jev, tj. Ry napf. znamend jev, Ze 1. registr mé poruchu.)

Zafizeni bude zfejmé fungovat, bude-li fungovat snimac a alespoii jeden z obou re-
gistri. Proto je hledand pravdépodobnost rovna

P=P{SN[R1U(R1NRy)]} = P(S) - [P(R1) + P(R1) - P(Ry)] =
= 0.99 x (0.95 + 0.05 x 0.98) = 0.989.

Odpovéd: Pravdépodobnost fungovani celého zafizeni je pfiblizné 98.9%. V&imnéme
si, Ze tato pravdépodobnost je témé¥ stejnd, jako pravdépodobnost fungovani samotného
snimace, i kdyZ jednotlivé registry nejsou p¥ili§ spolehlivé. Diky jejich zalohovani se viak
pravdépodobnost poruchy celého za¥izeni silné zmensi.

Priklad 1.10.

Na zdkladé imrtnostnich tabulek za rok 1996, publikovanych Ceskym statistickym
uradem, se odhaduje, Ze pravdépodobnosti amrti ve véku z = 50, 51, ..., 59 let u muzd
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v Ceské republice jsou &sla ¢(z) uvedené v nasledujici tabulce:

T 50 o1 52 53 o4
q(z) 0.008394 0.009557 0.010552 0.011321 0.012235

T 95 96 o7 58 99
q(z) 0.013165 0.014106 0.015103 0.017251 0.018743

(Umrtim ve véku z se rozumi situace, kdy osoba, kterd je v den svych z-tych naro-
zenin nazivu, zemie b&hem nasledujictho roku, tj. nedoZije se (z + 1)-nich narozenin.
Tedy napt. &islo gsq = 0.012235 miZeme interpretovat tak, ze z uréitého velkého podtu
54-ti letych muZd se pfiblizng 1.22% nedozije 55 let.)

Odhadnéte pravdépodobnost, Ze:

a) 50-ti lety muZ se doZije 60 let,

b) 50-ti lety muZ se doZije 55 let, ale nedoZije se 60 let.

Regent:

Je vhodné si uvédomit, Ze &isla ¢(x) jsou vlastnd podminéné pravdépodobnosti, Ze
urcity ndhodné vybrany muz (z populace viech novorozencil) se nedoZije véku z + 1 let,
vime-li, Ze byl naZivu ve véku x let. Zavedeme-li si oznafeni pro ndhodné jevy:

Zy ... osoba muZského pohlavi se doZije véku z, (z=1,2,...)
potom je

P(Zy41N Zy)
P(Zz)

o) 1 a(e) = P(Zunsl2) P(Z;J(AZS Zo) _ PJE?Z;)_

q(x) = P(Zp11|22) =

Zde je p(xz) podminénd pravdépodobnost, %e se muZ, ktery je naZivu ve véku z let,
dozije véku x + 1 let. Posledni rovnost plyne z faktu, Ze Z, 11 C Z,.

ad a) Podle pravidel pro pocitdni s podminnymi pravdépodobnostmi a diky faktu,
ze Zgy C Zsg C -+ C Zsg plati:
P(Zso) P(Zso) P(Zs9) P(Zs1)
= ‘ = p(59) - p(58) - - -p(50) =
P(ZSO) P(Z5g) P(ZSS) P(ZS()) p( ) p( ) p( )
= 0.981257 x 0.982749 x - -- x 0.991606 = 0.8769.

P(Zso| Z50) =

ad b) Hledanou pravdépodobnost miiZeme vypoéitat takto:

P(Zﬁo N Z55) _ P(Zgo N Z55) . P(Z55) _
P(Zsx) P(Zs5) P(Zs0)

= [1 = P(Zso|Zs5)] - P(Zs5|Z50) = (1 — 0.92404) x 0.94901 = 0.0721.

P= P(ZGO M Z55,Z50) =

(Pravdépodobnosti P(Zs5|Zs0) a P(Zeo|Zss) jsme vypoéitali podobné jako v bodé a.)
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Neresené priklady

Priklad 1.11.

Jaka je pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrané dvojciferné &islo je délitelné dvéma
nebo péti?

Priklad 1.12.

Krychle, kterd ma vSechny stény obarveny, je rozfezdna na tisic krychlidek o stejnych
rozmeérech. Takto ziskané krychlicky se peélivé promichaji. Urdete pravdépodobnost, Ze
namdtkou vybrané krychlicka bude mit dv& stény obarveny.

Priklad 1.13.

I¥i muZi sed{ u baru. Aby mohli rozhodnout, kdo zaplati ttratu, ka?dy z nich hazi
minci. MuZ, jehoZz mince ukédZe jinou stranu ne% zbyvajicich dvou, plat{ Gtratu. PFed-
poklddejme, Ze na vSech mincich ob& dvé strany padaji se stejnou pravdépodobnosti.
Jaka je pravdépodobnost, Ze k rozhodnut{, kdo bude platit, dojde jiZ% poté, co mu#i hodi
poprvé?

Priklad 1.14.
Telefonni ¢éislo je péticiferné. Najdéte pravdépodobnost toho, Ze viechny cifry budou
rizné. (Prvni cifra nesmi byt nula.)

Priklad 1.15.

Urcete pravdépodobnost, Ze pfi hodu dvéma kostkami padne (padnou):
a) dvé Sestky,

b) dvé stejnd &isla,

c) soudet v&tsi ne 7.

Priklad 1.16.

V losovaci urné je celkem 12 kouli, z toho 5 zelenych, 4 ervené a 3 modré. Ndhodnd
(najednou) vybereme 3 koule. S jakou pravdépodobnosti budou mit vSechny rtiznou
barvu?

Priklad 1.17.

Nahodn& vybereme trojici ¢isel z mnoziny {1,2,...,10} (vybirdme s vyloudenim
opakovéni). S jakou pravdépodobnosti lze z vybranych &isel sestavit prvni t¥i ¢leny
aritmetické posloupnosti?

Priklad 1.18.

Deset aut zaparkuje ndhodné vedle sebe. Jakd je pravdépodobnost, Ze zvolend t¥i
auta budou spolu sousedit?

Priklad 1.19.

Na Sachovém turnaji hraje 20 hract, ktef{ jsou ndhodné rozdéleni do dvou skupin
po deseti. Jaké je pravdépodobnost, Ze &tyfi nejlepsi budou hrat spolu?
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Priklad 1.20.
Meéjme tasecky o délkach 1, 3, 5, 7, 9. Jakd je pravdépodobnost, e ze tfech ndhodnd
vybranych tsecek je moZno sestrojit trojahelnik?

Priklad 1.21.

Pii hie poker dostane kazdy pét karet. Jakd je pravdépodobnost, #e dostanete do
ruky pétici po sobé& jdoucich karet, které viak nejsou stejné barvy?

Priklad 1.22.

Z balicku 32 karet vylosujeme kartu. A oznacuje ndhodny jev, Ze karta je eso a B,
Ze karta je Cervené barvy. Jsou jevy A a B nezavislé?

Priklad 1.23.

Ze zkuSenosti vime, Ze se urfité zafizeni b&hem hodiny porouchs s pravdépodob-
nosti 0.2, pfifemZ pravdépodobnost vzniku poruchy je v &ase konstantni. Po dvou
hodindch od uvedeni do provozu bylo zjisténo, Ze zafizeni nepracuje. S jakou prav-
dépodobnosti nastala porucha jiz béhem prvni hodiny?

Priklad 1.24.

Signaliza¢ni zafizeni se sklddd ze t¥{ sériové zapojenych okruhtl, ve dvou z nich jsou
paralelné zapojeny navzajem se zdlohujici prvky. Spolehlivosti jednotlivych prvkid jsou
pfimo vyznaceny na schématu:

0ol
[0.9]
[0.8]
A \ A A 4
— 0.95 p»——> 0.9 |———
Y \
A A
9]
[0.9]
[0.9]

Urcete pravdépodobnost, Ze signaliza¢ni za¥izeni bude mit poruchu (za p¥edpokladu,
ze poruchy jednotlivych prvkd vznikaji nezdvisle na sobg).

Priklad 1.25.

Urcity systém sestdva ze dvou paralelné zapojenych zafizeni. Pravd&podobnosti vy-
skytu poruchy na téchto zafizenich jsou 0.05 a 0.02, pravd&podobnost vypadku v do-
dévce elektfiny (na které zavisi chod obou zafizen{) je 0.04. Urdete za piedpokladu
nezavislosti vzniku v8ech poruch, Ze cely systém bude fungovat, tj. Ze bude fungovat
alespoii jedno z obou zafizeni.

Priklad 1.26.

Sonda mé dvé kamery, které mohou pracovat nezdvisle na sob&. Ka#d4 z nich je vyba-
vena pro pripad poruchy korekénim mechanismem. Pravdépodobnost poruchy kamery
Je 0.1, pravdépodobnost Gspéné opravy p¥ipadné poruchy pomoci korekéniho mecha-
nismu je 0.3. S jakou pravdépodobnosti se nepoda¥{ ani jednou z kamer nic nafilmovat?
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Priklad 1.27.

Na tseku AB mé motocyklovy zdvodnik 12 piekaZek. Na kaZdé z nich bude muset
s pravdépodobnosti 0.1 zastavit. Pravdépodobnost toho, Ze od bodu B do cile C dojede
bez zastdvky je rovna 0.7. Urfete pravdépodobnost toho, %e na tseku AC zavodnik
nezastavi ani jednou.

Priklad 1.28.

Pravdépodobnost toho, Ze ¢islo losu bude mit stejné souSty prvnich tif a poslednich
tii cifer, je rovna 0.05525. Jakd je pravdépodobnost toho, %e se takovy los vyskytne
mezi dvéma ndhodné vybranymi losy, jestlize tyto losy

a) maji po sobé& jdouci &isla,

b) byly ziskdny nezdvisle na sobé&.

Priklad 1.29.

Petr si zakoupil dva losy ze dvou riznych loterif. V prvni loterii je 150000 losg,
z kterych 50000 vyhrava. V druhé loterii je 500000 lostl, z kterych 200000 vyhrava.
Jaka je pravdépodobnost, %e vyhraje

a) jen los z prvni loterie,

b) jen jeden los,

¢) oba losy,

d) aspoii jeden los,

e) jen los z druhé loterie,

f) nevyhraje ani jeden los?

Priklad 1.30.

Necht je ddno 10 osudi, v kazdém je 10 kouli. V i-tém osudi je 7 dernych a 10—¢ bilych
kouli. Nejprve vybereme jedno osudi tak, aby kaZzdé mé&lo stejnou pravdépodobnost byt
vybrané. Poté vytdhneme jednu kouli z vybraného osudi opét tak, aby kazda koule
méla stejnou pravdépodobnost byt vytaZena. Jakd je pravdépodobnost, Ze vytaZen
koule bude ¢erna?

Priklad 1.31.

Zamyslite koupit v autobazaru viz jisté znacky. Je ovSem zndmo, %e 30% takovych
vozi méa vadnou pfevodovku. Abyste ziskali vice informaci, najmete si mechanika, ktery
je po projizdce schopen odhadnout stav vozu a jen s pravdépodobnosti 0.1 se zmyli.
Jaké je pravdépodobnost, Ze viz, ktery zamyslite koupit, m4 vadnou pFevodovku

a) pfedtim, neZ si najmete mechanika,

b) jestliZe mechanik p¥edpovi, Ze viiz je dobry?

Priklad 1.32.

Predpokladejte, Ze pravdépodobnost narozeni dvojéat stejného pohlavi je dvojnésob-
nd proti téZze pravdépodobnosti u dvojéat rtzného pohlavi. Dale predpokladejte, Ze
pravdépodobnosti narozeni dvojdat rtizného pohlavi jsou pro ob& pofadi stejni a Ze
pravd&podobnost narozeni chlapce je 0.51, dévcete pak 0.49. Uréete pravdépodobnost
narozeni druhého chlapce, jestliZe se jako prvni narodil chlapec.
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Priklad 1.33.

Ke hledani ztraceného letadla bylo uréeno 10 vrtulnikid. KaZdého z nich lze k hled4ni
letadla pouZit v jedné ze dvou oblasti, v nichZ miZe byt letadlo s pravdépodobnostmi 0.8
a 0.2. Kazdy vrtulnik objevi letadlo, které je v prohleddvané oblasti, s pravd&podobnosti
0.2. Jak je tieba rozdélit vrtulniky do t&chto dvou oblasti, aby pravdépodobnost nalezeni
letadla byla maximdlni, jestlize kazdy vrtulnik hled4 nez4visle na ostatnich? Urdete, jaké
bude pravdépodobnost nalezeni letadla pii optimalnim rozdéleni vrtulnikd.

Priklad 1.34.

V losovaci urné je 10 bilych a 5 Gernych kouli. Nahodné bez vraceni vybirdme jed-
notlivé koule. Uréete pravdépodobnost, Ze

a) jako prvn{ v pofadi vylosujeme bilou kouli,

b) jako druhou v pofadi vylosujeme bilou kouli, jestliZe jsme poprvé vylosovali také
bilou,

c) jako druhou v pofadi vylosujeme bilou kouli (aniZ jsme si v&imli, jakou barvu méla
prvni vylosovand koule).

Priklad 1.35.

Spojovacim kandlem je prendSen signal A, resp. B s pravdépodobnosti 0.84, resp.
0.16. Vzhledem k poruchdm pienosu se 1/6 signali A detekuje jako B, obdobné se 1/8
signalt B detekuje jako A. Urlete pravd&podobnost, 7e urdity signél (aniZ vime, jaky
skutetné je) bude detekovan na vystupu jako A. Uréete pravdépodobnost, Ze signal,
ktery byl detekovan jako A, byl skuteénd odesldn jako A.

Priklad 1.36.

Revizor ze zkuSenosti vi, Ze zhruba v 26% tramvaji p¥i kontrole najde derného pa-
saZéra. Kolik tramvaji musi zkontrolovat, aby alespoit s 95% pravdépodobnosti nagel
alespon jednoho ¢erného pasazéra?

Priklad 1.37.

Udastnik zapomnél posledni cifru telefonniho &sla a rozhodl se, Ze ji bude postupné
volit. S jakou pravdépodobnosti se dovold nejpozdg&ji na étvrty pokus? (P¥edpokladame,
Ze pri vytoceni spravného ¢isla se spojeni uskutedni.)

Priklad 1.38.

V dilné pracuji 3 stroje. Prvni vyrobi 24%, druhy 36% a t¥et{ 40% produkce dilny.
Prvni stroj vyrobi s pravdépodobnosti 0.02 zmetek, u druhého se toto stane s prav-
dépodobnosti 0.03 a u t¥ettho s pravdépodobnosti 0.06. Vybereme-li ndhodn& dobry
vyrobek, s jakou pravdépodobnosti byl vyroben t¥etim strojem?

Priklad 1.39.

Pfi vyrobé 30% piistrojii byl pouzit zp¥isnény technologicky reZim, zatimco p¥i vy-
robé ostatnich p¥istroji standardni reZim. P¥itom pravdépodobnost bezporuchového
chodu po dobu T je pro piistroj z prvni skupiny 0.97 a pro p¥istroj z druhé skupiny
0.82. Jaka je pravdé&podobnost toho, Ze piistroj, ktery po dobu T bezporuchové praco-
val, byl vyrobem ve zpFisnéném rezimu?
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Priklad 1.40.

Predpoklddejme hru bridZ, kterd byla popsdna v feSeném piikladu 1.5. V situaci,
ktera je popsand v piikladu 1.5, ma hlavn{ hrd¢ mo’nost hrit jesté jednim zpifisobem,
kterému se ¥ikd impas.

Vynese z ruky malou kartu. Pokud d4 hra¢ po jeho levici krale, d4 ze stolu eso. Poté
odehraje v8echny srdcové karty, takZe v srdcové barvé zisk4 viech 5 zdvihi. Pokud hréd
po jeho levici (zdpad) kréale ned4, vynese hlavni hraé ze stolu ddmu. Pokud m4 kréle hrag
po pravici (vychod), hlavnimu hradi se nepodaif krile chytit, a tudiZ neuhraje viech
5 srdcovych zdviht. Pokud kréle m4 hrac¢ po levici, pak mohou nastat dvé situace. Bud
mé hlavni hrd¢ mozZnost vynést ze stolu malou kartu v jiné barvé a prebit ji velkou
kartou z ruky. Poté impas v srdcich je§té& jednou zopakuje. Pokud p¥echod do ruky
nema, musi vynést srdcové eso a doufat, Ze karty byly rozloZzeny v poméru 2:1.

Pfi hie zvané impas m4 hlavni hra¢ vétsi pravdépodobnost, Ze zisks viechny srdcové
zdvihy, nez pii prvnim zpusobu hry. Spoététe pravdépodobnost, s jakou pii tomto
zpusobu sehravky ziskd vSechny srdcové zdvihy, a obé pravdépodobnosti porovnejte.
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Regené piiklady

Priklad 2.1.

ZkouSeny piistroj je sloZen ze ti{ ¢4sti. Pravdépodobnost poruchy 1. &isti béhem
zkousky je 0.2, obdobné pravdépodobnost poruchy 2. ¢4sti je 0.3 a pravdépodobnost
poruchy 3. €asti je 0.4. Pfedpokldddme pfitom, Ze poruchy jednotlivych &asti vznikaji
nezdvisle na sobé. Zkousime-li velké mnozstvi p¥istroji, kolik porouchanych ¢asti bude
v pruméru obsahovat vyzkouSeny p¥istroj?

Reseni:
Primérny pocet porouchanych ¢asti pfistroje se bude pro velky rozsah zkouSenych
piistroji bliZit st¥edni hodnoté ndhodné veliiny X, kterd mé rozdélen{

0) = 0.8 x 0.7 x 0.6 = 0.336,
P(X=1)=02x%x07x0.6+0.8x0.3x0.6+0.8x0.7 x 0.4 = 0.452,
2)=02x03x06+0.8x0.3x0.4+0.2x0.7x 0.4 = 0.188,

) =0.2 x 0.3 x 0.4 =0.024.

St¥edni hodnota veli¢iny X se rovna
EX =0x0.336+1x0.452+ 2 x 0.188 + 3 x 0.024 = 0.9.

TentyZz vysledek muZeme snadnéji dostat ndsledovnd. Nahodnd veli¢ina X, kterd
oznacuje polet porouchanych ¢asti pfistroje, se dé vyjadrit X = X, + Xy + X3, kde
veliéina X;, 1 = 1,2, 3 nabyva hodnoty 0, jestliZe se i—t4 &4st neporouchala, a nabyva,
hodnoty 1, jestlize se porouchala. Z¥ejmé EX; = 0 x 0.8 + 1 x 0.2 = 0.2. Obdobn¥
EXy=03aEX3=04.0Odtud EX =EX; +EX;+EX3=0.9.

Odpovéd: Primérny podet porouchanych &asti na jeden pristroj se rovna 0.9.

Priklad 2.2.

V urné méme 40 kouli, z toho 20 bilych a 20 éernych. Hrajeme nisledujici hru.
Vytahneme-li bilou kouli, ziskdme 1 K& Vytéhneme-li dernou kouli, ztracime 1 K&.
Predpokladdme, Ze budeme tahat desetkrit. Které ze dvou pravidel je

a) vyhodngjsi,

b) méné hazardni,
jestlize kouli po vytaZen{ vracime zpé&t nebo jestlize vytaZené koule zpét nevracime?

Regenf:
Oznatme
X1... pocet vytaZenych bilych kouli ve h¥e, ve které koule vracime zpét,
Xz ... polet vytaZenych bilych kouli ve hie, ve které koule zp&t nevracime,
Y; ... zisk ve hie, ve které koule vracime zpé&t,
Y, ... zisk ve hie, ve které koule zpét nevracime.
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Zi"ejmé plati Yl = X1 - (10 - Xl) = 2X1 —10 a Yé = X2 - (10 - X2) = 2X2 - 10.
Veli¢ina X; je rozdélena podle binomického rozdélen{ s parametry n = 10 a p = 1/2.
Veli¢ina X3 je rozdélena podle hypergeometrického rozdgleni s parametry N = 40,
A = 20, n = 10. Povazujeme-li za vyhodn&jsi hru, ve které se v primeéru ziskd vice
penéz, pak je rozhodovacim kritériem stfedni hodnota. Plat{

1
BY1=2EX;-10=2np-10=2x10x 5 —10=0,
A 20
EYs=2EX;-10=2n——-10=2x10x — — 10 =0.
2 2 0 ’I’LN 0 X ><40 0

Za riskantnéjsi zde miZeme povaZovat tu hru, pro niZ je rozptyl zisku vétsi

1 1
VarY1:4VarX1:4np(1~p)=4><1()><§x§:10,
A A\ N—-n 20 20 30
Var Y, Var X, 4nN( N)N—l ><10><4O><<1 40>><39 7.692

Odpovéd: Obé hry jsou tzv. spravedlivé, tj. priimér celkového zisku se pohybuje kolem
nuly, at uz koule vracime zpét nebo ne. Prvni hra je v8ak hazardnéj$i, nebot rozptyl
zisku je zde vétsi neZ v druhé hre.

Priklad 2.3.

Hézime dvéma kostkami. Najdé&te rozdéleni ndhodné velidiny oznadujici maximum
z poctu ocek na dvou kostkach, jestlize vime, Ze minimum nabylo hodnoty 3.

Regent:

Oznafme X maximum a Y minimum z po¢tu bod# na dvou kostkich. (Pfedstavme
si pro jednoduchost, Ze jedna je ervend a druhd modra.) Veli¢ina Y nabude hodnoty 3,
jestlize bud na obou kostkéch padne 3, nebo na dervené padne 3 a na modré 4, 5 & 6,
nebo na modré padne 3 a na Cervené 4, 5 & 6. Odtud vyplyva P(Y = 3) = 7/36. JestliZe
vime, Ze Y nabyla hodnoty 3, pak veli¢ina X mtize nabyvat pouze jedné z hodnot 3, 4,
9, 6. Pravdépodobnost P(X =3NY = 3) =1/36, nebot jev [X = 3NY = 3] znamens,
ze na obou kostkach padly trojky. Pravdépodobnost P(X = 4NY = 3) = 2/36, nebot
jev [X = 4NY = 3] znamen4, %e bud na &ervené kostce padla 3 a na modré 4, nebo
naopak na éervené 4 a na modré 3 atd.

Odpovéd: Podminéné rozdéleni veli¢iny X za podminky, %e Y nabyla hodnoty 3, je
rovno:

P(X:Z%]Y:g):;gg:%,
P(X=4]Y:3):§_g_g:_§_)
P(X=5|Y:3):_§%:§_,
P(X=6|Y:3):_§%g:;
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Priklad 2.4.

Cisty roéni vynos investi¢ni spole¢nosti byl v uréitém roce 10%. P¥edpokladdme, Ze
v kazdém nésledujicim roce bude roéni vynos s pravdépodobnosti 1/3 stejny jako v roce
bezprostiedné minulém, s pravdépodobnosti 1/3 o 1% niZs{ a té% s pravdépodobnosti
1/3 0 1% vySsi. Urdete za tohoto pFedpokladu st¥edni hodnotu a smérodatnou odchylku
c¢astky, kterou dostaneme po dvou letech, vioZime-li do dané investiéni spole¢nosti na
pocatku nésledujiciho roku 200 000 K&.
Redent:

Pravdépodobnostni rozdéleni splatné ¢astky po dvou letech je ziejms

( 200000(1 + 0.09)(1 + 0.08) = 235440 K& s pravdépodobnosti 1/9,
200000(1 + 0.09)(1 + 0.09) = 237620 K& s pravdépodobnosti 1/9,
200000(1 + 0.09)(1 + 0.10) = 239800 K& s pravdspodobnosti 1/9,
200000(1 + 0.10)(1 + 0.09) = 239800 K¢ s pravdépodobnosti 1/9,
S = { 200000(1 + 0.10)(1 + 0.10) = 242000 K& s pravdpodobnosti 1/9,
200000(1 + 0.10)(1 + 0.11) = 244200 K& s pravdpodobnosti 1/9,
200000(1 + 0.11)(1 + 0.10) = 244200 K& s pravdépodobnosti 1/9,

200000(1 4 0.11)(1 +0.11) = 246420 K& s pravdépodobnosti 1/9,
\ 200000(1 + 0.11)(1 +0.12) = 248640 K& s pravddpodobnosti 1/9.

Pro stfedni hodnotu a rozptyl S plati:

ES=
Var X =

235440 + - - - 4+ 248640) = 242013.3,

s(

9

5(235440% + - - - + 248640%) — 242014.3% = 16133600 .

Odpovéd: Stfedni hodnota po 2 letech splatné &stky je piiblizns 242013 K¢, smé-
rodatné odchylka je pfiblizné 4017 K¢&. Viimndte si, %e stfedni hodnota splatné Castky
je 0 néco mélo v&t8i nez hodnota 242000 K¢, kterd odpovida , primérnému vyvoji, tj.
scénéfi, kdy je v obou letech vynos 10%.

Priklad 2.5.

Padesdtilety muZ si chce u uréité pojistovny pojistit p¥ipadny doasny dtchod v roéni
vysi 30000 K& na dobu péti let, odloZeny té% o 5 let. Jaka je vySe jednordzového netto-
pojistného, kalkuluje-li pojistovna s tirokovou mirou ve vy$i 6% a pou%iva-li imrtnostni
tabulky z roku 19967

ReSeni:

Vysvétlime nejprve podrobngji pouZitou terminologii.

Zminhovanym dichodem se rozumi, e muZi bude poprvé po 5 letech od uzavieni
smlouvy pétkrat po sobé& s ro¢ni periodou vyplacena &istka 30000 K&. Ptipadnosti di-
chodu se rozum, Ze kazda splatka bude vyplacena, jen bude-li klient naZivu, v opac¢ném
piipadé zbytek prost¥edkd propadne bez ndhrady pojistovns. (Teoreticky se mtiZe stat,
Ze propadne celé pojistné a nevyplati se ani jedna splatka — toti% zemfe-li klient pred
dosaZenim 55 let!) Jednordzovym nettopojistnym se rozumi éastka, kterou by mél klient
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zaplatit pojistovné pii uzavieni smlouvy, aby se jejim prostfednictvim pokryly pravé
vSechny budouci vydaje pojistovny na splatky dichodu (se zohlednénim &asové hodnoty
penéz a moZnosti pfedfasného dmrti klienta).

Uvedeme nyni dileZitou uvahu.

Soucasnd hodnota zdvazku pojistovny zaplatit klientovi 30000 K& nap¥. za 5 let je pii
dané drokové mife rovna 30000/ (1 + 0.06)° = 22417.75 K&, pokud oviem nepiihliZime
k moznosti, Ze se klient 55 let nemusi doZit. P¥ihlédneme-li k této mo¥nosti, je st¥edni
hodnota zavazku rovna

30000

T 0.06) - P(Zs5|Zs0) = 22417.75 x 0.949009 = 21274.67.

PFitom jsme pouzili znaceni z piikladu 1.10, P(Zs5|Zs0) je pravdépodobnost, Ze se 50-ti
lety muz dozije 55 let.

Interpretace posledniho ¢isla je tato: pokud si pojisfovna dnes rezervuje 21274.67
K¢ na kazdého 50-letého klienta, pak bude moci po 5 letech viem t&mto dosud Zijicim
klientGm vyplatit 30000 K&, p¥i¢em? ,,v priméru ani nevydéls, ani neprodsls®.

Hledané jednorazové nettopojistné A bude rovno st¥edni hodnotd vSech zévazki
pojiStovny spojenych s vyplatami splatek ddchodu, tj.

9

30000
= Z (1 T+ 0.06)F - P(Zso4+k|Zs50) =

= 22417.75 x 0.949009 + 21148.82 x 0.936516 + 19951.71 x 0.923305 +
+ 18822.37 x 0.909361 + 17756.95 x 0.893673 = 92487.61 .

(Cisla P(Zss5|Zs0) a# P(Zsg|Zso) jsme vypoditali podle névodu z prikladu 1.10.)

Odpovéd: Jednordzové nettopojistné pro pojisténi daného dichodu je 92487.61 K&.
Poznamenejme viak, Ze toto nettopojistné je v praxi podstatng mensi (fddové o desitky
procent), neZ tzv. bruttopojistné, tj. skuteénd vyse pojistného, vyzadovans pojistov-
nou. Do bruttopojistného se totiZz promitaji dalsi ndklady pojistovny, jako jsou provize,
spravni naklady a téZ rizné bezpe¢nostni pfirdzky. (Podrobngji viz Cipra (1995).)

Priklad 2.6.
V urcité loterii bylo vydano celkem 40000 losti, z nichZ kaZdy dvacaty vyhrava.
Zakoupime-li 50 lost, s jakou pravddpodobnosti alespoii na 5 vyhrajeme?

ReSent:

Nahodn4 veli¢ina poc¢tu vyhrévajicich losi mezi zakoupenymi losy se ¥idi hypergeo-
metrickym rozdélenim s parametry N = 40000, A = 2000 a n = 50. JelikoZ parametr
n je relativné velké &islo, NV je velmi velké a podil A/N je naopak velmi maly, je
mozno hypergeometrické rozdéleni aproximovat binomickym rozdé&lenim s parametry n
a p = A/N nebo dokonce Poissonovym rozdélenim s parametrem A\ = n - A/N = 2.5.
Oznacime-li si jako X néhodnou veli¢inu poctu vyhravajicich lostt mezi zakoupenymi,
pak pribliZzné plati:

P(X>25)=1-P(X <5)=1-e"25(1+25+25%/2! +2.5%/3! + 2.5%/41) = 0.1088.
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Odpovéd: Pri zakoupeni 50 losti dané loterie vyhrajeme s pravdépodobnosti 0.1088
na pét nebo vice neZ pét z nich.

Priklad 2.7.

Bridz se hraje s 52 bridzovymi kartami, které se rozdaji mezi ty¥i hrade. Vidy dva a
dva hraci hraji spolu. Pfi rozdani jste dostali do ruky dvé esa. Jaké je pravdépodobnost,
Ze vas partner bude mit ony dv& zbyvajici esa?

Redent:

Poté, co vy jste dostali 13 karet, zbyva na ostatni hrace 39 karet, v nich# jsou dvé esa.

V&3 partner dostane ndhodné 13 karet ze zbyvajicich 39. Ndhodn4 veli¢ina X oznadujic

pocet es v rukou vaSeho partnera mé hypergeometrické rozdéleni s parametry N = 39,
A =2, n = 13. Pravdépodobnost, Ze v43 partner dostane dvé zbyvajici esa, se rovnd

Odpoveéd: V&§ partner dostane zbyvajici dvé esa s pravdépodobnosti 0.105.

= 0.105.

Priklad 2.8.

Hra¢ hry Clovéce, nezlob se musi hézet kostkou tak dlouho, dokud mu nepadne
Cislo 6, jinak nesmi nasadit figurku do hry. S jakou pravdépodobnosti figurku nasad{
pravé ve ¢tvrtém, resp. nejpozdéji ve Stvrtém kole? Jaks je stiedni hodnota a sméro-
datnd odchylka poc¢tu pokust hrafe o nasazeni figurky do hry?

Regeni:

UvaZujme obecn&jsi situaci, kdy nezévisle za stile stejnych podminek opakujeme ur-
¢ity ndhodny pokus (v principu neni podet opakovani pokusu omezen). P¥i kazdém opa-
kovéni registrujeme, zda nastal uréity ndhodny jev A, jeho# pravdépodobnost vyskytu
pri jedné realizaci pokusu je rovna stéle stejnému €islu p (0 < p < 1). Nahodn3 veli-
¢ina X necht oznacuje pocet opakovan{ pokusu pred prvnim vyskytem jevu A. (Casto
se v této souvislosti mluvi o poctu netspéchi pred prvnim tspéchem.) Uréime rozdé-
leni, stfedni{ hodnotu a rozptyl veli¢iny X. Poznamenejme, Ze jde o tzv. geometrické
rozdélent.

Veli¢ina X mutZe nabyvat hodnot z = 0,1,2,... a vzhledem k nezévislosti plati:

PX=0)=p, PX=1)=p(1-p), ..., PX=2z)=p1-p?®=
Pro kazdé p € (0, 1) plati (jde o soudet geometrické posloupnosti):

> p(l-p)®=1.

=0

Chapeme-li levou stranu jako funkci proménné p (z tohoto pohledu jde o mocninnou
fadu), miiZeme ji podle této proménné zderivovat a dostaneme:

Y (-p)"=> zpl-p)* =0,

po upraveé
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_1__&}(_-_:0 — Ex=17P
p l-p P

Pravé odvozeny vztah ¥ika, Ze pro vSechna p € (0, 1) plati
o0
l1-p
Soep(-p) =2,
=1 p
Zderivujeme-li tuto rovnost opét podle proménné p, dostaneme:
o0 o0 1
doa(l-p)® =Y & p-p)°t=-,
=1 =1 p
po Upraveé
1 E X? 1

“EX — —— = EX?=(1-p)2-p)/p°
JEX = (1-p)(2-p)/

a proto

— - —n)2 -
p P b

Vratme se k naemu prikladu:

Jevem A je padnuti &isla 6, parametr p je (za predpokladu, %e jde o spravedlivou
kostku) roven 1/6 a ndhodn4 veliina X znamené kolikrat hragi padne &islo men3{ ney
6 pred prvnim vyskytem Sestky. Nasadit figurku pravé ve 4. kole znamen4, e X = 3,
nasazeni nejpozdéji ve ¢tvrtém kole odpovidd jevu {X < 3}. Koneéné& podet pokust
hrace je veli¢ina o jedniku v&tsi neZ velidina X.

Plati:

P(X=38)=5(1-5)°=0095  P(X<3)=1-P(X>3)=1-(3)*=0.5177,

1—(1/6)
fomen prad == = .4: .
9, Var X (1/6)° 30, sd X = 5.477

Odpovéd: Hrac si nasadi figurku do hry pravé ve 4. kole s pravdépodobnosti 0.0965,
nejpozdéji ve 4. kole se tak stane s pravdépodobnosti 0.5177. Podet pokust o nasazeni
figurky do hry ma4 st¥edni hodnotu 6 a smé&rodatnou odchylku 5.477.

Priklad 2.9.

Pracovnici prichdzeji k termindlu nezédvisle na sob& v priiméru dva za hodinu. Jestlize
mé pocet pFichodd Poissonovo rozdéleni, jakd je pravdépodobnost p¥ichodu vice ne
dvou pracovnikl béhem dvouhodinového intervalu?

Regeni:
V prikladu se ml¢ky predpoklddd, Ze p¥ichody pracovnikd tvo¥i Poissontv proces
s konstantni intenzitou. V takovém piipadé mé ndhodnd velidina X oznadujici podet

pracovniki, kter{ pfijdou k terminilu béhem dvouhodinového intervalu, Poissonovo
rozdéleni s parametrem A = 4. Odtud vyplyva

P(X>2)=1-PX=0)-P(X=1)-P(X=2)=1-e*—de™* -
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Odpovéd: Pravdépodobnost toho, Ze béhem dvouhodinového intervalu p¥ijdou k ter-
mindlu vice neZ dva pracovnici, je rovna 0.762.

Priklad 2.10.

Sekretarka udéld v praméru v jednom z desetitisice tderti pieklep. Pfedpoklddejme,
ze stranka m4 40 fddek a na kaZdém ¥adku je 80 pismen. S jakou pravdépodobnosti
sekretéika neudéld ve dvoustrankovém textu ani jeden pieklep?

Resent:

Oznac¢me ndhodnou veli¢inou X podet preklept ve dvoustrankovém textu. Veli¢ina X
ma binomické rozdéleni s parametry n = 6400 a p = 0.0001, nebot pFedpoklidime,
ze pravdépodobnost pieklepu v kaZdém tderu je stdle stejnéd, nezévisld na vyskytu
preklept v predchozim textu. Vzhledem k tomu, Ze p je malé a n velké, je moZno
binomické rozdéleni aproximovat Poissonovym s parametrem A = np = 0.64. Odtud

P(X =0) =e %% = 0.527.

Odpovéd: Pravdépodobnost, %e sekretaika neudéls ani jeden pieklep ve dvoustran-
kovém textu, je pfibliZzné rovna 0.527.

NefeSené priklady

Priklad 2.11.

PTistroj obsahuje & tranzistort. P¥edpoklddejme, %e doSlo k poruge p¥istroje zpt-
sobené jednim tranzistorem. Opravaf prohliZi ndhodné jeden po druhém bez vraceni.
Urcete rozdéleni ndhodné veli¢iny, kterd oznauje podet pot¥ebnych zkousek pro nale-
zeni vadného tranzistoru.

Priklad 2.12.

V televiznim kvizu se pokladaji postupné t¥i otdzky: A, B, C. Za spravnou odpovéd
na otézku A se ziskd 1000 K&, p¥icem# pravdépodobnost spravné odpovédi je 0.8. Za
spravnou odpovéd na otdzku B se ziskd 2000 K&, pficem? pravdépodobnost spravné
odpovédi je 0.5, a za spravnou odpovéd na otdzku C se ziskd 8000 K&, piidem? pravds-
podobnost sprédvné odpovédi je 0.2. Tdzany mé moZnost vybrat si pofadi, v jakém chee
na otézky odpovidat. Jakmile v8ak udéla chybu, ve hie dal nepokracuje a dostane jen
tolik penéz, kolik ziskal spravnymi odpovédmi na pfedchozi otézky. V jakém pofadi je
optimalni odpovidat? Vysvétlete.

Priklad 2.13.

Dva hraci koStkové hazeji st¥idavé mi¢ na ko§ tak dlouho, dokud jeden z nich ko
nezasdhne. Prvni hrd¢ zasdhne ko§ s pravd&podobnosti 0.4, zatimco druhy s pravds-
podobnosti 0.6. Urcete rozdéleni pravdépodobnosti podtu hodt, které provede prvni
z nich.

Priklad 2.14.

Hézime dvéma kostkami. Najdéte stfedn{ hodnotu ndhodné veli¢iny, oznadujici soudin
poc¢tu ocek na dvou kostkach.
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Priklad 2.15.

S jakou pravdépodobnosti vyhrajeme v jednom tahu Sportky p¥i 6 vsazenych &slech
prvni, druhé, t¥eti, resp. étvrté poradi? (Princip losovani jednoho tahu Sportky je na-
sledujici: z 49 ¢isel se ndhodné vybere 6 zékladnich a jedno dodatkové &islo. 1. poradi
znamend uhddnuti v8ech zakladnich &isel, 2. pofadi vyhrajeme, uhddneme-li 5 zdklad-
nich a dodatkové &islo, 3. poradi vyhrajeme pii uhddnut{ 5 zékladnich a 4. poFadi
znamend uhddnuti 4 zakladnich é&isel.)

Priklad 2.16.

Pti zdsahu jadra atomu uréitého prvku dojde s pravd@podobnosti 0.1 k vyzéieni jisté
c¢astice. Kolem jaké hodnoty a s jakou smérodatnou odchylkou bude kolisat celkovy
pocet vyzarenych ¢astic po zdsahu n jader?

Priklad 2.17.

V jednom mililitru uréitého dokonale rozmichaného roztoku se v priméru nachézi
15 urcitych mikroorganismi. Urdete pravdépodobnost, %e p¥i ndhodném odbéru vzorku
o objemu % mililitru bude ve zkumavce méné nez 5 t&chto mikroorganismi. (PouZijte
Poissonovo rozdéleni.)

Priklad 2.18.

Hodime osmi mincemi. S jakou pravdépodobnosti se bude podet rubti a lict ligit vice
nez o 37

Piiklad 2.19.
V krabici je 20 bilych a 2 Cervené kulitky. Postupné losujeme kulitky z krabice,
pfiemz vybranou kulicku pFed dalsim losovanim
a) vracime, b) nevracime
zp€t do krabice. Kolikrat minimalné musime losovat, aby pravdépodobnost, Ze vytah-
neme alespoil jednu Cervenou kuli¢ku nebyla mensi nez 1/27?

Priklad 2.20.

Automobil m4 na své trase 4 semafory. KaZdy z nich s pravdépodobnosti 0.7 pfika-
zuje zastavit, s pravdépodobnosti 0.3 dava volno. Uréete za pYedpokladu, %e se semafory
prepinaji nezédvisle na sobé, stfedni hodnotu po&tu semaforti projetych do prvniho za-
staveni.

Priklad 2.21.

Hra¢ hraje s bankéfem nésledujici hru. Hra¢ vylosuje (postupné bez vraceni) z ba-
licku 32 karet dv€ karty. Maji-li stejnou hodnotu, dostane hra¢ od bankéie 8 K&, v opad-
ném pifpadé zaplati 1 K&. (P¥ipomeiime, Ze jde o klasickou karetn{ soupravu, kde jsou
4 barvy a od kazdé je 8 karet riznych hodnot.) Pro koho je hra vyhodn4 a pro&? (Navod:
Najdéte rozdéleni a stiedni hodnotu zisku hrade v jedné hie.)

Priklad 2.22.

Hodinové dopravni intenzita na uréitém misté dalnice v uréitou denni dobu je 300 vo-
zidel. S jakou pravdépodobnosti projede timto mistem béhem jedné minuty vice ne¥
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6 vozidel? (Pfedpoklddejte, Ze prijezdy automobilt v p¥islusné denni dob& tvo¥i Pois-
sondv proces s konstantni intenzitou.)

Priklad 2.23.

Kamardd Vs posle do sklepa, abyste donesl(a) 4 lahvové piva — z toho dvé desitky
a dvé dvanactky. Nevite, kde rozsvitit, proto vezmete z basy poslepu 4 ldhve. S jakou
pravdépodobnosti jste vyhovél(a), vite-li, Ze v base bylo celkem 10 desitek a 6 dvanic-
tek?

Priklad 2.24.
Hodime-li desetkrat kostkou, s jakou pravdépodobnosti padne pravé 8 sudych &isel?

Priklad 2.25.

V krabici bylo 15 tenisovych mi¢kd, z nich 9 dosud nepouZitych. Hra&i si pro prvni
zapas ndhodné vybrali 3 mi¢ky, po skondeni zdpasu je vratili do krabice. Pokud si z této
krabice ndhodné vybereme dalsi trojici mi¢kd, s jakou pravdépodobnosti budou viechny
nepouzité?

Priklad 2.26.

Na za€atku urcitého kalenda¥niho roku vime, %e inflace za minuly rok dosahla 8.6%.
Pro nésledujici roky predpokladame tento scéné¥: V kaZdém roce bude inflace s prav-
dépodobnosti 1/4 stejnd jako v roce bezprostfedné minulém, s pravdépodobnosti 1 /2
klesne o %% a s pravdépodobnosti 1/4 klesne dokonce o 1%. S jakou pravdépodobnosti
v tomto modelu klesne inflace po 3 letech pod 7.5%7? Jaka bude stFedni hodnota a smé-
rodatnd odchylka kupni sily soucasnych 1000 K& po t&chto 3 letech? (Pro vysvétleni:
Je-li v k po sobé jdoucich letech inflace rovna postupné hodnotdm i1, is, ..., i, potom
kupni sila ¢astky C, kterou mame k dispozici na po&atku 1. roku, klesne na konci k-tého
roku na hodnotu C/[(1+41)(1+143) - - - (144x)]. V uvedeném vzorci je samoziejmé nutno
inflaci dosazovat jako desetinné &islo, tj. je-li nap¥. iy = 8%, potom (1 + i;) = 1.08,
apod.)

Priklad 2.27.

Padesatilety muZ — podnikatel si chce ptjéit od banky &astku 2000000 K& na dobu
10 let pfi ro¢ni trokové mife 13%. Banka viak poZaduje mimo jiné pojisténi tohoto
uvéru u své dcefinné pojistovny. Tj. podnikatel musi uzaviit dodasné pojisténi pro
piipad smrti na zrocenou vypujéenou Gastku a na dobu 10 let. Jak4 je hodnota jed-
nordzového nettopojistného, kalkuluje-li pojisfovna s technickou trokovou mirou 4%
a pouzivé-li tmrtnostni tabulky z roku 1996 — viz p¥iklad 1.107 (P¥i pojisténi Gvéru
pojistovna prebird zodpovédnost za splaceni tivéru bance véetné tirokt v p¥ipads smrti
pojisténého béhem smluvené doby. Pokud se pojistény doZije konce smluvené doby —
v nasem pripadé 60 let — pojisténi zanikne bez ndhrady.)

Priklad 2.28.

Do turnaje se piihlésilo 20 hracd, ktefi se zcela ndhodné rozlosovali do dvou stejné
pocetnych skupin. S jakou pravdépodobnosti budou

a) dva nejleps{ hragi hrat v riznych skupinéch,

b) Etyfi nejlepsi hradi hrat po dvou v riiznych skupinach?
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Priklad 2.29.

Student se ke zkouSce mé naucit 60 otazek. Z nedostatku Easu se nauéil jen 40.
U zkousky si vylosuje 3 otdzky. S jakou pravdépodobnosti bude alespoii dvé umét?
S jakou pravdépodobnosti nebude umét ani jednu?

Priklad 2.30.

Velkoobchod piebird dodavky akumuldtort tak, Ze z kazdé dodavky ndhodné vybere
a zkontroluje 5%. Celou dodavku pak vrati vyrobci jako nevyhovujici, obsahuje-li kon-
trolovany vzorek vice nez 6% nevyhovujicich akumulatord. S jakou pravdépodobnosti
bude dod4vka 600 akumulatort, obsahujici 30 nevyhovujicich, pfevzats jako vyhovujici?

Priklad 2.31.

St¥ilime na cil, dokud jej nazasdhneme. Jaké je stfedni hodnota a smérodatns od-
chylka poctu vystreld, jestlize se pravdépodobnost zdsahu cile p¥i jednom vystielu ne-
méni a je rovna 8%?

Priklad 2.32.

V urcité dodéavce jsou 3 promile vadnych vyrobkd. Urdete pravdépodobnost, Ze pii
kontrole 100 ndhodné vybranych vyrobki zjistime vice neZ jeden zmetek.

Priklad 2.33.

Urdity stroj vyrobi 2 souddstky za minutu. Za jednu osmihodinovou sménu je pri-
mérné 38 soucdstek mimo povolenou toleranci. Jakd je pravdépodobnost, Ze ze série
5 soucéstek budou 2 nebo vice mimo toleranci?

Priklad 2.34.

Student v testu odpovidd na celkem 20 otézek. U kaZdé z nich je 5 nabidnutych
odpovédi (a, b, c, d, e), z nichZ je vidy pravé jedna spravna. Student si je u 6 otézek
jisty spravnou odpovédi, u zbyvajicich otdzek naopak odpovédi zagkrtava zcela ndhodns.
S jakou pravdépodobnosti zodpovi spravné alespoii na polovinu ze viech otézek?

Priklad 2.35.

Televizni pfijima¢ od uréitého vyrobce mé v priméru 10 poruch za 10000 hodin
provozu. S jakou pravdépodobnosti nastane alespoii jedna porucha b&hem 200 hodin
provozu?

Priklad 2.36.

Pravdépodobnost vyroby zmetku uréitym strojem je 0.01, p¥i automatické kontrole
vyroby se stroj pii detekovan{ zmetku vZdy zastavi. Jakd je stiedni hodnota a sméro-
datnd odchylka poctu dobrych vyrobkl vyrobenych mezi dvéma zmetky?

Priklad 2.37.

Ve mésté, které ma 150 000 obyvatel, bydli v urdité ulici 250 osob. Za éelem socio-
logického priizkumu bylo ndhodné z registru vSech obyvatel tohoto mésta vybrano 300
osob. S jakou pravdépodobnosti jsou mezi vybranymi dva nebo vice lidi ze zmifiované
ulice?
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Regené piiklady

Priklad 3.1.

Ruské kolo se ota¢i rovnomérnym pohybem kolem osy, kterd je umisténa 20 metrd
nad ndstupni ploSinou. Diky porusSe se kolo v uréitém okamZiku zastavi. Urdete rozdéleni
ndhodné veli¢iny X, kterd oznaluje, v jaké vysce nad plosinou budeme v okam¥iku
zastaveni. S jakou pravdépodobnosti bude naSe kabina vy$ nez 30 m nad néstupni
plosinou? Spoctéte také stfedni hodnotu a smérodatnou odchylku veli¢iny X.

Reseni:
Veli¢ina X je zfejmé spojité rozdélend a nabyva pouze hodnot v intervalu (0, 40).
Hledejme nejprve distribuéni funkei veli¢iny X:

F(z) = P(X < z).

Na obrazku je schématicky zndzor-
nén rez ruskym kolem rovinou kol-
mou k ose rotace. Oznacime-li si ja-
P ko ¢ orientovany uhel, ktery svird
rameno nasi kabiny s polopfimkou
20! x Provnobéznou s nastupni plofinou,
pak tento thel miZe nabyvat v oka-
mZiku zastaveni libovolné hodnoty

77777 TTT7TTTT7777777777 777777 & interva b, 3.

Vzhledem k tomu, Ze k zastaveni dojde ndhodng, je ¢ zfejmé spojita ndhodna veli¢ina
s rovnomérnym rozdélenim na tomto intervalu (kaZdy tihel ¢ m4 ,stejnou moznost se
vyskytnout®). Plati vztah

\

X =20+ 20sin ¢,
a proto
F(z) = P(20 + 20sin¢ < z) = P (sin¢> < 5“% - 1) .
Posledni nerovnost nastavd (omezujeme se na ¢ € (—ir, 37) a z € (0, 40)), jestlize

m . x . T 3
~3 < ¢ < arcsin (—26—1) nebo T — arcsin (%—-1) <¢p< —271
Ze symetrie a z pfedpokladu rovnomérného rozdéleni plyne, %e pravdépodobnost obou
téchto jevi je stejnd, a tedy

arcsin (& — 1)+ Z
F(x)zzp{~g-S¢<arcsin<£—1>]:2. (2g7r )+ 5
1 1
= —2—+;r-arcsin (5% —1) pro z € (0, 40) .
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7) konstantni

[

(Vyuzili jsme skute¢nost, Ze ndhodn veli¢ina ¢ m4 na intervalu ( —1m,
hustotu rovnou 5-.)
Celou distribuéni funkci miiZeme zapsat:

0, pro z < 0;
F(z) = -21- + % arcsin (2“’—0 — 1) , pro z € (0, 40);
1, pro = > 40.

Dosazenim do nalezené distribuéni funkce najdeme hledanou pravdépodobnost:

—1arcsin @—1 _1 1= 1
(s 20 o T3

DO

P(X >30)=1— F(30) =

L Zderivovanim distribu¢ni funkce dostaneme
po upravé hustotu (viz obrizek)

02r

f(@) = { L. s proa € (0,40)

0, jindy.

Otk

Stfedni hodnota veli¢iny X musi byt vzhle-
oosr ] dem k symetrii hustoty rovna 20. Neni t&7ké
toto ovérit:

¢ s X : ' ) . ) 2
-5 o 5 10 15 20 285 30 35 40 45

40 x 1 o .
EX=[ — 2%  dp—— / dz =
/0 740z — 2 20m o J1_ (2520) 2
20

1 L oot + 20 [ \/*' }
= 1 —¢2 + — arcsmt = 20.
vice!d .
« —20 — t)

Cepe s . e “ :
(pouzili jsme operaci ,,doplndn{ na &tverec“ a substituci 30

Rozptyl vypocéteme podobnsé:

40 40 )2
Var X = / _______(a: ) /
o w40z — 22 T 207 a: 20
V1 30

1 14002 [ 200 ]
= — tv/1 —t2 —|— — arcsmt = 200,
1vV1-— t2 1

Odpovéd: Rozdéleni ndhodné veliiny X, oznadujici vysku kabiny v okam#iku zasta-
veni, je spojité s hustotou f(x) a distribuéni funkei F(z) (funkéni predpisy viz fesent).
Stfedni hodnota této velifiny je rovna 20 m, smérodatné odchylka je v/300 = 17.32 m.
Pravdépodobnost, Ze kabina bude v okamZiku zastaveni vySe nez 30 m, je rovna 1/3.

Poznamenejme na z4vér, Ze rozdéleni z tohoto piikladu se nékdy nazjva rozdéleni
arku-sinu, tento ndzev pochézi od jeho distribuéni funkece.
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Priklad 3.2.

Tramvaj jezdi po drize délky L. Pravdépodobnost toho, %e cestujici nastoupi do
tramvaje v bodé z, je Gmérnd z(L — x)2. Urdete, kolik procent cestujicich nastoupi
v pruméru d¥ive neZ v poloving trasy.

Redeni:

Nahodnou veli¢inou X ozna¢me vzdélenost mista, kde cestujici nastoupi, od konecné,

ze které tramvaj vyjizdi. Veli¢ina X m4 diskrétn{ rozdéleni, nebot zastdvek je na trase

jen koneény podet. Zastdvky jsou vSak velmi hust& rozmisténé, a proto lze diskrétni
rozdéleni aproximovat spojitym:

b
P(X € (a,b)) = / f(z) da,

a tedy pravdépodobnost toho, Ze cestujici nastoupi ve vzddlenosti z od zaditku trasy,
tj. P(X € (z,z + dz)), je p¥iblizn& rovna f(z) dz.

Ze zadani plyne, Ze

" f(z)=Cuz(L—z)

Z podminky fOL f(z) dz = 1 dostaneme vy-
pocétem, Ze konstantu C je t¥eba volit rovnou
12/L* Na obrazku je graf hustoty pii volbé
L = 1. V8imnéte si, Ze hustota neni symetricks
kolem stfedu trasy. Tvar hustototy odpovida
zkuSenosti, Ze pfed polovinou trasy nastupuje
vice cestujicich nez za polovinou trasy a Ze pred
kone¢nou jich nastupuje jiZz velmi maélo.

eX:1 4

0.6

04F

0.2,

0 J s . \ L
[} 0.1 0.2 03 04 05 0.8 0.7 08 0.8 1

Podil cestujicich, ktef{ v priméru nastupuji do tramvaje dfive neZ v poloving trasy,
odpovidé pravdépodobnosti toho, Ze ndhodné vybrany cestujici nastoupi do tramvaje
dfive nez v poloviné trasy:

L2 12 ) 11
P(X €(0,L/2) = vl —2)’ de = 5 = 0.6875.

Odpoveéd: Podil cestujich, ktefi nastoupi do tramvaje dfive ne% v poloviné trasy,
tvori 68.75%.

Priklad 3.3.

Z mista A do mista B je tfeba prenést signil nabyvajici dvou hodnot +1 a —1.
Vzhledem k tomu, Ze je vSak signdl zaSumén, pfijima misto &istého signalu p¥ijemce
signal + Sum. Sum je ndhodné veli¢ina, jeji% rozdsleni ma hustotu:

e™®, prozxz>0;

@)= {

N DN

e’ pro z < 0.
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Pidvodni signdl je v misté B detekovan tak, Ze pokud je pfijaty signdl vétsi nez —0.3,
detekuje se 1, pokud je mensi neZz —0.3, detekuje se —1. Stanovte pravdépodobnost
chyby, jestlize vite, Ze v pivodnim signalu bylo obsaZeno 65 % jednicek a 35 % minus
jednicek. Jaka je optimdlni rozhodovaci mez pro tento pripad?

Reseni:
Hustota pravdépodobnosti piijatého signalu (tj. zaslaného signdlu + gumu) mé v p¥i-
padé, Ze byla zasldna jednicka, tvar:

fi(z) = .

2e= (@1 proz > 1;
%ew‘ , proz < 1.

a v pripadé, Ze byla zasldna minus jednicka, tvar:

1a—(z+1) —1:
5€ , prox > ;
foa( ) = {

ze” Tl pro z < —1,

Oznadime-li pfi dané rozhodovaci mezi d

p1(d) ... pravdépodobnost $patné interpretace, jestlize je posildna +1,
p-1(d) ... pravdépodobnost Spatné interpretace, jestlize je posilana —1,
pak
! 1
/ —2—e“’“1dm = —é—ed"l, prod <1,
pd=q "7
R 41 1 L a1
\/ —2-e””" d:c—i—/ ie_(w")dle—ée““L, prod > 1;
- 00 1
( oo 1
/ ie_(mﬂ) dz = ie”d_l, prod > —1,
d
) =0 1 1
/ —2—6‘”“ dx +/ ie”(”“) dez=1- §ed+1, prod < —1.
\ Jd -1

Pravdépodobnost Spatné interpretace P(d) v pfipads, Ze je v signdlu obsaZeno 65%
jednicek a 35% minus jednidek, je rovna

56771 % 0.65 + (1 — 2ed+1) x 0.35,  prod < —1;
P(d) = ¢ 341 x0.65+ e 91 x 0.35, pro —1<d < 1;
(1-3e~%+1) x 0.65+ 2e~9"1 x 0.35, prod > 1.
Pro d = —0.3 je pravdépodobnost §patné interpretace signalu rovna 0.175475.

Chceme-li najit optimalni mez d, je t¥feba minimalizovat P(d) vzhledem k d. Funkce
P(d) je (jak se miizete snadnou Gpravou presvédéit) na intervalu (—oco, —1) klesajicf a
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na intervalu (1, co) rostouci. Minimum je t¥eba hledat na intervalu (-1, 1).

P'(d) = %ed_l x 0.65 — %e"d"l x 0.35 = 0,
e? % 0.65 —e % % 0.35 =0,

0.35
24 __ U.90
¢ T 065
d = —0.3095.

Odpovéd: Optimélni mez pro rozhodovani je —0.3095. P¥i rozhodovaci mezi —0.3
budeme Spatné interpretovat pfiblizné 17.6 % zaslanych znakt.

Priklad 3.4.
Doba Zivotnosti X4 piistroje A (ddna v rocich) mé rozdéleni s hustotou

pro x > 0;

2
— J (z+2)%>

) =
/(@) {0, pro z < 0

zatimco doba Zivotnosti Xp pfistroje B (déna v rocich) mé rozdéleni s hustotou

12 .
ﬁ) prox 2 O;

9(z) = {

0, pro z < 0.

a) Ovérte, zda jsou f(z) a g(z) opravdu hustoty.

b) Predpokladejme, Ze kritérium pro vyb&r piistroje je pravdépodobnost, s jakou
pristroj preZije funkéni dobu T'. V kterém p¥ipadé, tj. pro jakou délku funkéni doby T,
je lepsi zakoupit pfistroj A a v kterém p¥ipadé piistroj B?

Regeni:

a) Nezdpornd funkce f(z) je hustota, jestliZe ffooo f(z)dz = 1. Totéz plati i pro

funkei g(z). Ovéfme tento poZzadavek:

[ twae= [ gt = [l =1

/_oog(x)dxz/ooozg—lf%jgdx: [@—_;—6%55]?:1.

b) Pravdépodobnost, s jakou p¥istroj A pieZije T, je rovna

P(X >T)—/OO 2 do = | —2 ]OO— 2
A e @+22 T l@r2lr  T+2
a pravdépodobnost, Ze pfistroj B prezije dobu T, je rovna
128 —64 oo 64
(X5 >T) /T (@ +8)° (:v+8)2}T (T +8)2
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Podle naSeho rozhodovaciho pravidla vybereme p¥istroj A, jestlize

2 64

T+2  (T+8)?

(T +8)2 > 32(T + 2),

T? + 16T + 64 > 32T + 64,
T2 — 16T > 0,
T > 16.

Vybereme piistroj B, jestlize
2 64

< :
T+2  (T+8)?
0< T < 16.

Odpovéd: Jestlize funkéni doba mé byt deldi nez 16 let, je 1épe zakoupit p¥istroj A,
nebot pravdépodobnost, Ze p¥istroj bude fungovat jesté v této dobg, je vétsi neZ odpo-
vidajici pravdépodobnost pro pfistroj B. Jestlize funkéni doba mé byt kratsi neZ 16 let,
je 1épe vybrat pfistroj B. Poznamenejme, %e pravdépodobnost pfeZiti lze statisticky
interpretovat jako podil téch pristroji z celkového mnoZstvi, ktery bude fungovat jestd
v Case T

Priklad 3.5.
Rozdéleni spojité nahodné veli¢iny X je dano hustotou:

f(z)=c-elol, z € R.
Urcete konstantu ¢, vypoctéte stfedni hodnotu, rozptyl, Sikmost a $picatost veli¢iny X.

Reseni:
Snadno vypodteme, Ze

/ fz)dz = 2c/ e ?dz = 2c.
- 00 0

Odtud plyne, Ze ¢ = % Dale dostaneme:

1 oo
EX:—/imﬁwﬂx:Q
2 —00
1 [ o0 00
Var X = 5/ e 17l dy = / z2e % dz = [—(a:z + 2z + 2)6—“"]0 =2,
—0o0 0
B %ffooo e~ 17l dg
o = =0

2(3/2)
Spi¢atost spojité ndhodné veli¢iny je definovana

[2 (z-EX)*dz
= (Var X)? B
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(Zlomek v definici §pi¢atosti je samozfejmé vidy nezdporny, pro zajimavost uvedme, Ze
jeho hodnota je pro normalni rozdéleni s libovolnymi parametry p a o? rovna é&islu 3,
tedy Spicatost normaélniho rozdéleni je rovna nule. Pomoci znaménka pic¢atosti tedy
méfime, je-li dané rozdéleni ,Spicatéjsi“ ¢i ,méné §picaté“ nez normalni rozdsleni.)

V naSem ptikladé vypocteme:

o0

o0
/ zle™ da = [—(z* + 42° 4 120° + 24z + 24)e ™" " = 24,
0
a proto
2 [P izte™"dz 24

g 52 = —3=3

Odpovéd: Stfedni hodnota a Sikmost veli¢iny X jsou nulové, rozptyl je roven 2 a $pi-
Catost je rovna 3. NaSe rozdéleni je tedy ,8picatéjsi“ neZ normélni rozdéleni (nadrtnéte
si graf hustoty!).

Priklad 3.6.

Zivotnost Zarovky X mé exponencialni rozdélen{ se stfedni hodnotou E X = 400
hod. S jakou pravdépodobnosti bude Zarovka svitit dal§ich 100 hodin, jestlize uZ svitila
600 hodin?

Regeni:
Pravdépodobnost, Ze Zarovka bude svitit déle neZz x hodin je rovna

P(X >z)=e"%/9,

kde § = EX = 400. Pravdépodobnost toho, Ze Zirovka bude svitit jestd dalsich 100
hodin (tj. jeji Zivotnost bude delsi nez 700 hodin), jestliZe jiZ svitila déle ne% 600 hodin
je rovna

P(X >700N X >600) P(X >700) e=700/400
P(X > 600) " P(X >600) —600/400

P(X > 700|X > 600) =

= ¢~100/400 _ ( 779,

VSimnéme si, Ze pro ndhodnou veli¢inu X, kterd m4a exponencidlni rozdéleni plati, e
podminéné pravdépodobnost toho, Ze veli¢ina X nabude hodnoty vétsi nez = + y za
podminky, Ze jiz nabyla hodnoty vé&t3{ neZ y, je rovna nepodminéné pravdépodobnosti
Jevu, Ze velifina X nabude hodnoty vétsi neZ x. V praxi to znamend, %e souddstky,
jejichZ Zivotnost md exponencidlni rozdéleni, nemé vyznam preventivnd vyméhovat.
Nové soucéstky maji totiz stejnou pravdépodobnost, Ze pfeZiji libovolnou dobu T, jako
staré.

Odpovéd: Pravdépodobnost, Ze Zarovka bude svitit dalsich 100 hodin, jestliZe jiZ
svitila 600 hodin, je rovna 0.779.
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Priklad 3.7.

UvaZzujte ndhodnou veli¢inu X s rozdélenim z p¥ikladu 3.5 a ndhodnou veli¢inu Y,
majici normélni rozdéleni se stejnou stfedn{ hodnotou a stejnym rozptylem, jako ve-
licina X. Vypoctéte a porovnejte pravdépodobnosti P(|X| > a) a P([Y] > a), kde a
volte postupné 2, 4, 6, 8.

Resent:
Vzhledem k sudosti hustoty fx(z) ndhodné veli¢iny X plati pro libovolné a > 0

P(|X| >a)——:2-/:ofx(:t:)dx:/:oe‘””d:c:e"a.

Dosazenim zadanych hodnot parametru a dostaneme:

P(IX|>2)=0.13534,  P(|X|> 4) = 0.01832,
P(IX|>6) =0.00248,  P(|X|> 8) = 0.00034.

Maji-li byt st¥edni hodnoty i rozptyly veli¢in X a Y stejné, musi pro parametry
normalniho rozdéleni veli¢iny Y platit:

Opét pro libovolné a > 0 plati:
P(|Y] > a) =2[1 - P(Y < a)] = 2[1 — ®(a/V?2)].

Po dosazeni zadanych hodnot parametru a a vyhledani (vypocten{) hodnot distri-
bucéni funkce normovaného normélniho rozdéleni ® dostaneme:

P(lY|>2) =0.15730,  P(|Y]> 4) = 0.00468,
P([Y] > 6) =0.00002, P(|[Y]|> 8) = 0.00000.

Porovndnim vypoc¢tenych pravdépodobnosti vidime, Ze rozdéleni z p¥ikladu 3.5 m4
»68Z81 chvosty®, neZ odpovidajici normalni rozdéleni (tj. s vétsi pravdépodobnosti se
mohou vyskytnout odlehlé hodnoty). Tato skute¢nost jenom jinym zptisobem dokresluje
fakt, Ze rozdéleni veli¢iny X je $picat&j¥ neZ rozdéleni velid¢iny Y, jak jsme ukdzali
v prikladu 3.5.

Priklad 3.8.

Tvrdi se, Ze otdzky v testu jsou dobfe vybrdny tehdy, jestliZe podet bodi, které
zkouSeni ziskaji, ma pFiblizné normaln{ rozdgleni N(u, 0%). Zkousejici se rozhodl vyuZit
znalosti poétu bodt v jednotlivych testech k odhadu p a o2 a poté znamkovat podle
nasledujictho principu:

zndmkou ,,1%, jestlize podet bodd > u + o,

zndmkou ,,2“,; jestlize u < podet bodld < p + o,

znamkou ,,3, jestlize u — o < podet bodl < p,

zndmkou ,4%, jestliZe p — 20 < podet bodil < u — o,

zndmkou ,,5“, jestlize pocet bodi < y —20.
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Jaky podil zkouSenych ziskéd pfi tomto hodnoceni jednicku, dvojku, ..., pétku?
ReSeni:

Necht X je ndhodnd veli¢ina oznadujici podet ziskanych bodt. Podle pfedpokladu
mé normaln{ rozdéleni N(u, o?).

P(X2u+a):1—q>(m) =1— (1) = 0.1587,
(2

P(u§X<u+a):q><w)_q><“““>:

g o)
= ®(1) — B(0) = 0.8413 — 0.5 = 0.3413,

Plu—oc<X<p=5 (“"“) ~ P <ﬁ:—3—“—’i> = 3(0) — ¥(~1) = 0.3413,

e} o
p(u_205X<,,,_0):@<ﬂ_:Z_—/~f> ~@<H_:__2;?_.:ﬁ) _
= ®(—1) — B(—2) = 0.1359,

PX<pu—20)=0 (-’iigﬁ:ﬁ> = §(~2) = 0.0228.
g

Odpovéd: Pokud zkouSejici bude hodnotit velké mno¥stvi testdl, pak jedni¢ku zisks
priblizné 15.87 %, dvojku 34.13 %, trojku 34.13 %, ¢tyiku 13.59 % a pétku 2.28 % zkou-

Senych.

Priklad 3.9.

Firma ziskd z kazdého prodaného vyrobku 100 K¢&. Za vyménu b&hem zarudni lhity
zaplati 300 K&. Zivotnost vyrobku v letech ma normélni rozdéleni N (3,1). Jakou zaruéni
dobu v mésicich m4 firma stanovit, aby stfedni (primérny) zisk byl alespon 60 K&?

ReSent:
Necht X oznacuje zisk z vyrobku. Jeho rozdéleni je ddno nasledujici tabulkou, kde
Pz je pravdépodobnost, s jakou vyrobek pfeZzije zaruéni dobu z bez poruchy.

) 100 —200
P(X = 7’) Pz (1 —pm)

Doba Zivotnosti souc¢astky 7" mé N(3,1) rozdéleni. Odtud plyne
pe=PT >z)=1-d(z—3).
St¥edni (primérny) zisk p¥i zarucéni dobé& z je roven

E X = 100p,; —200(1 —ps) = 300p; —200 = 300(1 —®(z —3)) — 200 = 100 — 3008 (z — 3).
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Nyni je tfeba stanovit zéruéni dobu z tak, aby E X > 60:

100 — 300 @(z — 3) > 60,
®(z — 3) < 0.1333,
z—3< —1.11,
x < 1.89.

Chceme-li vyjadiit zaruéni dobu v mésicich, je t¥eba hodnotu z vynasobit dvanacti.
Odpovéd: Nejdelsi zaruéni lhitou, p¥i které je jesté primérny zisk vétsi ne 60 K¢,
je 22 mésict.

Priklad 3.10.

Vyroba hiidelek je nastavena tak, aby jejich polomér byl roven y = 32 mm. Ze zku-
Senosti se vi, Ze skuteény polomér vyrobenych hiidelek kolisd kolem této hodnoty jako
normalné rozdélend nadhodné veliina se smérodatnou odchylkou ¢ = 0.5 mm. Auto-
maticky kontrolni piistroj hlasi chybu (a zastavi vyrobu), jakmile se polomér hiidelky
odchyli od 32 mm o +1.5 mm. Pfedpokladdejme, Ze vinou $patného postupu obsluhu-
jictho persondlu se nastaveni soustruhu zménilo tak, Ze polomé&r hiidelky kolisd misto
kolem hodnoty y = 32 mm kolem hodnoty x = 33 mm. Necht ndhodn4 veli¢ina oznaduje
poclet hridelek, ktery soustruh vysoustruZi, neZ automatické kontrolni zafizeni zastavi
provoz. Urcete jeji rozdéleni.

Regeni:

N&hodnd veli¢ina X oznaujici polomér vysoustruZené h¥idelky poté, co doglo ke
zméné, ma normélni rozdéleni N(u = 33,02 = 0.25). Pravdépodobnost, %e ndhodnsé
vybrand hridelka bude leZet mimo toleranni meze 32 4 1.5 mm, je rovna

p=1-P(X € (30.5,33.5)) = 1 — (®(1) — B(—5)) = 0.1587.

Nahodné veli¢ina Y oznadujici polet hiidelek, ktery se vysoustruzi, neZ automatické
kontroln{ zarizeni zastavi vyrobu, mé diskrétni rozdéleni nabyvajici hodnot 1,2,3,....
Automatické zaFizeni zastavi vyrobu pfi kontrole i—té hiidelky, jestlize poloméry prv-
nich 7 —1 h¥idelek byly v toleranénich mezich, zatimco polomér i—té h¥idelky le#{ mimo
né. Odtud

P(Y =i) = (1-p)"'p=08413""1 x 0.1587.

Odpovéd: Nédhodnd veli¢éina Y oznalujici pofet vysoustruZenych hiidelek do doby,
nez automaticky kontrolni p¥istroj zjisti chybu, nabyva hodnot ¢ = 1,2,... s pravdé-
podobnostmi P(Y = i) = 0.8413°"1 x 0.15874. P¥itom je Y = X + 1, kde X oznaduje
pocet po sobé& vysoustruzenych h¥idelek, jejichZ rozméry byly v toleranénich mezich. Jak
plyne z predchozich tvah, tato veli¢ina X mé geometrické rozd&leni s parametrem p,
tj. P(X =14) = 0.8413* x 0.15874 pro i =1,2,....

Priklad 3.11.

Casovy odstup mezi dvéma po sobé jedoucimi vozidly se &asto modeluje pomoci
logaritmicko-normélniho rozdg&leni. Na zakladé mé&feni odhadujeme, Ze na uréitém mists
dalnice v urcitou denni dobu je stfedni hodnota tohoto odstupu 4.5 s a smérodatnd
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odchylka je 3.2 s. Pfedpoklddame téz, Ze Casovy odstup nikdy neklesne pod 0.4 s.
Urdete z téchto pfedpokladi parametry teoretického modelu, odhadnéte pomoci tohoto
modelu, v kolika procentech méfeni bude ¢asovy odstup

a) mensi nez 2.5 s, b) vétsi nez 10 s.
Reseni:

PouZijeme logaritmicko-norméalni rozdéleni LN (u, 02, 7o), kde z¢ = 0.4. Plati vztahy

EX =20+ eu+(02/2),

sd X = ent(@?/2) Ve’ —1.

Z této soustavy rovnic miZeme jednoznaéné vypocitat, zndme-li zo, EX a sd X
(resp. Var X), zbyvajici parametry:

/,L:hl (EX—:E())Z
VVar X + (EX — 20)2
Var X
2 __
c“=1In <1+——————————(EX_$0)2> .

Po dosazen{ 7o = 0.4, EX = 4.5 a Var X = 3.22 = 10.24 dostaneme:

w=1.1731, o = 0.68972.

ad a) Hledanou pravdépodobnost vypocteme takto:

In(2.5 —0.4) — 1.1731
0.68972

P(X <25)=d ( ) = ®(—0.6251) = 0.2659.

ad b) Podobné vypodéteme

P(X >10)=1- P(X < 10) = 1 — ®(1.5784) = 0.0573.

Odpovéd: Casovy odstup bychom modelovali logaritmicko-normalnim rozdélenim
s parametry o = 0.4, p = 1.1731 a 0 = 0.68972. Pti pouZiti tohoto modelu odhadneme,
Ze ve 26.6% mé&feni bude odstup mensi neZ 2.5 s a ve 5.7% bude v&tsi neZ 10 s.

Priklad 3.12.

Konstrukce méla byt ptivodné navrzena na ndvrhovou hodnotu, jiz byl 0.5% (dolni)
kvantil pevnosti betonu. Je znamo, %e pevnost pouzitého betonu mé dvouparametrické
logaritmicko-normalni rozdéleni se st¥edni hodnotou E X = 3 a smérodatnou odchylkou
sd X = 0.63. Statik povolil zvySeni ndvrhové hodnoty na 1% dolni kvantil. Jak se
konkrétné zméni navrhova hodnota?
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Reseni:
Nejprve spoctéme parametry p a o dvouparametrického logaritmicko-normélniho
rozdéleni. Pro stfedni hodnotu E X a smérodatnou odchylku sd X plati

EX =ettT =3,
02
sd X = el T7 /e — 1 = 0.63.
Odtud o = 0.207738 a p = 1.077. Déle plati, Ze ndhodna velifina X se ¥d{ LN (u, c?)
pravé tehdy, jestlize In X se ¥idi N(u, 0?), a tedy (In X — u) /o ¥idi standardnim normal-

nim rozdélenim N (0, 1). Odtud plyne vztah mezi z, oznalujici 100 -« % (dolni) kvantil
LN (p,0?) a v, oznadujici 100 - a % (dolni) kvantil standardniho norméalniho rozdélent

N(0,1). Plati

_ Inz, — 1 _
HX<4Q:P(mX P 22 “):@(ﬂﬁ;ﬁ):m

o o o
a tedy m—zg—_—‘i = Vg, nebo jinak z, = e#1T9«?, Dolni 0.5% kvantil standardnfho normél-
niho rozdéleni vy gos = —2.576 a dolni 1% kvantil standardnfho normalniho rozdéleni

v0.01 = —2.326. Odtud zg.905 = eh—2.5760 — 1 7192 a 2001 = eh—2:3260 — 1 810857.

Odpovéd: Pivodné byla konstrukce navrzena na navrhovou hodnotu 1.719. Pozdgji
se pouzila ndvrhova hodnota 1.811.

Netesené priklady

Priklad 3.13.

Struna dlouhd 1 m je zcela ndhodng& pfestfiZena na dvé ¢asti. S jakou pravdépodob-
nosti je pomér délky delsi ¢asti ku délce kratsi ¢asti vétsi nez 3 : 17
Priklad 3.14.

Spojitd ndhodné veli¢ina ma tzv. trojihelnikové rozdéleni na intervalu (—a, a), tvo¥i-
li graf jeji hustoty rovnoramenny trojihelnik se zékladnou (—a, a) (pFi¢emz tato hustota

je nulova vné (—a, a)). Zapiste matematicky tuto hustotu, vypod&téte stfedni hodnotu,
rozptyl, Sikmost a Spicatost této veli¢iny.

Priklad 3.15.
Vime, Ze spojitd nahodné veli¢ina mé rovnomérné rozdéleni se stfedni hodnotou 4 a
rozptylem 3. Urcete toto rozdéleni.

Priklad 3.16.
Predpokladejme, Ze spojité ndhodné veli¢iny X, Y maji hustoty:

a/(z+1)3, proz > 0; b/(z+1)%, proz >0;
fx(z) = . fr(z) = ..
0, jindy. 0, jindy.

Urcete konstanty a, b, vypoCtéte a porovnejte stfedni hodnoty a smérodatné odchylky
veli¢in X a Y.
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Priklad 3.17.
Jakd je SpiCatost rovnomérného rozdéleni na intervalu (0, 1)? Jakd je Spi¢atost rov-
nomérného rozdéleni na libovolném intervalu («, )7

Priklad 3.18.
7 technickych adaji dvou dévkovadi lze zjistit, Ze odchylka X; v dévkach 1. dévko-

vace ma hustotu 3
2(1—x?), proze (—1,1);

=1, pro @ ¢ (~1,1)
a odchylka X5 v davkach 2. ddvkovade méa hustotu

S(1—=%), proz e (-1,1);

fa(@) = { g, pro z ¢ (—1,1).

Rozhodnéte, ktery davkovac je lepsi.

Priklad 3.19.
Doba do vybiti baterie se fidi exponencidlnim rozdélenim.
a) Jakd je st¥edni doba do vybiti, vime-li, Ze 4000 hodin p¥eZije 1% téchto baterii?
b) Je-1i st¥edni doba do vybiti 3150 hodin, kolik procent t&chto baterii piezije 4000
hodin?

Piriklad 3.20.

Chybu pfi mé¥eni urcité veli¢iny modelujeme normélnim rozdélenim s nulovou st¥edni
hodnotou a s rozptylem 1.5. Urcete interval (soumérny podle podatku), ve kterém se
bude chyba nachazet v 90% méfeni.

Priklad 3.21.

Chyba pfi méFeni velikosti Ghlu urcitym geodetickym p¥istrojem mé normélni roz-
déleni s nulovou stfedni hodnotou a se smérodatnou odchylkou 0.0117 gradu. Urdete
pravdépodobnost, Ze

a) zméfend velikost thlu prekraduje skuteénou velikost vice neZ o 0.005 gradu;

b) zmé¥ens velikost thlu se 1is{ od skuteéné velikosti nejvyse o 0.01 gradu.

Priklad 3.22.

Obsah necistot v odpadnich vodach je popsdn normélnim rozdélenim se st¥edni hod-
notou 0.18 a smérodatnou odchylkou 0.03. Vypodtéte

a) procento zkousek, p¥i kterych obsah neéistot piekro¢i hodnotu 0.24,

b) hodnotu obsahu neéistot, kterd bude p¥ekrocena v 1% zkousek.

Priklad 3.23.

Maximélni ro¢ni pritok urdité feky se ¥idi Pearsonovym rozdélenim typu III se
stfedni hodnotou 88 m3s™!, rozptylem 850 a §ikmosti 0.55. Urdete p¥iblizn& pomoci
tabulek

a) pravdépodobnost, Ze v ndsledujicim roce maximalni pritok nep¥ekrodi 150 m3s—1,

b) pravdépodobnost, %e rozdil mezi skute¢nym maximalnim priitokem a jeho st¥edni
hodnotou v absolutni hodnot& nepiekro¢i 30 m3s—1,

¢) hranici tzv. stoleté vody, tj. kriticky pritok, ktery je pfekroden v priméru jednou
za 100 let.
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Priklad 3.24.

Konstrukce mé byt navrzena na 5 % dolni kvantil pevnosti betonu, o které je zndmo,
Ze jeji stfedni hodnota je rovna 30 MPa a smérodatnd odchylka 7 MPa. Na jakou pev-
nost mé byt konstrukce navrZzena v pfipadg, Ze pfedpokladéme, %e pevnost betonu ma
dvouparametrické logaritmicko-normélni rozdéleni, a na jakou v p¥ipadé, Ze predpokla-
déme, Ze mé normélni rozdéleni?

Priklad 3.25.

Odhadujeme, Ze stiedni doba Zivotnosti uréitého pfistroje je 115 dnti a smérodatnou
odchylku odhadujeme na 70 dnt. S jakou pravdépodobnosti bude Zivotnost ndhodnd
vybraného pfistroje mezi 100 a 150 dny, pouZijeme-li jako teoreticky model normalni
rozdéleni, resp. pouzijeme-li dvouparametrické logaritmicko-normalni rozdéleni?
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Resené piiklady

Priklad 4.1.
Dva vlaky maji p¥ijet k ur¢ité rampé, slouZici k vykladce zboZi. Kazdy z vlakd miiZe
prijet nezdvisle na druhém kdykoliv béhem jednoho dne, kazdy Cas p¥ijezdu povaZu-
jeme za stejn€ mozZny. S jakou pravdépodobnosti bude muset jeden z vlakd Gekat na
uvolnéni rampy, jestlize dobu vykladky zbozi u prvniho vlaku odhadujeme na 2 hodiny
a u druhého vlaku na 3 hodiny?
Regent:

Cas p¥ijezdu prvniho vlaku oznaéme Ty, ¢as pifjezdu druhého vlaku oznaime 7.
Jde o nezévislé ndhodné veliciny, obé s rovnomérnym rozdélenim na intervalu (0, 24).
Néhodny vektor (T7, T2) mé tedy rovnomérné rozdéleni na &tverci (0, 24) x (0, 24), tj.
jeho hustota je konstantni a rovna 1/24% uvnitf tohoto &tverce a nulové jinde.

T Prvni vlak bude ¢ekat na uvolnéni
24 rampy, pokud bude Tp < T} < To+ 3,
=1 druhy vlak bude &ekat v p¥ipadé, Ze
Ty < Ty < T+ 2. Oba tyto ndhodné

— jevy odpovidaji vySrafované plose na
|2 Ih=T+3 obrazku. Hledan4 pravdépodobnost je
Ty=T1+2 5 potom rovna objemu télesa, jehoZ z4-
1 T, kladnou je vysrafovand plocha a které

» m3 konstantni vysku, rovnou hustoté.

Tuto pravdépodobnost P vypoéteme pohodlnéji pomoci pravdépodobnosti dopliiko-
vého jevu:

P=1-:[2(24-3)*+ 1(24 — 2)?] = 0.1970.
Priklad 4.2.

Svisly pilif kruhového prifezu o poloméru 1 m je zatéZovan silou ptsobici kolmo
k roviné prurezu. Plsobisté sily je ndhodné, naSe intuitivni pfedstava je, Ze ndhodny
vektor souradnic tohoto plisobi§té ma spojité rozdéleni na prifezu pilife, pridem¥Z veli-
kost hustoty je maximalni ve stfedu a klesd imérné s druhou mocninou vzdélenosti od
stfedu prifezu aZ na nulovou hodnotu na okraji.

a) Urdete hustotu takto popsaného vektoru piisobi$té, vypo&téte marginilni hus-
toty, stfedni hodnoty a rozptyly jednotlivych soufadnic ptsobisté. Zjist&te, jsou-li tyto
soufadnice nekorelované, resp. nezavislé ndhodné veli¢iny.

b) Urdete, s jakou pravdépodobnosti bude excentricita sily (tj. vzdalenost piisobisté
od osy pilife) vé&tsi nez 50 cm. Jaka je stfedni hodnota této excentricity?

Regent:
Oznaéime-li vektor soufadnic plsobisté sily jako (X, Y), pak m4 jeho hustota tvar
C—k(z*+y?), proa®+y®> <1
f(x) y) = .
0, jindy.
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kde C a k jsou néjaké kladné konstanty.

Z podminky, Ze hustota m4 byt nulova na okraji prifezu (f(z,y) = 0 pro z2+y% = 1)
plyne, Ze tyto konstanty jsou si rovny, tedy C = k.

Aby funkce f(z,y) byla hustotou pravdépodobnosti, musi platit

1
1= [[ ka-s? gt dedy=2nk [ (- edo= guk,
z2+y2<1 0 2
odkud
k=2/m.

P1i vypoctu dvojného integralu jsme pouzili substituci do polérnich soufadnic.
J g J
Odtud plyne, Ze sdruZena hustota ndhodného vektoru (X, Y) je rovna:

2(1 - 2% —y?), proz?+y?<1;

fan={

jindy.

(Na obrézku je trojrozmérny graf této
hustoty, jde o ¢ast rotacniho parabo-
loidu.)

05 ///74//////7////

T ////////////

-15 .15

Poéitejme margindlni hustotu ndhodné veli¢iny X (tj. prvni soufadnice vektoru pii-
sobisté). Pro |z| > 1 je tato hustota evidentnd nulové, pro |z| < 1 je

/////// ///////7///fh.

/////////%f 05

\/1—:112 2 8

pa@ = 2a-gt-gdy= o -a).
/12 T 3w

Analogicky dostaneme marginalni hustotu veli¢iny Y

(1 —y?)32, pro ly| < 1;
f2(y) = ..
0, jindy.

Vzhledem k tomu, Ze oéividng neplati pro vSechna (z, y) € R? rovnost

f(mﬁy) = fl(x) ) fZ(y)’

nejsou nédhodné veli¢iny X, Y nezivislé.
St¥edni hodnoty veli¢in X a Y jsou nulové (ovéfte sami!), vypo&teme rozptyly, ko-
varianci a korelaci:

! 8
VarX:VarYz/ z? . —

3 (1—22)3%de =
s

1
—1 6’
2 2,2
cov(X,Y) = zy-—(1—2z°—y“)dedy =0,
z2+y?<1 ™
cov(X,Y)

sdx say =%

corr(X,Y) =
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Oznadme si R excentricitu piisobisté sily, tj.
R=+vX?2+Y2.

Pro distribu¢ni funkei veli¢iny R plati:

2(1 —2? —y?)dwdy = 2r> — 74, pror € (0, 1);

FR(’I’) — P(R < T’) — { gfaﬂ—l-y?Srz g d
y nnay.

Hustotu R dostaneme zderivovanim:

[ FR(r)=4(r —7%), pror e (0,1);
Jalr) = { 0, jindy.

Nyni mtzeme vypocitat stfedni hodnotu excentricity:

1
ER:/ r-4(r —r3)dr = 8 = 0.5333 m,
0 15

a hledanou pravdépodobnost:

P(R > 05) =1— Fp(0.5) = 0.5625.

Priklad 4.3.

Je treba nalézt vzdalenost dvou mist A a C. Méfeni v8ak nelze provést p¥{mo a pro-
vadi se tak, Ze se mé¥i v prvém kroku vzdalenost od A do B a v druhém kroku od B
do C. Pii méfeni vznikaji ndhodné chyby. Nahodné chyby p¥istroje, ktery je pouZivan
na méreni vzdalenosti AB, maji smérodatnou odchylku o; = 1 cm, zatimco smérodatnd
odchylka ndhodnych chyb pfistroje, kterym se méri vzddlenost BC, se rovna op = 3
cm. Oba pristroje méfi bez systematické chyby. Aby byl omezen vliv ndhodnych chyb,
bylo rozhodnuto méfeni opakovat a za odhad koneiné vzdalenosti bodtt A a C vzit
soucet primérld Z4p + Zpc. Cena jednoho méfeni je 1 000 K& a celkové je k dispozici
10 000 K¢&. Rozhodnéte a matematicky odivodnéte, kolikrat by bylo optimdalni méFit

vzdélenost AB a kolikrat BC' tak, aby se vystadilo s finanénimi prost¥edky.

Resent:

Abychom vystacili s finanénimi prostfedky miiZeme provést celkem 10 mé¥eni. Jest-
lize n krat zméfime vzdélenost bodti A a B, budeme vzdélenost bodt B a C méfit 10—n
krat. Optimalni pocfet n je takovy, pii némz je rozptyl odhadu Var(Zap + Zpc) =
= ;1; + 109~n nejmensi. Spocteme-li rozptyl pro vSechny hodnoty n = 1,...,9, pak
zjistime, Ze rozptyl je nejmensi pro n = 3 a rovnd se 1.619.

Odpovéd: Optimalnije m&fit t¥ikrat vzdalenost bodli AB a sedmkrat vzdalenost BC.

Priklad 4.4.

V dilné pracuje 20 strojd, z toho 12 starych a 8 novych. Pravdépodobnost poru-
chy starého stroje béhem pracovni smény je 0.3, tatdZ pravd&podobnost je pro novy
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stroj 0.1. Urcete st¥edni hodnotu a smérodatnou odchylku pocétu strojd, které se béhem
smény porouchaji.

Resent:

Oznacme si

P ... celkovy pocet stroji, u kterych dojde k poruse,

P, ... pocet starych strojd, u kterych dojde k poruse,

P, ... pocet novych stroji, u kterych dojde k poruse.

Ztejmé plati P = P; + P,, pfiemZ ndhodné veli¢iny P; a P, jsou nezévislé, kazda
s binomickym rozdélenim s parametry ny = 12, p; = 0.3, resp. ny = 8, py = 0.1.

Proto

EP=EP, +EP, =nip; +nops = 4.4,
Var P = Var Py + Var P, = n1p1(1 — p1) + napa(1 — p2) = 3.24,

sdP =+vVarP =1.38.

Odpovéd: Stfedni hodnota poétu stroji, u kterych dojde k poruse, je 4.4, smérodatna
odchylka je 1.8.

Priklad 4.5.

Dobu ¢ekani na obsluhu v opravné obuvi v uréitou denni dobu modelujeme expo-
nencidlnim rozdélenim se stfedni hodnotou 1/2 hodiny. Zakaznik odhaduje, Ze oprava
jeho bot miZe trvat 5, 10 nebo 15 minut (podle zdvaZnosti opravy, kterou sdm neumi
posoudit) — v8echny varianty povaZuje za stejnd moZné. Jakou dobu si musi rezervovat,
aby béhem ni s 90% pravdépodobnosti celou opravu vy¥idil?

ReSent:

Oznalme si jako T' celkovou dobu, kterou zédkaznik v opravné stravi. T' je soudtem
doby C &ekani na opravu a doby O vlastni opravy, pfiéemZ C a O jsou zjevné nezdvislé
ndhodné velic¢iny. O je diskrétni ndhodné veli¢ina, kterd miZe nabyvat hodnot 5, 10, 15
s pravdépodobnostmi 1/3. C je spojitd ndhodnd veli¢ina s exponencidlnim rozdélenim
s parametrem ¢ = 30 (st¥edni dobu fekani je t¥eba vyjadfit ve stejnych jednotkéch, tj.
v minutéch). Pro hustotu a distribu¢ni funkei veli¢iny C tedy plati:

folz) = { B'lb'e—w/BO, .I?ro x>0
0, jindy.
e 1—e /30 proz > 0;
Fo@) = [ sa={ i
—c0 0, jindy.

Pro z > 15 mtZeme vypoditat:
Pl <z)=PT <zNO=5)+PT<zANO=10)+PT <zAN0=15)=
=P(C <z—-5)-P(O=5)+P(C <z-10)-P(O=10)+
+P(C<xz—15)-P(O=15) =
— %[(1 _ e—(m—5)/30) + (1 _ e——(m——lO)/30) + (1 _ e—(:z:—-lS)/SO)J —

—1_ %(61/6 1 el/3 _*_61/2)6—:1:/30.
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Pro 10 < z < 15 je tfeba predchozi vypodet upravit, P(C < x — 15) je totiZ rovno 0
a proto dostaneme

P(T<z)=[(1- e (@=8)/30) 4 (1 _ e—(x—m)/so)] =2_ %(61/6 + l/3)e=a/30,

1
3

Obdobné avahy plati pro 5 < z < 10, pro z < 5 je zfejmé P(T < z) = 0. Distribuéni
funkei veli¢iny 1" lze souhrnné zapsat p¥edpisem

0, pro z < 5;

171 _ a1/6,—2/30 < .
(@) = 5(1—e'% ), pro 5 < x < 10;

% _ 31-(61/6 +el/3)e—m/30, pro 10 < z < 15;

1— 2(el/6 4 el/3 + e1/2)e=2/30  pro z > 15.

Hledédme takové x, pro které plati
Fr(z) =0.9.
Z nazoru je ziejmé, Ze musi byt x > 15, tj. FeSime rovnici

1— %(61/6 + e1/3 + 61/2)6——7}/30 =0.9 —
= —/30 = In0.1+1In3 — In(e'/® 4 e'/3 + e'/?) = & = 79.355.

Na obrazku je graf distribu¢ni funkce Frp spolu s nalezenym bodem z.

1 i T T T T L) T T
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Odpovéd: Zakaznik si musi rezervovat asi 1 hodinu a 19 minut.

Priklad 4.6.

Doba jednéni referenta s obanem na uréitém tfadé se fidi exponencidlnim rozdéle-
nim se stfedni hodnotou 10 minut. P¥ijdeme-li do ¢ekdrny pred referentovou kancelaii,
ve které pravé probiha jednéni, s jakou pravdépodobnosti budeme dekat

a) déle neZ 10 minut, neni-li v ¢ekdrné kroms nas nikdo,

b) déle neZ 20 minut, je-li pfed ndmi ve frontd 1 ¢lovek,

c) déle nez 30 minut, jsou-li pfed nadmi 2 1idé?

Jaké je rozdéleni, stfedni hodnota a smérodatné odchylka nasi doby ¢ekani v pfipa-
dech a), b), ¢)?
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Regeni:

a) Nafe doba &ekani T, je rovna zbyvajici dob& jednani referenta s ob&anem uvniti.
Tato zbyvajici doba ma v8ak opét exponencilni rozdéleni se stfedni hodnotou 10 minut,
bez ohledu na to, jak dlouho toto jednani jiZ pfed na$im pfichodem probihalo. Vyge
zminénd zajimavé vlastnost exponencidlniho rozdéleni jiZz byla komentovana v FeSeni
pfikladu 3.6. (Uvazime-li praktické zkusenosti s jedndnim na t¥adech, je tento teoreticky

model docela vystiZny.)
Tedy

— e~ %/10 4y = ¢~10/10 _ (3679 .

ET, =sdT, =10,  P(T, > 10) :/

b) NaSe doba &ekani Ty je v tomto p¥ipadé rovna souctu doby Ty zbyvajiciho jednéni
s prvnim obcéanem a doby T3 jednani s druhym obdanem. Rozd&leni obou velidin 73 a T5
je stejné (exponencidlni s parametrem ¢ = 10), pfitom tyto veliiny miZeme povaZovat
za nezavislé.

V dalsim textu budeme hledat hustotu veli¢iny T3. Provedeme vSak obecn&jsi vypo-
¢et, jehoz vysledek se ndm muZe v budoucnu hodit.

Predpokladejme, Ze veli¢iny X a Y jsou nezavislé a spojité s hustotami f(z) a g(y).
Odvodime hustotu veli¢iny Z = X + Y.

Hustota ndhodného vektoru (X, Y) je h(z,y) = f(x) - g(y). Pocitejme distribu¢ni
funkci veliCiny Z:

Fz(2)=P(X+Y <2)= //+y<z g(y)dady =

:[wf(x) </_OO g(y)dy) da:—/ f(z) Fy(z —z)dz.

Hustotu veli¢iny Z nyni dostaneme zderivovanim distribuéni funkce:
O
2= | f@glz-z)ds.
—00

Poznamenejme, Ze pravé odvozené hustoté souctu dvou nezavislych spojitych ndhod-
nych veli¢in se ¥ik& hustota konvoluce. PouZijeme nyni odvozeny vysledek pro piipad,
kdy X a Y jsou nezjvislé stejné rozdélené s exponencidlnim rozdélenim o parametru §:

Jeliko?

f(z) = { s prow >0, { Je7¥/%, proy >0,
0, pro z < 0, 0 pro y <0,

b

plati
z

1.
fz(z) = q Jo 5°
0, pro z < 0.

——:L'/(s l —(Z .’I))/J d$ —_ 6%/2: e—z/6 dx — _(_Siz_e""z/‘s, pl“O z > 0,
0
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Dosadime-li hodnotu parametru ¢ = 10, dostaneme hustotu veli¢iny Tj:

—~2z/10

fr(2) = { ¢

0, pro z < 0.

pro z > 0;

7Z toho uz snadno dostaneme poZadované vysledky:

ETy, =ETy +ET, =20, VarT, = VarT;+ VarTy, = 200 = sd T, = 14.14,

oo oo

P(Ty > 20) :/ 1_‘366~fv/10 de = [e—m/lo (__1% _ 1)]20 _
0

2
20
=¢e 20/10 [ 22 4 1) = 0.4060.
¢ (10+>

c¢) V poslednim pfipadé je doba &ekani T, rovna soudtu doby T3 a doby jednani T
se tfetim obfanem. Vzhledem k nezévislosti, kterou op&t budeme p¥edpoklddat, je jeji
hustota konvoluci hustot veliéin Ty a Tj3:

Jr.(2) = /_ fr, (@) fr,(z — ) dz =
—-2z/10

/z __a_:.__e_m/lo . _}_e—(z"m)/lo dm —_ __...i_e pro z > 0-
o 100 10 2000 ’ ’

0, pro z < 0.
Proto

ET.=ET,+ET3 =30, Varl,= VarT,+ VarTs =300 — sd T} = 17.32,

P(T, > 30) /00 7’ e~ %/10 44 [e"m/lo < z? m 1>] "
b - s = ———— o — —
30 2000 200 10 30

900 30
= —30/10 (N 99 Y .
e (200+10+ ) 0.4232

Poznamenejme na zavér, Ze rozdéleni, které vznikd souftem né&kolika nezévislych
exponencidlnich rozdéleni s tymz parametrem se nazyva Erlangovo.

Toto rozdéleni mé dva parametry:

d ... parametr nezavislych exponenciilné rozdélenych veli¢in, jejichZ sou¢tem Erlan-
‘govo rozdéleni vznika,

p ... pfirozené ¢islo, oznacujici pocet téchto veliin.

My jsme vlastné jiz odvodili hustotu Erlangova rozdéleni pro p = 2 a 3, indukci lze
snadno ukazat, Ze obecné je

-1
z” #/8  pro z > 0;

) = 6p(p"1)!e-
Te0.0)(@) { 0, pro z < 0.

Vsimnéte si dale, Ze jsme vlastné v tlohach a), b), ¢) pocitali pravdépodobnosti, Ze
ur€itd ndhodng veli¢ina bude vétsi neZ jeji st¥edni hodnota. Takova pravdépodobnost
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by pro rozdéleni se symetrickou hustotou byla rovna 0.5. V naSem p¥ipadé jsou tyto
pravdépodobnosti mensi nez 0.5 a postupné rostou. To odpovida faktu, Ze Erlangovo
rozdéleni méa s rostouci hodnotou parametru p stile mensi Sikmost.

Odpovéd: Nebude-li pfed ndmi ve fronté nikdo, budeme &ekat s pravdépodobnosti
0.3679 déle nez 10 minut. NaSe doba ¢ekdni mé exponencidlni rozdéleni se stfedni
hodnotou 10 minut, smérodatné odchylka je také 10 minut.

Bude-li pfed nédmi jeden ¢lovék, budeme dekat s pravdépodobnosti 0.406 déle neZ
20 minut. NaSe doba ¢ekani bude mit rozdéleni s hustotou fr, (viz FeSeni). Jeji st¥edni
hodnota bude 20 minut a smérodatnd odchylka 14.14 minuty.

Budou-li pfed nami dva lidé, budeme ¢ekat s pravdépodobnosti 0.4232 déle neZ
30 minut. NaSe doba ¢ekani bude mit rozdéleni s hustotou fr, (viz FeSeni). Jeji stfedni
hodnota bude 30 minut a smérodatnd odchylka 17.23 minuty.

Pfiklad 4.7.
Dvé nezévisla méteni se provedou pfistrojem, ktery ma smérodatnou odchylku 30 m

a systematickou chybu +10 m. Jaka je pravdépodobnost toho, Ze chyby obou méfreni
budou v absolutni hodnoté vétsi nez 10 m, pfi¢emZ budou mit rizné znaménka?

Redeni:

Oznaéme X; chybu prvniho méfeni a X5 chybu druhého méfeni. Jednd se o chyby
méfeni, a proto budeme predpokladat, Ze jsou obé normalné rozdélené. Chceme spo-
¢itat pravdépodobnost toho, Ze bud X; > 10 a soufasné Xy < —10 nebo X; < —10
a soudasné Xy > 10 :

P(X;>10NnX; < —10) 4+ P(X; < —-10N X2 > 10) =

2 (1 — ®(0)) ® (:326Q> =& <:3?> = 0.2525.

Pri vypoctu jsme vyuzili pfedpokladu, podle kterého jsou chyby méfeni nezavislé, a tedy
pravdépodobnost priniku se rovnd soudinu pravdépodobnosti.

Odpovéd: Pravdépodobnost toho, %e chyby obou mé¥eni budou v absolutni hodnot&
veétsi nez 10 m, pficemz budou mit rizna znaménka, je rovna piiblizné 0.25.

Priklad 4.8.

Dvakrat po sobé vazime zévaZi, jehoZ skuteénd hmot-
Ay y nost je 10 g. Hodnoty X; a X3, které vazenim ziskame,
[\h A jsou diky chybdm véaZeni ndhodné veliCiny, o kterych bu-
\N deme predpokladat, Ze jsou nezavislé, stejné rozdélené
s N(u,0?) rozdélenim, kde stfedni hodnota u = 10 g
a smérodatnd odchylka o = 0.2 g.

[10, 10] a) Spoététe pravddpodobnost, Ze vysledek druhého vé-
4 zeni je blize 10 g neZ vysledek prvniho vazZeni.

V&%

L/ b) Spoctéte pravdépodobnost, %e vysledek druhého vé-
/ N Zeni je mensi nez vysledek prvniho véaZeni, ale ne o vice
nez 0.2 g.
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ReSent:

Néhodny vektor (X1, X2) ma dvourozmérné normaln{ rozdéleni Ny (u1, 2, 02,03, p),
kde p1 =10 g, uo =10 g, 01 = 0.2 g, 02 = 0.2 g a p = 0. Hustota takového vektoru m4
tvar rotaéni plochy se st¥fedem v bodé (10, 10).

a) Pravdépodobnost, Ze vysledek druhého véZeni je bliZe 10 g ne# vysledek prvntho
vazeni, tj.

P(| X2 — 10| < | Xy — 10)),
odpovida objemu télesa s podstavou vysSrafovanou na obrézku a shora omezeného hus-
totou. Ze symetrie vyplyvé, Ze hledané pravdépodobnost je rovna 1/2.

b) Pravddpodobnost, %e vysledek druhého véZeni je men3i neZ vysledek prvniho vé-

zeni, ale ne o vice nez 0.2 g, je rovna:

P(X1-02< Xy < X1) =P(=02< Xo — X1 <0).

Néhodnd veli€ina ¥ = X3 — X7 mé normélni rozdéleni se stfedni hodnotou uy =
= po — 1 = 0 a smérodatnou odchylkou oy = \/O’% + U% = 0.2v/2. Odtud

0 ~0.2 .
P(Y € (-0.2,0) =& <52—ﬁ> ~® (m) = 0.5 — (1 — ®(0.7071)) = 0.2602.

Odpovéd: Pravdépodobnost, Ze vysledek druhého vaZeni je blize 10 g neZ vysledek
prvniho véZeni, je rovna 0.5. Pravdépodobnost, Ze vysledek druhého véZeni je mensi
nez vysledek prvniho vaZeni, ale ne o vice nez 0.2 g, je rovna 0.26.

Priklad 4.9.
Nosnik je zatéZovan silami P; a P, méfenymi v kN, které mohou byt povaZovéany
za ndhodné veli¢iny normalné rozdélené s vektorem stiednich hodnot p a kovarianéni

matici 2:

- (10 (9 6

- ”’”‘(10)’ E"‘(fs 9)

/

? Py P, Momentovéa kapacita nosniku je ndhodné ve-
? li¢ina B dana v kNm nezavisla na (Pi, P»)
] se stfedni hodnotou E B = 250 a rozptylem
- ' Var B = 900.

~ = > 7 > Spoctéte, s jakou pravdépodobnosti dojde
7 k poruse, jestlize a = 4 m.

ReSeni:

Sily P; a P, jsou zavislé, pri¢em#

cov(Py, P 6 2
cov(P,P,) =6 a  corr(P,P,) = \/Var(PllVazr)Pz =33

Ohybovy moment
M =aP + 2a P,
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mé normdlni rozdéleni se stfedni hodnotou EM = a EP; + 2a EP, a rozptylem
VarM = a® VarP; + (2a)? Var P, + 2 x a x 2a cov(Py, P;). Pro a = 4 m plati
EM =120 a Var M = 1104. Rozdil mezi momentem a momentovou kapacitou nosniku
R = M — B m4 normalni rozdéleni se stfedni hodnotou ER = EM — EB = —130
a rozptylem VarR = VarM + Var B = 2004. Nosnik se porusi, jestliZe je ohybovy
moment vétsi nez momentova kapacita nosniku, tj. R > 0. Pravdépodobnost takového

jevu se rovna:
130

v2004

PR>0)=1-& = 0.0018.
(Zaom)

Odpovéd: Nosnik se porusi s pravdépodobnosti 0.0018.

Piiklad 4.10.

UvaZzujeme dvé feky. Denni priitoky prvni feky v m3/s jsou realizacemi ndhodné
veli¢éiny X s logaritmicko-normalnim rozd&lenim LN (u; = 3,0? = 0.5). Denni pro-
toky druhé ¥eky v m?/s jsou realizacemi ndhodné veli¢iny Y s logaritmicko-normalnim
rozd8lenim LN (us = 2.5,02 = 1.5).

a) Jaky primérny pritok mé prvni ¥eka a jaky primérny pritok m4 druhi ¥eka?

b) PovaZujeme-li priitoky v prvni a druhé fece za nezdvislé, s jakou pravdépodobnosti
bude pritok prvni feky vétsi nez pritok druhé? Kdy je mozno pritoky v prvni a druhé
fece povazovat za nezavislé?

Regeni:

Z prisného matematického hlediska bychom méli v zadani Glohy predpokladat, Ze
denni pritoky tvori ergodickou staciondrni posloupnost. (To se v8ak v praxi obvykle
mlcky pfedpoklddd.) Pramérny pritok se pak pfi velkém poctu realizaci blizi stfedni
hodnoté, kde

EX = et1101/2 = ¢3+0-5/2 = 95 79 m3 /g,

BY = etet03/2 = ¢25+L15/2 = 9579 1% /s,

JestliZe X ~ LN(p1,0%) a Y ~ LN(u2,03), pak InX ~ N(ui,0?) alnY ~
N(p2,02). Povazujeme-li velidéiny X a Y nezavislé, pak rovné? veli¢iny InX a InY
jsou nezavislé a veli¢ina InX —InY ~ N(0.5,2). Odtud

P(X>Y)=PInX-lY >0 =1-& (‘%};) =1 — B(—0.35355) = 0.6382.

Odpovéd: Primérné stfedni denni priitoky jsou u obou fek pfibliZzné stejné, rovné
25.79 m3/s. S pravdépodobnosti 0.6382 je vSak pritok v prvni Fece vySSi ne? v Fece
druhé. Tento vysledek je zpGsoben vyrazné vy$sim seSikmenim druhého rozdéleni. U dru-
hé reky se tedy zfejmé vyskytuji obdas velmi vysoké priitoky, tj. vyrazné vpravo odlehls
pozorovani, kterd zvysuji praimér. Vétsina pritokd je vSak niZsich neZ u prvni Feky.

V aplikacich bychom mohli povaZovat pritoky dvou fek za nezavislé asi tehdy, jestlize
je jejich povodi vzdélené, a tudiZ mnoZstvi srdZek, které spadne v obou povodich, je
mozZno povazovat za nezavislé.
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NetfeSené priklady

Priklad 4.11.

Néhodny vektor (X, Y) ma rovnomé&rné rozdéleni na kruhu K = {(z,y); z2+y% < 1}
s hustotou:

L, pro (z,y) € K;

fley) = { (7)(,, pro (z,y) ¢ K.

a) Spoftéte marginalni hustoty X a Y.
b) Zjistéte, zda veli¢iny X a Y jsou nezavislé.
c) Zjistéte, zda veli¢iny X a Y jsou nekorelované.

Priklad 4.12.

Nezévisle na sobé vygenerujeme dvé ndhodn4 ¢&isla s rovnomérnym rozdélenim na
intervalu (0, 5). S jakou pravdépodobnosti ‘

a) bude jejich soucet mensi nez 2,

b) se budou li§it nejvyse o 17

Priklad 4.13.

Na kruZnici rovnomérné ndhodné a nezévisle na sob& vybereme t¥i body A4, B, C.
S jakou pravdépodobnosti bude trojuhelnik ABC ostroihly?

Priklad 4.14.

V urcitou denni dobu maji soupravy metra na vSech trasich pravidelné ¢asové od-
stupy 8 minut. UvaZujme cestujiciho, ktery pfijde v ndhodném &asovém okamziku do
stanice na trase A, dojede na prestupni stanici a dale pokracuje trasou B. S jakou prav-
dépodobnosti stravi ¢ekdnim na soupravy celkem vice nez 10 minut? (Pfedpokladejte,
Ze jizdni Yady obou tras na sobé& nezévisi.)

Priklad 4.15.

Urdete pravdépodobnost, Ze kvadratickd rovnice
2 +pr+qg=0

bude mit redlné kofeny, jestlize koeficienty p a ¢ nezavisle vygenerujeme jako nidhodn
Cisla, obé& s rovnomérnym rozdélenim na intervalu (—1, 1).

Priklad 4.16.

Dva lidé se domluvili, Ze se nezavisle na sob& nékdy b&hem 21 a% 23 hodiny zastavi
na urcitém vecirku. S jakou pravdépodobnosti se minou, pokud se kaZdy z nich zdr#i
45 minut? (Pfedpokladejte, Ze doby pi¥ichodu jsou rovnomérné rozdélené na daném
¢asovém intervalu.)

Priklad 4.17.

Na tsecce o délce [ jsou ndhodné umistény body A a B, které rozdéli tsecku na t¥i
mensi usecky. S jakou pravdépodobnosti se z t&chto t¥{ tsedek d4 sestavit trojihelnik?
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Priklad 4.18.

B Ridi¢ Jarda vyjizdi denné z mésta A do
mésta B rychlost{ 60 km/hod. Ridi¢ Pa-
A vel vyjizdi denné z mésta C do mésta
30 km D rychlosti 50 km/hod. Ridi¢i projizdéji
50 km Praha Cést cesty dlouhé 50 km po statni silnici,
* > > ale v opatném sméru. Ridi¢ Jarda najizdi
\ na statni silnici 30 km od mésta A, Fidic
50 km D  Pavel 50 km od mésta C. S jakou pravds-
podobnosti se oba Fidi¢i na statni silnici
potkaji, jestlize oba vyjizdéji v libovolny

¢as mezi 10 a 14 hodinou?

C

Priklad 4.19.

DokaZzte pomoci hustoty konvoluce, Ze maji-li dvé nezdvislé ndhodné velidiny rov-
nomérné rozdéleni na intervalu (—a/2, a/2), potom m4 jejich soudet trojthelnikové
rozdéleni na intervalu (—a, a) (viz piiklad 3.14).

Priklad 4.20.

Stfedni doba obsluhy automobilu u stojanu Eerpaci stanice (do této doby je zapo&ten
ptijezd z fronty ke stojanu, vlastni éerpani, zaplacen{ a odjezd od stojanu) je 9 minut.
S jakou pravdépodobnosti se za pil hodiny obslouZi

a) vice nez 5 aut,
b) mén& nez 3 auta?

(Pfedpokladejte exponencidlni rozdéleni doby obsluhy a dale, %e se fronta nikdy
nevyprazdni.)

Priklad 4.21.

Délka skokil sportovce Petra méfend v cm mé normélni rozdéleni N(ui,o0?), kde
1 = 690 a o7 = 10. Délka skoki sportovce Pavla méfend v cm mé také norméalni
rozdéleni N (pa,02), kde pup = 705 a 0o = 15. Na zavody se kvalifikuje ten, kdo ze dvou
skoki alespon jednou skoéi vice nez 700 cm.

a) S jakou pravd&podobnost{ se oba kvalifikuji na zavody?

b) S jakou pravdépodobnosti se kvalifikuje Pavel, ale Petr ne?

Priklad 4.22.

Dveé rybarské lodi pluji rovnobéZné vedle se-
be. Sitka pasu v km, ve kterém se da z lodi
spatrit hejno ryb, je ndhodnd velifina, kterd
mé normélni rozdéleni N(u,0?) s parame-
try p =3 a o = 1.09712. Pro obé lodi jsou
tyto veliCiny nezéavislé. Jak daleko od sebe
maji lodi plout, aby s pravdépodobnosti 0.5
bylo objeveno hejno ryb, které pluje upro-
1.lod hejno ryb 2.lod  stfed mezi nimi stejnym smérem?

'y
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Priklad 4.23.

Zajemci o pilotovani letadel musi projit fyzickym a dvéma psychologickymi testy.
Predpoklédddme, Ze zisky bodi v jednotlivych testech maji p¥iblizné normélni rozds-
leni, pficemZ prumérny (stfedni) podet bodl z fyzického testu je 100 a smérodatna
odchylka je rovna 15. Pramérny (stfedni) podet bodl v prvnim psychologickém testu
je 80 a smérodatné odchylka je rovna 15, zatimco primérny (stfedni) pocet v druhém
psychologickém testu je 120 a smérodatnd odchylka je rovna 30. Fyzicky test je nezavisly
s ob&ma psychologickymi testy, av8ak psychologické testy jsou silné zkorelované s ko-
rela¢nim koeficientem p = 0.7. Celkovy pocet bodil se pocita tak, Ze se vezme pramér
z psychologickych testl a ten se zpriméruje s vysledkem z testu fyzického. P¥ijimaci
Fizeni spliuji ti, jejichZ vysledek je vyssi neZ 110 bodd.

Kolik procent zajemct splni podminky p¥ijimaciho ¥{zeni?

Pririklad 4.24.

Veli¢iny X;, X, a X3 pozorujeme s chybami majicimi nulové stfedni hodnoty a
smérodatné odchylky po fadé 4, 2 a 1 cm. S jakou pravdépodobnosti bude chyba arit-
metického priméru z téchto veli¢in v absolutni hodnoté mens{ ne% 3 cm za piedpokladu
normélniho rozdélen{ a nezavislosti t&chto veli¢in?

Priklad 4.25.
Na vetknuty nosnik pisobi dvé sily (viz obra-
zek) o ndhodnych velikostech. P¥edpokladdme,
Fy ze vektor velikosti t&chto sil m4 dvojrozmérné
normalni rozdéleni, pficemz stfedni hodnoty sil
Fy, Iy jsou 10 kN, resp. 5 kN, smérodatné od-
chylky jsou 2, resp. 1 kN a korelaéni koeficient
sil je 0.8. S jakou pravdépodobnosti nepfekrodi
ohybovy moment ve vetknuti v absolutni hod-
2m 2m noté 2 kNm?

Iy

Y
A
\ 4

AN

Priklad 4.26.

Plechovy $titek m4 tvar obdélnika. Délky jeho stran mé¥ené v em X a Y jsou nezavislé
néhodné veliCiny, pficemz X ~ LN (p1,0%) a Y ~ LN(ug,03), kde py = 1.386 a 02 =
= 0.000049; py = 1.609 a o2 = 0.000121.

a) Jaké jsou st¥edni hodnoty a rozptyly rozmérd §titku?

b) S jakou pravdépodobnosti se lisi obsah §titkt od spravné hodnoty 20 cm? o vice
nez 0.5 cm??
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Resené piiklady

Priklad 5.1.

Pfed volbami je v populaci statu 52% pfiznivcd koali¢nich stran. Jaka je pravds-
podobnost, Ze priizkum vefejného minéni o rozsahu n = 1500 ukéZe nespravné pievahu
opozice?

ReSent:
Oznaéme X podet pfiznived koalice ve vybéru. Pokud byl vybér proveden zcela
nahodng, pak X m4 binomické rozdgleni s parametry n = 1500 a p = 0.52, které

miiZeme aproximovat normalnim rozdglenim o parametrech = np = 1500x0.52 = 780
ao?=mnp(l—p)=1500x 0.52 x 0.48 = 374.4. Prizkum ukéZe nesprévnd pfevahu

opozice, jestlize X < 749:

749 4+ 0.5 — 780
V374.4

Poznamenejme, Ze jsme pouZili p¥i vypoctu opravu na spojitost.

P(X <749) = & ( > = &(—1.576) = 0.0575.

Odpovéd: Prizkum o rozsahu n = 1500 ukéZe nespravné prevahu opozice s pravds-
podobnosti pfiblizng 0.0575.

Priklad 5.2.

Vyletni ¢lun ma nosnost 5000 kg. Hmotnost (vaha) cestujicich je ndhodna veli¢ina se
st¥edni hodnotou 70 kg a smérodatnou odchylkou 20 kg. Kolik cestujicich miZe ¢lunem
cestovat, aby pravdépodobnost pfetiZeni lunu byla mensi nez 0.0017

Resent:

Celkovd hmotnost X vSech n cestujicich md podle centralni limitni véty pfiblizng
normalni rozdéleni se stiedni hodnotou y = 70 n a rozptylem o2 = 400 n. Chceme najit
takové maximélni n, aby P(X > 5000) < 0.001.

5000 — 70n
20/
o (5000 —70n

P(X >5000)=1—& ( > < 0.001,

——70——\/—5—-—> > 0.999,
5000 - 70n
20/n
70n 4 61.804 /n — 5000 < 0,
n < 64.

> 3.0902,

Odpovéd: Nejvyssi mozné tinosnost lunu za téchto podminek je 64 osob.
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Priklad 5.3.

Pro vypodet integralu I = fol g(z)dz lze pouZit metodu Monte Carlo. Vypodet
probihd tak, Ze generujeme ndhodna &isla {X;, ¢ = 1,...,n} z rovnomérného rozdéleni
na intervalu (0,1) a spo&teme I = Ly 1 9(X;). JestliZe podet vygenerovanych &isel n
je dost velky, pak [ ~ fol g(z)dz.

Spoctéte, s jakou pravdépodobnosti p¥i vypodtu integralu fol vz dz metodou Monte
Carlo bude chyba vysledku mensi nez 0.001, jestlize jsme pro vypodet pouzili 10000
vygenerovanych ndhodnych &isel, o kterych lze pfedpoklddat, Ze jsou to realizace neza-
vislych ndhodnych veli¢in, Fidicich se R(0,1) rozd&lenim.

Regent:
Nejprve si uvédomme, Ze distribuéni funkce ndhodné veli¢iny X, majici rovnomérné
rozdéleni na intervalu (0,1), mé tvar Fx(z) = P(X < ) :

0, proz <O0;
Fx(z)= ¢ z, proz € (0,1);
1, proxz > 1.

Pro distribu¢ni funkci Fy (y) ndhodné veli¢iny ¥ = v/ X plati pro y > 0:
Fy(y) = P(Y <y) = P(VX < y) = P(X <y*) = Fx(y?).

Odtud
0, proy<0;
Fy(y) = q ¥, proy€(0,1);
1, proy>1;

a hustota fy (y) ndhodné veliéiny Y m4 tvar

{ 2y, proye€ (0,1),
O) pI'O y ¢ <O7 1)

Spoctéme stfedni hodnotu EY a rozptyl VarY:

fr(y) =

1
EY = / 2y?dy = 2/3,
0
1
VarY:/ 2y3 dy — (4/9) = 1/18.
0

vy . 1 Yt Voot PRI
V8imnéme si, Ze EY =1 = fo vz dz. Podle centrdlni limitni véty m4 primér

n

n
Vo= V=T

priblizné€ normélni rozdéleni se stfedni hodnotou % a rozptylem rovnym %7—1. Odtud

) . 001
P(]I—g] <0.001> g 000 ) e[ 000L ) a0
3 11 11
18 10000 18 10000



5. Centrdlni Limitnd vaLa ...t iin ittt ittt ettt e e e e e 55

Odpoveéd: Pravdépodobnost, Ze chyba vysledku p¥i vypodtu integralu fol vz dz me-
todou Monte Carlo pomoci 10000 simulaci bude mensi ne# 0.001, je rovna p¥iblizné
0.328.

NereSené priklady

Priklad 5.4.

Hé4zime dokonale symetrickou kostkou, tj. kostkou, na které kazd4 ze stran pads se
stejnou pravdépodobnosti. S jakou pravdépodobnosti padne v 600 hodech vice ne? 110
Sestek?

Priklad 5.5.

Zdravotni stav pacienti trpicich ekzémem se obvykle st¥idavé zlepSuje a zhorSuje.
KoZni 1éka¥, ktery provadi test nového 1éku, pFedepsal tento 1ék stu pacientim. Rozhodl
se doporucit 16k pro léCeni ekzému, jestliZe alespoii u 65% pacienti dojde ke zlepSeni.
S jakou pravdépodobnosti se zmyli, tj. doporudi 18k, i kdy% je zkouseny 16k bez Zadouctho
Gucinku?

Priklad 5.6.

Malé Zelezné svorky pouZivané v tavici peci maji primérnou hmotnost 6 g a sméro-
datnou odchylku 0.2 g. Byly vybrany ndhodné dva vzorky, a to jeden o rozsahu n = 100
a druhy o rozsahu n = 80. Jaka je pravdépodobnost, Ze se priméry obou vybéra budou
lisit o vice nez 0.02 g?

Priklad 5.7.

Podle tvrzeni centralni limitni véty mé soudet v&ts§iho poétu nezavislych stejné rozds-
lenych ndhodnych veli¢in (s kone¢nou st¥edni hodnotou a rozptylem) pfibliZné norméalni
rozdéleni. Této skuteCnosti se vyuZivd v jedné z metod pro simulaci ndhodnych &isel
z normalniho rozdéleni. Metoda spodiva v tom, Ze se vygeneruje n8kolik ndhodnych &isel
z rovnomérného rozdéleni na intervalu (0, 1) a ty se seCtou. Kolik &isel bychom méli séi-
tat, abychom bez normovani smérodatnou odchylkou ziskali ndhodn4 &isla z (p¥iblizng)
normaélniho rozdéleni se smérodatnou odchylkou rovnou jedné?



6. POPISNA STATISTIKA

Resené piiklady

Priklad 6.1.
Vysledky zkousky z matematiky se daji shrnout do nésledujici tabulky:

znamka 1 2 3 4

polet studentu 5 37 85 23

Spoctéte nésledujici popisné statistiky : vybérovy primér, vybérovy medidn, vybéro-
vou smérodatnou odchylku a vybérovy koeficient Sikmosti. Nakreslete koladovy graf
(anglicky ,pie chart“) a sloupcovy graf (anglicky ,bar chart“) pro zadan data.

ResSent:
Vybérovy priumér T = Z—gﬁi = 2.84,
vybérovy medidn = 2n/2) * g((n/z)ﬂ) = 3,
vybérova smérodatnd odchylka o, = \/ —Z——@-—;—@—zﬁ = 0.7126,
viberovy kocficient Sikmosti  Ag = 2 Z(i; A _ a0,

Do shora uvedenych vztahti jsme dosadili & =1, & =2, &3 =3, &, =4 a ny = 5,
ng = 37, n3 = 85, ng = 23. PTi vypoctu medidnu z(, /9y znaéi n/2 poradkovou statistiku
a T((n/2)+1) znadi (n/2) + 1 poradkovou statistiku. Ob& statistiky se zfejmé rovnaji 3.

Na obrazcich vidite koladfovy graf a sloupcovy graf pro data z naseho pi¥ikladu.
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Pririklad 6.2.
Z primérnych ro¢nich priitokd v m3/s LuZnice v Bechyni mé&Fenych v letech 1911 —
1988 byly spocteny tyto zdkladni popisné charakteristiky:

vybérovy primeér T = 23.8675,
vybérova smérodatné odchylka o, = 9.78344,
vybérovy koeficient Sikmosti Az = 0.998701,
vybérovy koeficient $pidatosti Ay = 1.11259.

Rozhodnéte, zda je pro modelovani primérnych ro¢nich pritokt LuZnice vhodné nor-
malni rozdéleni.
Resent:

Pro zjistovani, zda ur¢ity soubor dat je moZné povaZovat za vybér z normaélniho
rozdéleni, se velmi ¢asto pouzivé test zaloZeny na Sikmosti a Spicatosti. Koeficienty
Sikmosti i Spicatosti normalniho rozdéleni jsou oba nulové. Pokud data pochézeji z nor-
mélnfho rozdéleni, mél by byt vybérovy koeficient Sikmosti a $picatosti maly, tj. tzv.
standardizovany koeficient Sikmosti a standardizovany koeficient $picatosti by mély byt
v absolutni hodnoté mensi nez 2. Pro velké n se standardizované vybé&rové koeficienty
Sikmosti a SpiCatosti poéitaji ze vztahi:

Fli i (@i — 3)°
?

(2 5 (@ - )2) ™

1\ =14

Qg = A4\/ n/24, kde A4 = D Zi:l(wz -'17) 5 3
(% Z?:l(xi - 57)2)

V naSem piipadé oz = 3.6 a ag = 2.0. Odtud vyplyva, ze normalni rozdéleni neni p¥ilis
vhodny model.

K rychlému rozhodnuti, zda data maj{ nebo nemaji normalni rozdéleni, se velmi
¢asto pouZiva diagram normality (anglicky ,normal plot“). Tento diagram zakresluje
empirickou distribuéni funkci daného ndhodného vybéru, pfidemZ nelinedrni déleni na
svislé ose je voleno tak, aby pro data pochézejici z normélniho rozdgleni byl tento graf
pfiblizné linedrni. Na obrazku je diagram normality pro ro¢ni primérné pritoky Luz-
nice. Porovnanim znazornénych bodd s pfimkou lze usuzovat na porudeni predpokladu
normality. Graf ukazuje zak¥fiveni typické pro rozdéleni s kladnou Sikmosti.

3 = A3\/TL/6, kde A3 =
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Priklad 6.3.

Na obrazku vidime graf, kterému se anglicky k4 ,,box — whisker plot“, pro dva sou-
bory dat - prosincové a lednové prittoky v m3/s Labe v letech 1851-1989, viz p¥iklad 8.6.
Porovnejte oba soubory.

T T
1400} +
1200}
.
1000+ +
+
800} + %
i -
|
800} i )
1 ]
1 I
] 1
400 ! '
)
200+
i
_“.L_ PR R
0 L

Regent:

Preklad anglického ndzvu grafu je ,krabicka s vousy“. Horizontalni tsecky v ,kra-
bi¢ce“ oznacuji (odspodu) dolni kvartil, medidn a horni kvartil. ,, Vousy“ potom oznaduji
minimélni a maximalni pozorovani. P¥ipadnd odlehld pozorovani jsou zobrazena kifzky.
(Za odlehlé pozorovani se zpravidla povaZuje &islo, leZici od okraje krabitky déle ne je
17 nasobek mezikvartilového rozpéti.)

Na prvni pohled vidime, Ze rozloZeni obou souborii je vysoce asymetrické s kladnou
Sikmosti. Charakteristiky polohy (median, dolni kvartil, horni kvartil) jsou mirn& vyssi
u druhého souboru. Také interkvartilové rozpéti, které slouzi jako charakteristika roz-
ptylenosti, je pro druhy soubor vétsi. V druhém souboru vidime jedno vyrazné odlehlé
pozorovani dosahujici témeér hodnoty 1400, coZ je fadové Sestkrat vétsi hodnota ne? me-
didn. Zavér tedy je, Ze lednové pritoky v letech 1851-1989 dosahovaly vy$sich hodnot
a vice kolisaly neZ prosincové priitoky.

Priklad 6.4.

Tabulka na dalsi strance uddva primérné vynosy pSenice (ozimu) v kg z 10 m? v 20
oblastech Svédska {Y;}, primérné teploty vzduchu pfedchozi zimu (¥jen-kvéten) v OC
{Xi1}, primérné teploty vzduchu za probihajici vegetaéni obdobi (duben-z&i{) v °C
{Xs2} a srdzkovy Ghrn v mm ve vegetadnim obdobi ve t¥ech meteorologickych stanicich
v oblasti {X;3}. Data pochézeji z let 1913-1942. Spoététe vybérovou korelaéni matici.

Resent:
Vybérova korelacni matice R spoétend z matice dat U= {(uj1, wia,..., k), 1 =
=1,...,n} je matice typu k x k. Jeji prvek ry,, je vybsrovy korelaéni koeficient spoéteny

z m—tého a p—tého sloupce matice U :
o D iy (Uim — U) (Uip — Up)
mp — I — 7 = )
\/(Zi=1(“im = Um)?) (D i (wip — Up)?)
kde G = (1/n) 3 0| Uim,-
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rok droda teplota teplota srazky
zima léto
1913 1990 2.7 12.8 230
1914 1950 3.1 13.7 268
1915 1630 1.9 12.0 188
1916 1720 1.3 11.7 315
1917 1560 1.0 12.7 180
1918 1680 1.6 12.0 261
1919 1980 2.3 12.2 216
1920 2180 1.7 12.8 346
1921 2370 3.1 13.1 131
1922 1790 1.1 11.8 256
1923 2400 1.6 11.2 327
1924 1410 0.1 11.8 320
1925 2570 3.7 13.2 382
1926 2180 1.1 12.5 279
1927 2150 2.5 12.2 351
1928 2530 0.8 10.5 324
1929 2100 0.8 10.9 196
1930 2330 3.6 12.4 381
1931 1850 1.6 10.7 273
1932 2230 1.9 12.5 289
1933 2610 2.2 11.9 338
1934 2600 3.0 13.5 267
1935 2480 3.2 12.3 372
1936 1940 2.8 12.3 357
1937 2770 2.1 13.5 358
1938 2570 3.3 12.9 202
1939 2510 3.8 13.4 311
1940 1420 -1.1 11.3 172
1941 810 ~-0.4 11.3 194
1942 1990 -2.4 11.2 261

Vybé&rova korela¢ni matice je symetrickd a na hlavni diagonéle m4 jednicky.
Poznamenejme, Ze nékdy nds zajimé vybérova kovarianéni matice, jeji¥ prvky jsou
vybérové kovariance. Vybérova kovarianéni matice je symetrickéd a na jeji diagonéle

stoji vybérové rozptyly.

Odpovéd: Vybérova koreladni matice spodtend z dat o trodg, zimni a letni teplotd a
mnozstvi srdzek ma v naSem p¥ipadé tvar:

1.0000
0.5934
0.4082
0.4600

0.5934 0.4082
1.0000 0.6703
0.6703 1.0000
0.3184 0.1072

0.4600
0.3184
0.1072
1.0000
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Neresené priklady

Pfiklad 6.5.

Ve tfidé jedné zakladni Skoly neméa %adného sourozence 8 déti, 23 déti ma jednoho
sourozence, 4 déti maji dva sourozence a jedno dité mé t¥i sourozence. Pro uvedens
data nacrtnéte kolacovy graf a sloupcovy graf. Kolik je primérny podet déti v roding
zakl této t¥idy?

Priklad 6.6.

Pti dopravnim prizkumu byla sledovana vytiZenost vjezdu do uréité k¥izovatky. Stu-
dent, provddéjici prizkum, si vidy pifi naskoleni zeleného svétla zapsal podet aut, &e-
kajicich ve fronté u semaforu. Jeho zapsané vysledky jsou:

6316532357 12881618558547265¢634284456543349
6215236357 258242435646932126353537637%5

Vytvoite tabulku skupinového rozdéleni ¢etnosti pro tato data, naértnéte sloupcovy
graf a vypoctéte nésledujici vyb&rové statistiky: primér, smérodatnou odchylku, me-
didn, modus, rozpéti a Sikmost.

Priklad 6.7.

V prikladu 8.6 jsou uvedeny prosincové a lednové priitoky Labe v D&¢ing v letech
1851-1989. Porovnejte minimalni a maximélni prosincové a lednové priitoky. Porovnejte
prosincové a lednové rozpéti.

Priklad 6.8.

Predpokladejme, Ze jsme pro n manZelskych péart zjistili vysku muZe {X;, i =
=1,...,n} a vysku Zeny {Yi, s = 1,...,n}. Ze zjisténych dat jsme spoéitali vybérové
priméry Z, ¥, vybérové smérodatné odchylky %, Yo, a vybérovy korela¢ni koeficient .
DokaZte, Ze vyb&rovy rozptyl %2 rozdili vysek {Z; = X; - Y;,i=1,..., n} spliiuje:

0l = %2 4 Y%k — 2%, Y, 1.
Priklad 6.9.

Dokazte, Ze se pri linedrni transformaci dat nezméni absolutni hodnota korela¢niho

koeficientu.

Priklad 6.10.

Nésledujici tabulka udavéa skupinové rozdéleni Cetnosti pro primérné roéni priitoky
LuZnice v Bechyni méFené v letech 1911-1988. Spodtste zakladni popisné statistiky,
tj. vybérovy primér, vybérovou smérodatnou odchylku, vybérovy koeficient ikmosti a
SpiCatosti. Porovnejte charakteristiky spoctené na zdkladé skupinového rozdéleni &et-
nosti s charakteristikami spo¢tenymi z namé¥enych tdajt v piikladé 6.2. Nadrtnéte
histogram.

interval | 6-12 12-18 18-24 24-30 30-36 36-42 42-48 48-54 54-60

Cetnost 7 17 18 20 7 4 3 1 1
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Priklad 6.11.

Nésledujici tabulka udéva primérné ro¢ni teploty v St. Peterburgu v letech 1860—
1879 a 1960 -1979. Spoctéte pro oba soubory zakladni popisné statistiky: primér, me-
didn, smérodatnou odchylku, rozpéti, interkvartilové rozpéti.

rok teplota rok teplota
1860 4.9 1960 4.7
1861 4.8 1961 6.3
1862 2.3 1962 4.8
1863 6.9 1963 4.1
1864 4.7 1964 5.0
1865 4.7 1965 4.3
1866 5.5 1966 3.2
1867 3.3 1967 5.3
1868 4.9 1968 4.0
1869 6.0 1969 3.6
1870 4.0 1970 4.7
1871 3.3 1971 4.7
1872 6.0 1972 6.2
1873 5.1 1973 5.2
1874 5.4 1974 6.3
1875 2.5 1975 6.6
1876 4.0 1976 3.2
1877 4.0 1977 4.8
1878 5.9 1978 3.5
1879 4.8 1979 5.0

Priklad 6.12.

Najdéte vybérovou Sikmost a Spi¢atost datovych soubort z predchoziho piikladu.
Najdéte také standardizovanou §ikmost a Spidatost.



7. TEORIE ODHADU

Resené piiklady

Priklad 7.1.

Pfi sledovani doby do poruchy (v hodindch) uréitého zafizeni bylo ziskdno nasledu-
jicich osm udaja: 48, 16, 75, 29, 96, 67, 89, 22. Pfedpokladejme, Ze se jednd o vybér
z exponencidlniho rozdéleni. Odhadnéte st¥edni (primérnou) dobu Zivotnosti za¥izend.
Odhadnéte pravdépodobnost, Ze za¥izeni bude fungovat jesté po 100 hodinéch.

Reseni:

St¥edni hodnota ndhodné veliGiny, ktera se ¥idi exponencidlnim rozdélenim s para-
metrem d, je rovna pravé tomuto parametru. Nejlepsi nestranny odhad parametru & se
v tomto pripadé rovnd maximélné vérohodnému odhadu a je roven vybérovému priméru
0 = Y x;/n = & = 442/8 = 55.25. Pravdépodobnost, %e ndhodné velidina X, kterd ma
exponencidlni rozdgleni s parametrem §, pieZije dobu ¢, je rovna P(X > t) = e~/ 4
je mo7né ji odhadnout pomoci e~*/%. V nafem p¥ipadé hodnotou e~100/55.25 = ( 164,

Odpovéd: Na zikladé zjisténych idaji odhadujeme, Ze stfedni doba Zivotnosti za¥i-
zeni je rovna 55.25 hodin a pravdépodobnost preziti 100 hodin je 0.164.

Priklad 7.2.

Dva studenti geodézie by radi znali vzdalenost dvou bodi. Aby zmirnili vliv ndhod-
nych chyb méfeni, rozhodli se mé¥Feni opakovat. P¥i méfeni pouZivali dva stejné presné
méfici p¥istroje, z nichZ ani jeden nemél systematickou chybu. Pavel provedl 10 mé&fen,
zatimco Petr provedl 15 méFeni. Oba dva ze svych méfeni spoditali aritmeticky primér
a prohlésili ho za odhad skutecné vzdalenosti bod. KdyZ se opé&t sesli, nemohli se do-
hodnout, zda za kone¢ny odhad maji prohlasit aritmeticky primér jejich dvou odhad#
¢i zda maji radé&ji vzit pivodni data a jako odhad uvaZovat primeér ze viech 25 méfeni.
Ktery postup je lepsi a pro¢?

Resent:

Ozmatme X = 53,2, X; Pavliv odhad a ¥ = L 372% Y} Petriv odhad, kde
{Xi, i = 1,...,10} jsou Petrova méFeni a {Y;, j = 1,...,15} jsou Pavlova méfeni.
Ozna¢me Z; prvni zpisob odhadu:

X+Y
Zy = 5
a Zg druhy zpisob odhadu:
10 15
7 = Zi:l Xi+ Zj:l YJ
2 25 '

Nejprve pfipomenime, Ze pro stFfedni hodnotu a rozptyl linedrni kombinace dvou nezévis-
Iych veli¢in plati E(aU+bV) =a EU +b EV a Var(aU+bV) = a? VarU +b%VarV.
Podobné vztahy se daji odvodit i pro vice ndhodnych veli¢in. Odtud plyne, Ze primeér n
ndhodnych veli¢in, které maji stejnou stf¥edni hodnotu y a stejny rozptyl o2, m4 st¥edni
hodnotu p a rozptyl o2/n.
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Oba odhady Z; i Z5 jsou nestranné. Lepsi bude ten odhad, ktery bude mit mensi
rozptyl. Rozptyl prvniho odhadu:
Var X + VarY %;——f—%;— o?
4

Vaer = 4 =

Rozptyl druhého odhadu:
2

o
Var 75 = %

Vsimnéme si, Ze druhy odhad je vlastné vaZeny primér s vahami 10/25 a 15/25, tj.
10 . 15
Zy=—X+ Y.
2= 55 T35
Odpoveéd: Oba odhady jsou nestranné. Mensi rozptyl ma odhad Z, (vdZeny priimér)
a je proto lep§im odhadem.

Priklad 7.3.

Agentura provadéjici prizkum vefejného mindni planuje Set¥eni, na zdkladé kterého
chce odhadnout, kolik procent voli¢t podporuje soucasnou vladni koalici. P¥edpokla-
dejme (v praxi tomu tak ovSem nenf), Ze jsou dotazovani vybirani zcela ndhodné. Kolik
dotazovanych by mélo byt do vybéru zafazeno, jestlize si vedeni agentury pieje, aby
se odhad ziskany z vybéru lisil od skutetného podilu p¥iznived koalice v celé populaci
o méné& ne 3 %?

Refeni:

Pokud by pracovnici agentury chtéli mit svij poZadavek splnén stoprocentnd, pak
by se museli ptat vSech voli¢d. Jakmile agentura vybere ndhodné jen n&které obdany,
miZe se ji (i kdyZ s malou pravddpodobnosti) stat, Ze se do vybéru dostanou napiiklad
jen prizniveci koalice nebo naopak jen pfiznivei opozice a podobné. Znamend to, Ze
pozadavek, aby se odhad liil od spravné hodnoty o méné nez 3 %, miiZze byt splnén jen
s urditou spolehlivosti, nap¥iklad 90 %, 95 % nebo 99 %.

Pocet priznivcl koalice zafazenych do vybéru mé p¥iblizné binomické rozdéleni s pa-
rametry n a p, kde parametr n odpovida rozsahu vybéru a parametr p podilu p¥iznivct
koalice mezi v8emi voli¢i. (1 — a) 100% interval spolehlivosti pro parametr p alternativ-
niho rozdéleni mé pro velkd n tvar:

R /p(1—p R pl—p
D — Uqgy2 —(—71“'2 < p < P+ Uy %,

kde p je podil pfiznived koalice ve vybéru. Odtud plyne, Ze

[~ 1—%
Ua /2 P(—n—p)':()()-?)

Vzhledem k tomu, Ze p nezndme, uvaZujme nejhor§i moZny p¥ipad, tj. pfipad, kdy
interval bude nejdelsi. Interval bude nejdelsi pro p = 1/2. PoZzadujeme-li napiiklad
spolehlivost 95 %, pro kterou ug.o25 = 1.96, pak musi rozsah vybéru spliiovat

1 1
196 %X =X —= =003 = n =1067.
2 n
Odpoveéd: Jestlize bude do ndhodného vybéru zarazeno 1067 osob, pak m4 agentura
za}ist€no se spolehlivosti miniméaln& rovnou 95 %, Ze se jejich odhad bude li§it 0 méné
ne? 3% od skuteéného podilu p¥iznivel koalice mezi viemi volidi.
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Piiklad 7.4.
900 naméfenych hodnot bylo roztfidéno do 11 intervalt délky 0.4:

(7.4-7.8) (7.8-8.2) (8.2-8.6) (8.6-9.0) (9.0-9.4) (9.4-9.8)
5 21 43 71 103 111
(9.8-10.2) (10.2-10.6) (10.6-11) (11-11.4) (11.4-11.8)
83 39 15 8 1

Najdéte 95% interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu pu, predpokladame-li, Ze data
jsou realizaci vybéru z norméalniho rozdéleni.

Reseni:
95% interval spolehlivosti pro st¥edni hodnotu p norméalné rozdélené ndhodné velidiny

X ma tvar:
s S
T —to.025[n — 1] —=, T + to.025[n — 1]—= | ,
(2= tommsin = 1122 + tosln — 1% )
kde n = 500 je pocet naméfenych dat, Z je aritmeticky primér t&chto dat, tj. T = an" ,
a s je odhad smérodatné odchylky veli€iny X, tj. s = 1/ Z—%:—E)z K vypocétu priméru a

smérodatné odchylky v8ak nemidZeme pouZit pivodni data, protoZe je bohuZel neznime.
MitZeme je v8ak spocitat alesponn p¥ibliZzng, jestlize budeme predpoklddat, Ze vSechna
data v daném intervalu nabyvaji prost¥edni hodnoty (tfidniho znaku). JestliZe intervaly
nejsou piili§ dlouhé, nepresnost, které se dopustime, nebude p¥{li§ velkd. P¥i tomto
zjednoduseni Z = 9.408 a s = 0.7267.

Odpovéd: Vzhledem k tomu, Ze 2.5% horni kvantil t—rozdéleni se p¥iblizn& rovna
1.96, bude mit hledany 95 % interval spolehlivosti tvar: (9.344,9.472).

Priklad 7.5.

Z 90 zkouSek meze kluzu konstrukéni oceli z produkce uréité ocelarny byl vypo&ten
vybérovy primér Z = 251.3384 MPa a vybérovy rozptyl o2 = 319.4818. Najdéte 80%
intervaly spolehlivosti pro stfedni hodnotu a smérodatnou odchylku meze kluzu (za
predpokladu normality dat).

Redent:
80% interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu meze kluzu je d4n vzorcem (viz p¥ed-
- chozi piiklad):

(3—3 —to.1[n — 1]_\}%,5 +toaln — 1]%) -
Po dosazeni n = 90, s = 0,1 = /25 -0y, = 17.9742 a t(.1[89] = 1.2911 dostaneme

interval

(248.89,253.78).
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100(1 — )% interval spolehlivosti pro parametr ¢ norméalniho rozdéleni (tj. pro

rozptyl) ma tvar
(n—1)s? (n—1)s?
-1y —1])

Zde XZ% [n—1] je jako obvykle horni 100§ % kvantil x? rozdéleni s (n—1) stupni volnosti.
X2 ¢ [n—1] znamend téZ horni 100(1~§)% kvantil a tedy soucasn& dolni 100§ % kvantil.

Po dosazeni s* = 323.0715, x2 4[89] = 72.387 a x2 1[89] = 106.469 dostaneme interval
2
pro o2:

(306.41, 379.22),

odkud ziskdme interval pro smérodatnou odchylku o odmocnénim obou mezi:
(16.43,19.93).

Poznamenejme, Ze ve statistickych tabulkdch byvaji kvantily x2-rozdéleni uvedeny
Jen pro omezeny pocet stupiiii volnosti. Je-li poéet stupiiti volnosti v dostateénd velky,
miZeme x?-rozdéleni pfiblizné nahradit normalnim rozdélenim se st¥edni hodnotou v

a rozptylem 2v. Plati tedy
Xf,[y] =v+ V2 - up,

kde wu, je horni 100p% kvantil normovaného normalniho rozdéleni. P¥i této aproximaci
dostaneme priblizné vyjadieni pro 100(1 — «)% interval spolehlivosti pro parametr o2
norméalniho rozdéleni:

vn—1 g2 vn—1 s?
VTt VE e Vi T3 )

V naSem pripadé bychom po dosazeni za u,/s = 1.1 = 1.2816 a po odmocnéni mezi
dostali priblizny interval pro smérodatnou odchylku:

(16.46,20.00).

Na zavér uvedme, Ze zejména v piipadé rozptylu, resp. smérodatné odchylky, ¢asto
hleddme jednostranny interval spolehlivosti, jehoZ levd mez je nulova. Chceme totiZ najit
horni mez pro rozptyl (smérodatnou odchylku), kterd neni s danou pravdépodobnosti
prekrocena. Takovy 100(1 — a)% interval spolehlivosti m4 pro o2 tvar:

pro 0% (0,370.43) => proo: (0,19.25).

po dosazeni

Odpoveéd: 80% interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu meze kluzu je piiblizng
(248.9,253.8), 80% interval pro smérodatnou odchylku je (16.43,19.93), p¥ipadné jed-
nostranny 80% interval pro smérodatnou odchylku je (0, 19.25).
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Priklad 7.6.
V jisté americké elektrikaiské firmé se cena C' za dojednanou praci poéita nasledovns:

C=10x16 x y =160 x y,

kde y je pocet dni potfebnych pro vykonéani prace. Pfedpoklada se totiZ, Ze elektrikar
pracuje 10 hodin denné a cena za hodinu préace je 16 $. Je zndmo, Ze 99% interval
spolehlivosti pro stfedni podet dni pot¥ebnych pro vykonéni prace je 14.1 T 0.375.
Oddvodnéte, pro¢ 99% interval spolehlivosti pro st¥edni cenu elektrikiiské prace je
2256 F 60 $.

Resent:
99% interval spolehlivosti pro stfedn{ hodnotu ndhodné velidiny X, majici normélni
rozdéleni, mé tvar:

Sz Sg

(.’1_7 — t0,005['n - 1] \/T_I,, T+ t0.00S[n - 1] \/ﬁ),

kde n je pofet namé¥enych dat, Z je aritmeticky priimér téchto dat, tj. T = Zn‘”i, a Sy
je odhad smérodatné odchylky veli¢iny X, tj. s, = ‘/ZL%‘_:T@?_’ Obdobné 99% interval
spolehlivosti pro stfedni hodnotu veli€iny Y = k X, kde k je n&jak4 konstanta, ma tvar:

S s
y—t — 15,5+t —1]-L
(7 — to.005[n ]\/ﬁ,y+ 0.005[1 ]\/ﬁ),

kde § = %ﬁl a sy = M, pficemz y; = k z;.

n—1
Odpovéd: Vzhledem k tomu, Ze § = kZ a s, = ks, stadi pro vypodet intervalu
spolehlivosti pro stfedni hodnotu veli¢iny ¥ = k X vynésobit obé& krajni meze intervalu
spolehlivosti konstantou k. V naSem p¥ipad& se konstanta k rovna 160.

Priklad 7.7.

V tabulce jsou dany priméry a odhady smérodatnych odchylek mdsi¢nich srazkovych
thrnt v mm mé¥enych v Bfevnové, spodtené z udajt z let 1921 —1989.

primér smér.odch.

leden 26.7246 12,9879
tnor 25.4493 12.5634
bfezen 30.4058 15.8201
duben 38.3768 22.1141
kvéten 63.5507 31.8971
Cerven 72.2029 40.7234
Cervenec 76.2609 42.7832
srpen 73.3913 42.3189
za¥i 42,4493 28.0711
fijen 39.2319 29.7416
listopad 30.0870 14.7596
prosinec 27.7971 16.5410
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Najdéte 90 % predikéni intervaly pro mésiéni srdzkové dhrny v pif$tim roce. (Pied-
pokladejte, Ze mési¢ni srazkové Ghrny maji normdlni rozdélent.)
Regent:

90 % predikéni interval mé tvar:

/ 1 / 1
<£—-t0,05[n—1] ) 1+'ﬁ,i'+t0,05[7’b-1] S 1—{—-7;) .

Pro lednovou hodnotu je napfiklad 90 % predikéni interval: (4.9603,48.4889).
Netresené priklady

Priklad 7.8.

Geigriv —Miillerv p¥istroj zaznamendval 5 hodin a 26 minut v intervalech délky
7.5 sekund pocet vyzarenych a-&astic. Nasledujici tabulka uvadi detnosti intervalil, ve
kterych zaznamenal p¥istroj urdity pocet a-&dstic. Pfedpokladejme, %e podet a-Castic
vyzafenych v 7.5 sekundovych intervalech se ¥idi Poissonovym rozdélenim. Odhadnéte
parametr A.

polet &astic 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10 | 11 | 12

polet intervald | 57 | 203 | 383 | 525 | 532 [ 408 | 273 | 139 | 45 | 27 | 10 | 4 2

Priklad 7.9.

V Cechéch Zije Ni muZt a Ny Zen. Chceme odhadnout, kolik v primeéru mési¢né
spotfebuji Sampdnu. Za timto Géelem vybereme n osob, z toho n, muZi a ng Zen, a ze-
ptame se jich na jejich mésiéni spot¥ebu S8ampdnu. Ziskdme tdaje o spotfebé vybranych
muzi: Xi,...,X,, a Gdaje o spot¥ebé vybranych Zen: Yi,...,Y,,. Pfedpokladejme, Ze
spotfeby muzi jsou ndhodné veliéiny se stfedni hodnotou u; a rozptylem o2 a spotieby
Zen jsou ndhodné velidiny se stfedn{ hodnotou p a rozptylem o?. St¥edni (primér-
nou) spotfebu Sampdénu viech obyvatel, tj. hodnotu Ny pu; + Ny pg, odhadneme jako
N1 X+ NyY, kde X = (1/n1) Y2, X; a YV = (1/ny) > 721 Y. Dokaite, Ze tento od-
had je optimdlni, jestlize ny : ny = Ny : No.

Priklad 7.10.

Opakovand méfeni rychlosti vody v potrubi dala vysledky v m/s: 4.22, 4.24, 4.27,
4.22, 4.23. Najdéte 95 % interval spolehlivosti pro stfedni rychlost vody v potrubi za
predpokladu, Ze naméfené hodnoty lze povaZovat za vybér z normalniho rozdéleni.

Priklad 7.11.

U 100 vzorkl zeminy byl zjistén obsah urcité latky v mg. Data byla rozt¥idéna do
14 intervall délky 5 mg:
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(15-20) (20-25) (25-30) (30-35) (35-40) (40-45) (45-50)
1 4 4 6 7 11 21
(50-55) (55-60) (60-65) (65-70) (70-75) (75-80) (80-85)
14 8 10 8 1 4 1

Predpokladejte, ze data jsou ndhodnym vybérem z normalniho rozdéleni.

a) Najdéte nestranné odhady stiedni hodnoty a rozptylu obsahu této latky v zemins.

b) Najdéte 95% intervalovy odhad pro tuto stfedni hodnotu.

¢) Odhadnéte, s jakou pravd&podobnosti by obsah této latky v dalsim odebraném
vzorku prekroé¢il hodnotu 72 mg.

Priklad 7.12.

Pii zjisténi obzvlast dilezité charakteristiky bylo provedeno 100 mé¥eni této charak-
teristiky a stanoven 99 % interval spolehlivosti. Kolik by stadilo udg&lat mé¥eni, jestlize
by se podafrilo zlep§it pfesnost méreni tak, aby smérodatna odchylka chyby mé&feni klesla
na polovinu piivodni hodnoty, jestliZe si pfejeme, aby délka 99 % intervalu spolehlivosti
zlstala stejna?

Piiklad 7.13.

Nésledujici tabulka udava podet Zivé narozenych déti v letech 1980—-1995 v Ceské
republice. Za pfedpokladu, Ze se pravdépodobnost narozeni chlapce neméni, najdéte
pro ni 99 % interval spolehlivosti.

rok chlapci déviata rok chlapci déviata
1980 79409 74392 1988 67830 64837
1981 74063 70376 1989 65669 62687
1982 72579 691569 1990 66970 63594
1983 70719 66712 1991 66644 62710
1984 70253 66688 1992 62701 59004
1985 69662 66219 1993 62115 58910
1986 68539 64817 1994 54704 51875
1987 67305 63616 1995 49405 46692

Priklad 7.14.

Pro sto novomanZelskych partt v Ceské republice byla zjistovana vyska manZela i
manZelky. Primér vysky muZe byl 183.2 cm a smérodatnd odchylka 4.4 cm, zatimco
primér vySky Zeny 171.4 cm a smérodatnd odchylka 3.5 cm. Vybé&rovy korela¢ni koefi-
cient 7 se rovnal 0.38. Spoététe 95% interval spolehlivosti pro stfedni (priimérny) rozdil
vySek novomanzelt v Ceské republice. Najdéte 95% predikéni interval pro rozdil vysek
novomanzeld, kter{ se maji nastéhovat do sousedniho uvolnéného bytu. Pfedpokladejte,
ze vyska muZe i Zeny maé pfiblizné normalni rozdéleni. (PouZijte tvrzeni z p¥ikladu 6.8.)
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Resené priklady

Priklad 8.1.

Hrag hry ,,Clovéde, nezlob se“ by rad zjistil, zda pravddpodobnost padnuti Sestky
na jeho kostce je opravdu rovna 1/6. Rozhodl se, Ze kostkou hodi 600 krat. Jestlize se
pocet Sestek ng bude pohybovat v mezich 82 < ng < 118, bude muset pfipustit, Ze se
o kostce ned4 fici, Ze pravdépodobnost padnuti Sestky neni rovna 1/6. Jakmile viak
pocet Sestek bude leZet vné tohoto rozmezi, radéji kostku ze hry vy¥adi.

a) Pokud jeho postup chapeme jako test, jakou m4 hladinu vyznamnosti?

b) Pokud pravdépodobnost padnuti Sestky je pouze 0.15, s jakou pravdépodobnosti
zjist{ svym postupem nesrovnalost?

Reseni:

Hrag vlastné testuje nulovou hypotézu Hy : p = 1/6 proti alternativé A : p # 1/6.
Hladina vyznamnosti testu odpovidé pravdépodobnosti, s jakou je zamitana nulova hy-
potéza, i kdyZ je pravdiva. V naSem p¥ipadé to znamend uréit, jaka je pravdépodobnost,
ze na kostce, na které padé Sestka s pravdépodobnosti 1/6, nebude podet Sestek ng mezi
82 a7 118. Pocet Sestek mé zde binomické rozdéleni s parametry n = 600 a p = 1/6,
které mizeme podle centralni limitni véty aproximovat normdlnim rozdélenim s pa-
rametry g = np = 100 a 0® = np(l — p) = 600 x (1/6) x (5/6) = 83.3333. Odtud
(s pouzitim korekce)

5— 2051
1—P(8zgn6§118):1—(@(118+05 100))-@(8 0.5 00)))&0.0427.
/33.3333 /333333

Pokud je pravdépodobnost padnuti Sestky 0.15, pak m4 podet Sestek ng binomické
rozdéleni s parametry n = 600 a p = 0.15, které miZeme opét aproximovat normalnim
se stfedni hodnotou p = np = 600 x 0.15 = 90 a rozptylem o2 = np(1 — p) = 600 x
% 0.15 x 0.85 = 76.5. Odtud :

118+0.5-90)> <82—O.5—90))) .
1—P(82<ng<118)=1_ (& _ - 0.1661.
(82 < n < 118) ( ( J76.5 V765

Odpovéd: a) Hladina vyznamnosti, kterd odpovida hrdovu rozhodnuti, je rovna
4.3%.b) Pokud ve skute¢nosti na hradové kostce pada Sestka s pravdépodobnosti 0.15,
je vyfazena shora uvedenym rozhodovacim pravidlem s pravdépodobnosti 0.166.

Piiklad 8.2.

Pro kontrolu sprévnosti nastaveni méficiho p¥istroje bylo provedeno 10 méfeni zku-
Sebniho etalonu se spravnou hodnotou po = 15.20. Byly ziskdny tyto vysledky: 15.23,
15.21, 15.19, 15.16, 15.26, 15.22, 15.23, 15.26, 15.23, 15.29. Lze povaZovat pozorované
odchylky od spravné hodnoty za ndhodné chyby nebo je diivod k podezieni na pFitom-
nosti systematické chyby? (Predpokldddme, Ze jde o méfeni, p¥i kterém ndhodné chyby
maji normélni rozdéleni.)
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Regeni:

JelikoZ je Zddouci odhalit jak zdpornou, tak kladnou systematickou chybu, pouZijeme
test hypotézy H : p = po proti A : p # po. Spoétéme T = 15.228 a s = 0.03706.
Dosadme do levé strany zamitaciho pravidla

l_ﬂ_ﬁ_:_/;_fo_l_\@— — 2.3803.

Zvolime-li hladinu vyznamnosti o = 0.05, pak leva strana zamitaciho pravidla je vétsi
nez 2.5 % horni kvantil ¢—rozdélen{ o 9 stupnich volnosti tg g25[9] = 2.2622.

Odpovéd: Nulovou hypotézu Hy : p = po zamitdme, tj. usuzujeme na p¥itomnost
systematické chyby.

Priklad 8.3.

Ukolem zkousky je zjistit, jakd doba michéni stacéi, aby smés byla dostateéné homo-
genni. Homogenitu lze charakterizovat rozptylem hodnot koncentrace urdité latky ve
smési, které zjistime v rlznych mistech zdsobniku. Pfedpoklad4 se, Ze koncentrace je
nadhodnd veli¢ina s rozd8lenim N(u,0?) a dostatednou homogenitu latky charakterizuje
rozptyl o = 0.003 nebo mensi. Chceme se dozvédst, zda michini po dobu deseti minut
zajisti postacujici homogenitu. Po deseti minutdch michéni bylo odebrano z rdznych
mist nddoby n = 10 vzorkd smési a zjiSténa v nich koncentrace latky. Z takto provede-
ného ndhodného vybéru byl vypoéten vybérovy rozptyl o2 = 0.0022. Jaky je moZno na
zékladé pokusu udélat zavér?

Regeni:

V rémci teorie testovani hypotéz miZeme FeSit problém tak, %e testujeme nulovou
hypotézu Hp : 0% < o2 = 0.003 proti alternativé A : o2 > of = 0.003. Zvolime-li
hladinu vyznamnosti o = 0.05, mé4 zamitaci pravidlo tvar:

(n—1)s?
e > Xo.05n — 1],
og

kde s? = 1= 3" (2; — Z)% a X2 o5[n — 1] je horni 5% horni{ kvantil x> ~rozd&leni o n — 1

stupnich volnosti. Vzhledem k tomu, Ze plati no2 = (n — 1) s? = > (z; — %)?, nulovou
hypotézu na 5 % hladiné vyznamnosti nezamitame, nebot:

2

Ug" = 7.333 < x4 0519] = 16.919.

no

Velmi vysokd p—hodnota rovnajici se 0.602 posiluje nagi divéru v platnost nulové hy-
potézy.

Odpovéd: Z vysledku pokusu se zd4, Ze deset minut michdni je postadujici doba
k tomu, aby smés byla dobfe promichana.

Priklad 8.4.

Do laboratofe privezli nové vahy. Laborant se obédval, Ze vdhy mohou mit syste-
matickou chybu. Rozhodl se tedy, Ze jakmile bude primérny rozdil mezi naméfenou
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hodnotou a skute¢nou hmotnosti pro 10 zavazi (jejichZ spravnou hmotnost znal) v abso-
lutni hodnoté vétsi nez 0.05 g, pGjde vahy reklamovat jako vadné. Jeho mé¥eni dopadla

nasledovné:

spravnd hodnota 2.0,2,0}2.0|3.0/3.0]3.0|4.0|]4.0]65.0/}5.0

namé&¥end hodnota 2.212.0]2.0[3.1)|3.1,2.8|4.0]4.1/65.11{4.9

JestliZze bereme jeho rozhodnut{ jako zamitaci pravidlo pro testovani hypotéz, jak
vysoké hladiné vyznamnosti pfiblizné odpovid4? Bylo jeho rozhodnuti p¥ili§ shovivavé
vici vyrobci ¢ pHili§ pfisné? V jakém piipad& byste 3li vahy reklamovat vy a proé?

Regent:

Jestlize predpokladame, Ze pFesnost vah se v rozmezi 2—5 g neméni a Ze se v tomté
rozmezi nebude ménit ani pfipadnd systematické chyba, pak rozdil mezi naméfenou a
spravnou hodnotou je ndhodn4 veli¢ina X s normalnim rozdslenim N(u,o?). Problém
odhaleni pfipadné systematické chyby miZeme v rdmci matematické statistiky FeSit
testovanim nulové hypotézy Hy : p = 0 proti oboustranné alternativé A : u # 0.
Pravidlo pro zamitnuti nulové hypotézy na hladiné o m4 tvar:

z[v/n

s > ta/g[n 1],

kde t,/2[n — 1] oznacuje 100 «/2 % horni kvantil ¢—rozdgleni o n — 1 stupnich volnosti.
Spoctéme rozdily mezi naméFenymi a skuteénymi hmotnostmi zévaZi: 0.2, 0.0, 0.0, 0.1,
0.1, —-0.2, 0.0, 0.1, 0.1, —0.1. Pramér spocteny z téchto hodnot = 0.03 a odhad smé-
rodatné odchylky s = 0.11595. Pokud bychom volili, jak je nejéast&ji zvykem, hladinu
vyznamnosti o = 0.05, pak bychom zamitli nulovou hypotézu, jestlize

s t0.025[9)]
vn

nebot horni 2.5% kvantil ¢-rozdéleni o 9 stupnich volnosti je roven 2.262.
Pokud chceme najit hladinu vyznamnosti, kterd odpovid4 laborantovu rozhodnuti,
musime najit takovy horni kvantil ¢, /,[9], aby platilo

|z| > = 0.08295,

S ta/2 [9]

n

Toto je splnéno velmi p¥iblizné pro ¢¢.1[9].

= (.05.

‘Odpoveéd: Laborantovo rozhodnuti pfiblizng odpovidd 20% hladiné vyznamnosti. La-
borantovo rozhodnuti je vyrazné pFisnéjsi neZ rozhodnuti zaloZené na testovani hypotéz
s 5% hladinou vyznamnosti.

Priklad 8.5.

Byla navrZena studie k ovéfeni pFedpokladu, Ze muZi maji v priméru vyss{ diastolicky
tlak neZ Zeny. U ndhodné vybranych muZi a Zen byly naméfeny néasledujici hodnoty
diastolického tlaku:
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Muzi: 76, 76, 74, 70, 80, 68, 90, 70, 90, 72, 76, 80, 68, 72, 96, 80.
Zeny: 76, 70, 82, 90, 68, 60, 62, 68, 80, 74, 60, 62, 72.
Jaky byl vysledek této studie?

Resent:

V rdmci matematické statistiky je mozné vysledek studie zhodnotit pomoci metody
testovani hypotéz. Predpokladame-li, Ze hodnoty diastolického tlaku muZd jsou vybé-
rem z normélniho rozdéleni N (s, 03,) aZen vybérem z N(uz,0%), jednd se o testovani
nulové hypotézy, kterd tvrdi, Ze st¥edni (priimérna) hodnota diastolického tlaku je pro
obé& pohlavi stejnd, tj. Ho : puay = pz, proti alternativé, 7e je stfedni (primérnd)
hodnota diastolického tlaku muZii vy33{ neZ Zen, tj. A: puar > pz.

Vzhledem k tomu, Z%e nevime, zda je variabilita diastolického tlaku u obou pohlavi
stejna, je treba Jeste pomocné otestovat nulovou hypotézu H} : o2, = o2 proti alter-
nativé AP : o2, # o%. Pro oba problémy zvolme hladinu vyznamnosti o = 0.05.

Abychom mohli dosadit do jednotlivych zamitacich pravidel, spoétéme odhady stf¥ed-
nich hodnot a rozptylt na zdkladé namé&fenych dat Las = Zp = 77.375, 03, = 52, =
= 69.7167 a iz = Tz = 71.0769, 0% = s% = 85.0769. Nejprve dosadme do zamitaciho
pravidla pro testovani shodnosti rozptyli:

2
2L 21,220 < Fo.o35(12, 15) = 2.963.
Z

Odtud vyplyva, Ze jsme na 5% hladiné vyznamnosti nulovou hypotézu o shodnosti
rozptyll nezamitli. Vzhledem k tomu, Ze p—hodnota p¥islu§né k tomuto testu je rovna
0.353, zd4 se, Ze se variabilita diastolického tlaku u obou pohlavi vyznamné nelisi.
Pro testovani shodnosti stfednich hodnot miZeme tedy pouZit zamitaci pravidlo, které
predpoklada shodu rozptyli:

Tty — 2z ‘ /nr—:mm Vn+m —2 =1.928 > tg,05[27] = 1.703.

V(n—1)s3 + (m —1)s%

Na 5 % hlading vyznamnosti jsme zamitli nulovou hypotézu o shodnosti stfedniho (pri-
mérného) diastolického tlaku u obou pohlavi ve prospéch alternativy, ktera tvrdila, Ze
stfedni diastolicky tlak je vyS8i u muZ neZ u Zen. Podivdme-li se viak na vysledek
testu podrobndji, zjistime, Ze p—hodnota je rovna p¥iblizné 0.032. Znamen4 to, %e po-
kud bychom volili 1% hladinu vyznamnosti, pak by nulov4 hypotéza zamitnuta nebyla.
To miZe byt zplsobeno napiiklad malymi rozsahy vybér. V tomto p¥ipadé bychom
asi doporudili studii roz§ifit na vétsi podet méfeni.

Odpovéd: Prozhodnoceni vysledku studie jsme pouZili statistickou metodu testovani
hypotéz o shodnosti stiedniho (primérného) diastolického tlaku u obou pohlavi (za
pfedpokladu normality dat). Na 5% hlading vyznamnosti byla nulova hypotéza, kters
tvrdila, Ze ob& pohlavi maji v priméru stejny diastolicky tlak, zamitnuta ve prosp&ch
alternativy, kterd naopak tvrdila, Ze muZi maj{ v priméru vy$$i diastolicky tlak nez
Zeny. PYesto, Ze se zd4, Ze studie potvrdila pfedpoklad o vy88im primérném diastolickém
tlaku muzd, navrhovali bychom provést mé&feni u v&tsiho podtu muzd a Zen.
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Priklad 8.6.

Od roku 1851 se pravidelng provadi méreni pritoku feky Labe v Dé&éiné. V tabulce
jsou uddny primérné mésiéni pritoky v m3/s v prosinci a lednu v letech 1851 —1989.
Poznamenejme, Ze hydrologové pracuji s takzvanymi hydrologickymi roky, které zaéinaji
jiz listopadem. Pro data v tabulce to znamen4, Ze dvojice odpovidaji bezprost¥edng za
sebou jdoucim mésicim. Rozhodnéte, zda prosincové a lednové priitoky kolisaji kolem
téZe hodnoty a pfipadny rozdil mezi prosincovym a lednovym primérem lze vysvétlit jen
ndhodnymi odchylkami, nebo zda existuje statisticky vyznamny rozdil mezi stfednimi
(primérnymi) prittoky v prosinci a lednu. (Udaje jsou uvedeny po sloupcich.)

prosinec leden prosinec leden prosinec leden prosinec | leden
220.000 | 266.000 338.000 | 190.000 115.161 | 439.709 201.774 | 338.451
485.000 | 480.000 217.000 | 143.000 107.290 | 278.451 536.838 | 369.580
200.000 | 185.000 102.129 | 162.548 657.000 | 454.064 217.322 | 265.129
134.000 | 226.000 186.451 | 108.806 320.741 | 233.354 297.483 | 396.451
626.000 | 469.000 118.225 | 382.548 154.193 | 143.032 144,470 | 174.322
150.000 | 278.000 377.967 | 149,806 276.161 | 756.548 328.774 | 205.903
270.000 | 287.000 169.064 | 307.387 264.193 | 709.612 222.322 | 250.193
114.000 | 100.000 94.096 | 137.032 162.193 | 283.354 135.345 | 104.206
191.000 | 150.000 107.516 95.032 187.612 | 132.935 169.645 | 141.645
163.000 | 388.000 136.709 | 111.483 169.516 | 176.161 283.354 | 293.806
160.000 | 170.000 278.225 | 147.064 395.9356 | 357.000 457.774 | 353.903
130.000 | 141.000 110.193 | 106.741 266.838 | 626.677 521.548 | 692.354
107.000 | 205.000 215.290 | 195.741 161.419 | 101.806 388.709 | b552.322
120.000 99.000 160.483 | 311.354 82.838 | 132.096 205.032 | 188.677
67.000 85.000 116.677 | 535.903 183.838 | 156.645 169.612 | 137.2568
74.000 | 116.000 239.709 | 150.096 216.935 | 302.225 394.419 | 248.483
315.000 | 592.000 332.516 | 540.032 226.806 | 200.161 234.258 | 155.290
318.000 | 310.000 248.548 | 379.129 176.516 | 532.290 140.322 | 112,935
302.000 | 225.000 451.322 | 204.193 191.741 | 410.677 151.870 | 282.967
6506.000 | 274.000 212.032 | 137.129 1001.612 | 228.322 1038.000 | 773.935
245.000 | 575.000 249.580 | 239.838 240.193 | 284.516 210.516 | 783.877
126.000 | 171.000 216.000 | 324.322 526.161 | 263.516 261.548 | 213.870
189.000 153.000 270.935 | 175.548 218.516 | 144.935 332.161 | 308.225
139.000 131.000 77.741 75.677 108.2256 | 257.741 282.483 | 377.806
58.000 | 222.000 350.645 | 509.741 397.129 | 150.064 713.268 | 333.032
452.000 | 225,000 749.096 | 432.064 256.967 | 279,903 354,709 | 410.580
202.000 | 248.000 107.268 | 323.032 212.709 | 169.903 696.548 | 823.580
119.000 182.000 464.193 | 323.935 302.106 | 938.387 199.967 | 399.741
133.000 | 260.000 470.645 | 202.000 91.016 | 113.067 142.548 | 171.774
152.000 | 298.000 197.612 | 634.5186 194.935 | 226.451 187.065 | 165.097
765.000 | 320.000 731.741 | 923.935 222,096 | 237.098 336.872 | 478.654
149.000 158.000 226.000 | 738.193 131.619 | 150.548 235.651 | 673.499
819.000 | 705.000 113.935 | 299.967 290.645 | 233.322 430.542 | 367.633
260.000 | 339.000 213.161 | 400.451 72.096 71.638 633.717 | 454.240
577.000 169.000 692.387 |1393.161 300.838 | 490.774
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Regenf:

Nejprve uvedme zékladni popisné charakteristiky danych dvou soubordl dat.

prosinec  leden

prumeér 277.63 311.94
smérodatnd odchylka, 188.65 209.87
koeficient Sikmosti 1.72 1.85

Prosincové a lednové praméry {z;} a {y;} nemohou byt povaZovany za realizaci vybért
z normalniho rozdéleni, nebot maji vysoky koeficient Sikmosti. TotéZ potvrzuji i jejich
histogramy. Test zaloZeny na standardizované §ikmosti zamitd pfedpoklad normality
dat u obou soubort, nebot standardizované §ikmost pro prosincové priiméry je rovna
piiblizné 8.3 a pro lednové priméry je rovna 8.9. Obé hodnoty vysoko prekracuji 2.5%
horni kvantil normdlniho rozdéleni, ktery se rovna 1.96.

50 . v . , . " v 50
40} 401
301 30¢
20t 201

10} 101

0

0
o] 200 400 600 800 1000 1200 1400 0 200 400 600 8OO 1000 1200 1400

Casto se tvrdi, e promérné mdsiéni pritoky maji logaritmicko-normalni rozds-
leni. Uvedme opét zakladni popisné charakteristiky spoctené ze zlogaritmovanych dat
{logzi} a {logy:}.

prosinec leden
prumér 5.4375 5.5561
smérodatnéd odchylka 0.6014 0.6003
koeficient Sikmosti 0.283 0.261

Standardizovany koeficient Sikmosti spoéitany pro transformovani data je roven pii-
blizné 1.4 pro prosincova data a 1.3 pro lednova data. To znamend, Ze test zaloZeny na
standardizované Sikmosti nulovou hypotézu o normalit& dat nezamitl. Také histogramy
ukazuji, Ze se kladné se§ikmeni vyrazné sniZilo a %e by zlogaritmovans data mohla byt
povaZovéna za vybéry z normélniho rozdéleni N(uy,02), respektive N(u;, 0?), a tedy
pivodni data za vybéry z logaritmicko-normélniho rozdéleni LN (up,07), respektive
LN (:u'l) 012 )
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Jestlize u, = p a 0} = o, pak také st¥edni hodnota prosincovych pritoki ehrtop/2

se bude rovnat stfedni hodnoté lednovych priitokd e+l /2 Pro odhady parametri
plati:

i =~ > logw; = 543755, oZ= — > (logz; — fip)? = 0.364353

~ 1 — 1 ~

fir == logy; =5.55612,  of = —— (logy; — /)" = 0.362968.
ZjednodusSme si problem a predpokladejme, Ze 02 = al (Pfedpoklad je opodstatndn

tim, Ze odhady 02 a 01 se prili§ nelisi.) Dale budeme testovat nulovou hypotézu Hjy :
Hp = [ proti alternatlve A pp # .

Rozptylovy graf (scatter plot) ukazuje (coZ také potvrzuje vysoky vybérovy kore-
la¢ni koeficient spocteny z hodnot {logz;} a {logy;}, ktery je roven 0.553), Ze veli¢iny
{log X;} a {logY¥;} nemtZzeme povaZovat za nezavislé.
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Zavislost mezi prosincovymi pritoky {X;} a lednovymi priitoky {Y;} je zpisobena
tim, Ze pokud v ur¢itém roce vice prsi, budou pritoky v prosinci i lednu vy$si, pokud
méné prsi, budou oba niZ8i. Zavislost mezi priitoky se pak pfendsf i na logaritmy t&chto
veli¢in, tj. na veli€iny {log X;} a {logY;}. Proto misto ptivodniho dvouvybérového pro-
blému pouZijeme parovy test. Testujeme nulovou hypotézu Hy : u, — gy = 0 proti
alternativé A : p, — py # 0. O ndhodnych veli¢inach {Z; = log X; — logY;} budeme
predpokladat, Ze maji norméalni rozdéleni N (,uz, 02), kde p, = pp — = —0.1189.
Spoc¢téme odhady 11, = z = —0.1186 a 02 = 82 = 0.3255 a dosadme do zamitaciho
pravidla:
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l-?l\/ﬁ = 2.4504 > t0,025[n - 1] = 1.9773.

Sz

Odpovéd: Za p¥edpokladu, Ze prosincové a lednové priitoky maji logaritmicko-nor-
mélni rozdéleni LN (pp, 07), resp. LN (pu, 1), se stejnym parametrem o2 = o7, nulovou
hypotézu o shodnosti parametri p, a p; zamitdme. Znamena to, Ze prosincové a lednové

priméry nejspis§ kolisaji kolem rdznych hodnot.

Priklad 8.7.

Od roku 1921 méfi prazskd meteorologicka stanice v Bfevnové srazky. V piikladu 7.7
jsou udény priimeéry a smérodatné odchylky mési¢nich thrnt v mm zjistovanych v letech
1921-1989. Predpokliddejte, Ze mési¢éni thrny jsou vybérem z normélntho rozdéleni a
otestujte, zda existuje statisticky vyznamny rozdil mezi Gnorovymi a b¥eznovymi thrny.
Vybérovy korelaéni koeficient  mezi Gnorovymi a bfeznovymi thrny spoétenymi z dat
z let 19211989 je roven 0.2351.

Reseni:

Predpoklddejme, Ze existuje kladnd korelovanost mezi sradZkovymi thrny mésict,
které jdou za sebou. Tento pfedpoklad miZe byt odiivodndn tim, %e fronta, kterd p¥inasi
dést, obvykle trva vice dnt a tudiZ miZe pfesahovat z jednoho mésice do druhého.
JestliZze v daném roce jsou srazky v uréitém mésici v&tsi, pak budou pravdépodobné vétsi
i v mésici nésledujicim. Jestlize pfedpokladdme kladnou korelovanost mezi tnorovymi
a breznovymi srdzkami, tj. veli¢inami {X;} a {Y;}, musime pouZit parovy test. Pro
pouZziti parového testu je t¥eba zndt primér Z a odhad smérodatné odchylky s, rozdild
mezi bfeznovym a tnorovym thrnem v témZe roce. Plati

zZ =9y —Z = 30.4058 — 25.4493 = 4.9565,
Sy = > (wi—m) - (G—7)° =

n—1
= o1 (e -2+ Y -9t -2 T - a)w - ) -
= si +s§, — 27858y =
= 12.5634% + 15.8201% — 2 x 0.2351 x 12.5634 x 15.8201 = 314.6603,

N
[y

-

kde Z a s, oznacuji primér a odhad smérodatné odchylky tinorovych thrnd a obdobng
¥ a sy prumér a odhad smérodatné odchylky b¥eznovych tthrnd. Zvolme hladinu vy-
znamnosti o = 0.05 a dosadme do zamitaciho pravidla:

%’ﬂ\/ﬁ = 2.321 > tg.025[n — 1] = 1.995.
z

Odpovéd: Na 5% hlading vyznamnosti jsme zamitli nulovou hypotézu, %e neexistuje
statisticky vyznamny rozdil mezi Gnorovymi a b¥eznovymi sraZkovymi Ghrny.
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Netresené priklady

Priklad 8.8.

U zatim pouZivané technologie vyroby kuliéek do kuli¢kovych loZisek je pravdépo-
dobnost vyrobeni zmetku 0.02. Vyrobce by rad pfeSel na novou, sporngjsi technologii.
PYi jejim ovéFovani bylo vyrobeno 480 kuli¢ek, z toho 13 zmetkt. Otestujte, zda nové
technologie vyznamné nezhor§uje kvalitu produkce.

Priklad 8.9.

Socidlni demokracie v parlamentnich volb4ch roku 1996 ziskala 26.44% platnych
hlast. V jednom z pFedvolebnich prizkumt v ¢ervnu 1998 z 1839 dotdzanych respon-
dentli 415 uvedlo, Ze budou volit socidlni demokracii, 200 bylo nerozhodnutych, 285
prohlésilo, Ze volit nebudou a zbyli uvedli jinou politickou stranu. Lze z vysledkd to-
hoto prizkumu soudit, Ze preference socidlni demokracie ve srovnani s rokem 1996
vyznamné stouply?

Priklad 8.10.

Vyroba superfosfatu je sefizena tak, aby davala 15 kg kyseliny fosforeéné na kaZdych
100 kg hnojiva. V 10 vzorcich jsme zjistili obsah kyseliny fosforeéné v %: 14.2, 15.7,
16.3, 13.8, 13.6, 14.7, 15.5, 14.0, 13.7, 13.9. Pfedpoklidejte, Ze data jsou realizaci vy-
béru z normalniho rozdéleni. Mame divod domnivat se, Ze primérny obsah kyseliny
fosforecné je nizsi, neZ se poZaduje?

Priklad 8.11.

Sedm kontrolnich vaZeni davek z davkovade dalo vysledky v kg: 50.1, 49.4, 49.2, 49.4,
49.3, 49.9, 50.2. Spravna hodnota davky ma byt 50 kg. Nedochdzi k Sizeni zédkaznik§?
Predpokladejte, Ze data jsou vybérem z normélniho rozdéleni.

Priklad 8.12.

Smérodatnd odchylka automatického zafizeni{ na plnéni lahvi piva nem4 piekrodit
1 ml. Pfi kontrole byly zjistény objemy 11 lahvi v 1: 0.4981, 0.5016, 0.5004, 0.4978,
0.4996, 0.5002, 0.4874, 0.4890, 0.4772, 0.5013, 0.4961. Pfedpokladejme, Ze data poché-
ze)i z normalniho rozdéleni. MiZeme zafizeni povaZovat za dostatednd presné?

Piiklad 8.13.

M4 automatické zafizeni z prikladu 8.12 systematickou chybu, vime-li, #e sprévns
hodnota plnéni ma byt 0.5 17

Priklad 8.14.

U 28 zkuSebnich vzorkd betonu byla zji§téna pevnost v tlaku. Z dat bylo vypoé-
ten vybérovy primér z = 17.57 MPa a odhad smérodatné odchylky s = 2.23 MPa.
Jsme opravnéni za predpokladu normélniho rozdéleni tvrdit, Ze priimérna pevnost je
vyznamné mensi nez 18 MPa?

Priklad 8.15.
MnoZstvi oleje vyrobeného pfi rafinaci ropy je ndhodnd velidina, kterd se ¥idi p¥i-
bliZzné normalnim rozdélenim. Obvyklou technologii se z uréitého mnoZstvi ropy ziska
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v priméru 59 litr oleje. Z 10 vzorkd ropy téhoZ mnoZstvi se novou metodou ziskaly
nasledujici vytézky oleje v I: 58, 60, 62, 60, 63, 57, 62, 64, 60, 58. Dava novd metoda
v priméru vyznamné vyssi vytéZzek nez obvykld technologie?

Priklad 8.16.

Na celkové té7bé Zelezné rudy se podileji dva tseky. Otestujte, zda je kvalita rudy
téZené na obou tsecich stejnd. Kontrolni analyza poskytla nasledujici vysledky (tidaje
jsou v %, pfedpokldddme op&t normalitu):

1. usek: 33.1, 34.7, 32.8, 36.5, 37.8, 33.8, 35.4, 37.2, 36.4, 35.8, 36.7, 37.8, 35.9.

2. usek: 32.6, 31.8, 33.4, 33.5, 32.7, 34.0, 33.8, 32.8, 33.0, 33.9, 33.1, 32.9, 34.4, 34.1,
33.7, 33.5, 33.0, 32.7, 34.3, 33.8.

Priklad 8.17.

Bylo provedeno po 18 zkouskich pevnosti v tahu na vzorcich dvou réiznych kabeld.
Souhrnné vysledky jsou:

kabel 1. druhu: % = 345.61 MPa, s2 = 11.90 MPa?,

kabel 2. druhu: ~ § = 340.50 MPa, s2 = 35.91 MPa?.
Ovéite

a) zda lze povaZovat pozorovany rozdil ve variabilité vysledk® za ndhodny (tj. zda
je piijatelny predpoklad, Ze rozptyly pevnosti obou drubd kabelu jsou stejné),

b) zda stfedn{ hodnota pevnosti obou druhi kabelu je stejné.

Priklad 8.18.

Mirou sefizeni davkovae je smérodatnd odchylka od poZadované davky. U dvou
davkovacti (A, B) byly zjistény nésledujici odchylky v kg od poZadované davky :

A +0.5 +0.1 -0.3 -0.2 -0.7 +0.9 +0.1 -0.3 +0.3 +0.2 -—=

B -0.3 +0.1 +0.2 -0.1 0 +0.3 +0.2 -0.2 -0.1 +0.3 -0.1

Predpoklédejte, zZe hmotnosti ddvek u obou dévkovadi jsou realizacemi norméalné roz-
délenych ndhodnych veliéin a otestujte, zda tyto ddvkovade jsou stejné sefizeny.

Priklad 8.19.

Predpokladejte, Ze Ginorové a bfeznové thrny mé¥ené v témie roce v Bfevnové (viz
piiklad 8.7) jsou nezévislé velifiny a pouZijte dvouvybérovy t-test. Bude nynf znit z4ver
jinak?

Priklad 8.20.

Pekafstvi uvazuje o zakoupeni nové pece. Spravné pedeni vyZaduje, aby teplota byla
béhem procesu konstantni. Byla provedena studie variability teploty b&hem pedeni
u dvou typu peci. Odhad rozpﬂlu teploty pred tim, neZ termostat opét\ zapalil pla-
men, byl u jednoho typu pece 0 = s = 2.4 (spodteno z 16 méfeni) a 02 = s2 = 3.2
(spocteno z 12 mé&¥eni) pro druhy typ pece. Poskytuje tato informace divod k zavéru, ze
je rozdil v rozptylu u téchto dvou typd peci? Pfedpokladejte normalni rozdéleni teplot.
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Priklad 8.21.
Deset vzorkil bylo zpracovano vysokou teplotou. Mé¥ila se jejich tvrdost pied a po
zpracovani:

pfed zpracovanim | 3.15 | 2.98 | 3.00 | 2.75 | 3.21 | 3.33 | 2.95 | 2.81 | 3.26 | 2.88

po zpracovani 3.21 12,99 | 3.11 | 2.91 | 3.22 | 3.28 | 3.09 | 3.00 | 3.28 | 2.99

Pfedpokladejte, Ze data jsou realizaci vyb&ru z dvojrozmérného normalniho rozdéleni
a otestujte hypotézu, Ze zpracovinim vysokou teplotou se zvysi tvrdost vzorkd.

Priklad 8.22.

V cementérné byla provedena kontrola hmotnosti ddvek v kg ze dvou dévkovadt.
1. davkovac: 51.5, 47.0, 48.5, 53.0, 47.3, 48.1, 48.8, 49.2, 52.3, 47.1, 49.5, 46.3, 50.1.
2. davkovac: 50.3, 50.7, 48.2, 50.1, 49.8, 48.9, 51.1, 48.9, 50.3.

Otestujte za pfedpokladu normality, zda miiZeme rozptylenost, resp. stfedni hodnotu
dévek u obou dévkovadi povaZovat zhruba za stejnou.

Priklad 8.23.
U stejného stavebniho materidlu vyrabéného dvéma firmami (A, B) byla zjistovana
vlhkost v %. Data byla rozt¥idéna do spoleéné tabulky skupinového rozdéleni detnosti:

(11-12) | (12-13) | (13-14) | (14-15) | (15-16) | (16-17) | (17-18)

Cetnost A 0 1 4 12 13 9 3

Cetnost B 2 1 6 13 9 4 0

Rozhodnéte, zda se primérna vlhkost materidlu od téchto dvou firem vyznamné 1isi.
Predpokladejte normalni rozdéleni vlhkosti.

Priklad 8.24.

U skupiny ndhodné vybranych Fidi¢a z povoldni a u skupiny nadhodné vybranych
Cerstvych absolventli autoskoly byla méfena rychlost reakce v setinich sekundy na své-
telny signdl. Pfedpokladejme normadlni rozdéleni reakéni doby. Z daj prvni skupiny,
kterd méla 10 osob, bylo vypoéteno Z = 34, s2 = 3.023. Z tidaj druhé skupiny o 20
osobach bylo vypodteno § = 42, s2 = 5.921.

a) MiZeme povaZovat variabilitu reakéni doby v téchto dvou skupinich za stejnou?

b) Potvrzuji data, Ze Fidi¢i z povolani maji vyznamné kratsi reakéni dobu, ne zadi-
najici ¥idi¢i?

Priklad 8.25.

Krychelnd pevnost betonu B40 v MPa byla zkouSena na sadé 16 krychli jednak
ur¢itou nedestruktivni metodou a poté destruktivné.




B0 e e e e e e 8. Testovani hypotéz

nedestruktivné | 56.6 | 53.9 | 60.5 | 59.0 | 61.0 | 59.3 | 43.8 | 57.1

destruktivnd 51.8 | 61.0 | 57.1 | 61.6 | 59.8 | 63.5 | 45.5 | 60.7

nedestruktivné | 47.7 | 50.7 | 583.0 | 56.0 | 60.0 | 63.6 | 53.3 | 52.0

destruktivng 49.8 | 51.1 | 49.7 | 59.3 | 8.2 | 69.7 | 54.6 | 47.8

Pfedpoklddejte, Ze data pochazeji z dvojrozmérného normélniho rozdéleni a otestujte,
zda se zméfend pevnost nedestruktivni metodou v primeéru jen ndhodné 1isi od vysledku
zjisténého destruktivné (tj. zda jsou tyto dvé metody zdménné).

Priklad 8.26.

U 30 motort urcitého typu byly zméfeny zkuSebni a provozni vykony v %:

zkuSebni provozni zkuSebni provozni zkuSebni provozni
88.91 89.30 84.12 88.48 76.56 77.34
89.65 91.83 78.95 80.11 85.93 80.87
74.40 66.37 79.97 75.32 77.60 76.17
86.57 87.00 75.66 71.44 83.55 79.31
81.39 77.42 87.04 78.13 82.55 80.00
82.33 81.12 75.47 68.61 81.96 72.39
73.80 61.51 84.95 77.04 86.29 80.07
80.96 80.42 77.95 76.75 85.44 82.50
77.67 70.94 89.71 82.11 88.80 90.37
73.51 68.52 74.18 72.03 89.41 93.64

Predpokladejte, Ze data jsou vyb&rem z dvojrozmérného normalniho rozdéleni. Otes-
tujte, zda miZeme zkuSebni a provozni vykony povaZovat v priiméru za stejné. Vyrobce
tvrdi, Ze provozni vykon mtiZze byt mensi neZ zkugebni vykon, v primeéru vSak nejvyse
o 1%. Otestujte, zda toto tvrzeni miZeme povaZovat za pravdivé.

Priklad 8.27.

V deviti po sobé jdoucich dnech zjistovali dva laboranti obsah dusiku v % v uréitém
plynu:

1. laborant 4 32 | 35 | 43 | 34 | 36 | 48 | 33 | 33

2. laborant 18 | 37 | 38 | 36 | 47 | 48 | 57 | 28 | 42

Predpoklidejte, Ze data jsou vybérem z dvojrozmérného normélniho rozdéleni. Je sta-
tisticky vyznamny rozdil mezi primérnymi vysledky 1. a 2. laboranta?
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Piriklad 8.28.

Otestujte, zda tnorové a bieznové srazkové thrny, méiené v b¥evnovské meteoro-
logické stanici (viz p¥iklad 8.7) jsou kladn& zkorelované. Hladinu vyznamnosti volte
a = 0.05.

Priklad 8.29.
Pti vyrobé asfaltu byl zjistovan bod méknuti ve stupnich Celsia a penetrace v mm
pri 25°C:

bod mé&knuti 46.5 | 48 | 46.5 | 47.5 | 47 | 47.5 | 49 48 | 47.5 | 48.5

penetrace 9.9 | 9.1 ] 9.8 9.4 | 9.8 | 9.6 | 8.4 8.8 9.6 8.7

MizZeme tyto dvé veli¢iny povaZovat za nezavislé? Piedpokladejte, Ze data pochézeji
z dvojrozmérného normaéalniho rozdéleni.

Priklad 8.30.

Na zékladé dat z p¥rikladu 6.4 otestujte, zda je statisticky vyznamnéa zdvislost mezi
vynosy pSenice ozimu a primeérnou zimni teplotou, mezi vynosy pSenice a teplotou bé-
hem vegetacniho obdobi a mezi vynosy psSenice a mnoZstvim sraZek béhem vegetacéniho
obdobi. Piedpokladejte, Ze sdruZené rozdéleni viech zjistovanych velidin je normalni.

Priklad 8.31.

Otestujte, zda data z pfikladu 6.4 vykazuji statisticky vyznamnou zavislost mezi
teplotou v zimnim a letnim obdobi v témZe roce. Cim by takové zévislost mohla byt
piipadné vysvétlena? Pfedpokladejte stejné jako v pfedchozim p¥ikladé normalitu.



9. ANALYZA ROZPTYLU

Resené priklady

Priklad 9.1.

Za ucelem zkoumdni vlivu roéniho obdobi na pevnost bylo zji$téno celkem 30 kry-
chelnych pevnosti betonu uréité t¥idy v MPa (jaro a podzim byly vzhledem k podobnym
teplotnim pomérim slouceny do jedné skupiny).

Ro&ni obdobi: jaro, podzim léto Zima
23.8 23.5 23.2

24.2 23.0 23.5

25.1 24.2 25.2

27.6 25.6 25.8

Zjisténé 26.7 27.0 19.8
pevnosti: 26.0 27.5 20.2
21.8 21.7 26.7

23.6 20.6 20.2

23.0 22.1 21.0

21.5 21.1 20.5

Soulet hodnot: 243.3 236.3 226.1
Soulet &tverci: 5956.19 5636.37 5173.43

Otestujte, mé-li ro¢ni obdobi vliv na pevnost betonu. Pokud ano, uréete vyznamné se
liSici dvojice ro¢nich obdobi.

Regeni:

PouZijeme analyzu rozptylu — jednoduché t¥idéni. Pfedpokladame, Ze pevnosti zjis-
téné na jare a na podzim tvoii ndhodny vybér X i,..., X110 2 normélnfho rozdéleni
o parametrech p + o a o2, letn{ ddaje tvo¥i ndhodny vybér Xz 4, ..., X210 z normal-
niho rozdéleni o parametrech u + s a 02 a koneén& zimni udaje tvoif ndhodny vybér
X3,1,...,X3,10 z normalniho rozd&leni o parametrech p + a3 a 2. Nulova hypotéza
iiké, Ze dany faktor (tj. roéni obdobi) nemd vliv na sledovanou veli¢inu (tj. pevnost).
Alternativou je opacéné tvrzeni. Matematicky zapsdno:

Nulova hypotéza, Hy: a; = 0 pro vSechna ¢ = 1,2, 3.
Alternativa A: Alespon jedno «; je rizné od nuly.

Z vySe uvedenych ti{ nezavislych vybéri spoditame statistiky X; a Zjl.il Xizj pro
1 = 1,2, 3, viz posledni dva fadky v tabulce. Uréime déle celkovy soudet vSech hodnot
jako soucet predposledniho Fadku tabulky: X = 705.7 a soudet vSech druhych mocnin
jako soufet posledniho ¥4dku tabulky: 375 _, Zjl.il X7, = 16765.99.
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V dalsim kroku vypocteme celkovy soudet ¢tvercl St, soudet ¢tverctt mezi Grovnémi
daného faktoru S4 a rezidudlni soudet &tverctt S..

Sr=>Y > (Xij-%.)° ZZ ‘"Xz
=1 j=1 =1 j=1
ks 1 1
Sy = (% —2.) = < _“Xi2.> - =X2,
Se = Zi(xij ~z;)? =57 — Sa.
1=1 5=1

V nasem prikladu je m = 3, ny = ny = n3z = 10, N = 30 a dosazenim do pravych stran
vzorclu dostévame:

St = 16765.99 — & x 705.7% = 165.5737,

Sa = ——><24332 35 % 236.3% + L x 226.1%) — L x 705.7% = 14.9627,

Se = 165.5737 — 14.9627 = 150.611.

Koneéné vypocteme testovou statistiku

Sa/(m—1) _ (N — m) -S4 _ 27 x 14.9627
Se/(N—m) (m—1)-8.  2x150.611
kterd je vyrazné mensi neZ kvantil Fp o5(2,27] = 3.354. (Odpovidajici p-hodnota testu
je 0.278.) Nulovou hypotézu tedy nemtZeme zamitnout.

Pf¥edchozi vypocty se daji shrnout do prehledné tabulky — uvddime nejd¥ive jeji
obecny tvar a potom dosazeni:

F = =1.341,

Zdroj Soulet Pofet stupii ) Testovaci
variability &tverch volnosti Podil statistika
Sa/(m—1
faktor A SA m—1 S’A/(m——l) ——/—(—————l
rezidualni Se N —m Se/(N - m) -
celkovy St N -1 - -
Zdroj Soutet Polet stupiit 3 Testovaci
variability Etverch volnosti Podil statistika
ro&ni obdobi 14.9627 2 7.4813 1.341
rezidudlni 150.611 27 5.5782 -—=
celkovy 165.5737 29 ——— -

Odpovéd: Nepodafilo se prokdzat, Ze by pevnost betonu dané t¥idy zévisela na roénim
obdobi.
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Priklad 9.2.
Byly zkoumany vynosy sena v q/ha v z4vislosti na typu plidy a na zptisobu hnojeni.
Kazd4 kombinace byla realizovana &ty¥ikrat, vynosy byly:

Normdlni ptda, bez hnojeni 28, 32, 30, 30,
normalni pida, p¥irodni hnojivo 37, 36, 39, 36,
normdlni pida, um&lé hnojivo 34, 38, 37, 36,
kyseld pdda, bez hnojeni 31, 27, 30, 29,
kysela pida, pf¥irodni hmnojivo 34, 34, 30, 38,
kysela pida, umélé hnojivo 42, 40, 41, 39.

Testujte, je-li vynos sena vyznamné ovlivnén typem ptdy, zplisobem hnojeni, popfF.
projevuji-li se vyznamné interakce obou faktort.
Reseni:

Je tieba pouzit analyzu rozptylu — dvojné t¥idéni s interakcemi. Vysvétlime prave
na tomto prikladu jednotlivé kroky i teoretické pozadi metody.

Data nejprve uspofddame do prehlednéjsi tabulky, pfidame dalsi dva sloupce a Fadky
pro soucty hodnot a souéty ¢tverci (tyto pomocné hodnoty budeme potiebovat pii
dalSich vypodtech).

Zplsob hnojeni
Typ pidy Bez P¥irodni Umé&lé Souket Soulet
hnojeni hnojivo hnojivo hodnot | &tverct
Normdlni 28, 32, 30, 30 | 37, 36, 39, 36 | 34, 38, 37, 36 413 14355
Kysela 31, 27, 30, 29 | 34, 34, 30, 38 | 42, 40, 41, 39 415 14653
Souget hodnot 237 284 307 828 -—=
Soulet Etverct 7039 10138 11831 - 29008

Dvojné t¥idéni pfedpokladd, Ze mame data roztfidénd pomoci dvou faktorli, z nichZ
prvni m& m turovni a druhy mé ! trovni, do m - [ nezdvislych ndhodnych vybéra
()(111,...,)(11n), (}(121,...,}(12n),..., ()(nﬂl;---ngndn)- (\[ kaZdém tomto Vybéru
se predpoklada stejny pocet pozorovani, rovny n — uvazujeme jen tzv. vyvaZzené dvojné
t¥idéni.) Je-li n = 1, mluvi se o dvojném t¥idéni bez opakovani, chceme-li viak pouiit
dvojné t¥idéni s interakcemi, musime mit n > 1.

V naSem prikladu je prvnim faktorem typ pldy, v experimentu rozliSujeme dvé
urovné — normalni a kyselou pidu. Druhym faktorem je zFejmé zptisob hnojeni majici
tti faktory. Tedy m =2,/ =3 an = 4.

Teoretickym piedpokladem metody je, Ze vSech m-l ndhodnych vybéri pochdzi z nor-
maélniho rozdéleni se stejnym rozptylem, rovnym nezndmému parametru o2 a s obecnd
riznymi stiednimi hodnotami. DileZitou otdzkou pak je, jak tyto stfedni hodnoty zdvisi
na jednotlivych faktorech. Obvykle se zédkladni (nejobecnéjsi) model zapisuje ve tvaru:

Xijk ~ N(p+ i + B + Nij, 02), i=1,....,m, j=1,...,0, k=1,...,n.
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Zde p, oy, B, Aij jsou nezndmé parametry, vyjadiujici pravé vliv jednotlivych faktord
na stfedni hodnotu. Pfitom a4 vyjadiuje vliv prvniho faktoru, §; vliv druhého faktoru
a Ay; vliv interakei (spolupiisobeni) obou faktort. Pokud by nap¥. platilo, %e o; = 0 a
Aij = 0 pro vSechna ¢ a j, znamenalo by to, Ze prvni faktor ani interakce faktort nemaji
vliv na sledovanou veli¢inu.

Testuji se nezavisle na sobé& 3 hypotézy:

e Nulové hypotéza  Ha: o; = 0 pro vechna s =1,...,m.
Alternativa A: Alespon jedno «; je rizné od nuly.
-1
Zamitaci pravidlo: Fy4 = %{—H > Fo[m — 1, N — ml].
e Nulové hypotéza Hp: B; = 0 pro vSechna j =1,...,[.
Alternativa A: Alespon jedno f; je rtizné od nuly.
Sp/(l—-1
Zamitaci pravidlo: Fp = 3,;—7—(%—:—7—&% > Foll =1, N — ml].
e Nulovd hypotéza  Hap: A\jj =0 provSechnai=1,...,m,j=1,...,1L.
Alternativa, A: Alespoii jedno A;; je rizné od nuly.

S m-—1)(1—-1

Zamitaci pravidlo: Fup = 45 é’e[/((N — 73’L(l) ) > Fo[(m —1)(I - 1), N —ml].

Hypotéza H4 tvrdi, Ze prvni faktor (obvykle oznadovany pismenem A, jeho Grovné
tvoli Fadky v tabulce analyzy rozptylu) nemé vliv na sledovanou velié¢inu. V naSem
piikladu jde tedy o hypotézu, Ze vynos sena nenf ovlivnén typem pidy. Alternativou
je opacfné tvrzeni. Analogicky vyznam mé hypotéza Hpg, kterd se vztahuje ke druhému
faktoru (faktoru B tvoficimu sloupce tabulky). V nagem p¥ikladu tato hypotéza tvrdi,
Ze vynos sena neni ovlivnén zpdsobem hnojeni.

Hypotéza H op tvrdi, Ze neni Zadny vliv interakei obou faktord. P¥islusné alternativa
pak k4, Ze se interakce projevuji, tj. v naSem piikladu by to znamenalo, %e nékteré
hnojivo mé specifické u¢inky na ur€ity druh pidy, projevujici se vyznamnym zvysenim
nebo sniZenim vynosu sena.

Pro dosazeni do zamitacich pravidel je tfeba vypocitat statistiky:

St ... celkovy soucet ¢tverci,
S4 ...soulet ¢tverct mezi trovnémi faktoru A,
Sp ... soulet ¢tvercl mezi Grovnémi faktoru B,
Sap ... soucet ¢tvercl odpovidajici interakcim mezi faktory A a B,
Se ... rezidudln{ soudet &tverci.

Statistika S4 nap¥. mé¥i, jak daleko jsou Faddkové priméry od celkového priméru.
Veli¢ina s? = S, /(N —ml) se nazyva rezidudlni rozptyl a je odhadem nezndmého para-
metru o2. Hypotézu H 4 zamitneme, je-li statistika S4 p¥Fili§ velks, t. 1isi-1i se ¥adkové
priméry prili§ od celkového priméru. P¥itom se ovSem musi vzit v Gvahu i vlastn{ na-
hodné kolisani dat, vyjadfené pravé rezidudlnim rozptylem. Podobné vysvétleni maji i
dalsi dva testy.




P 9. Analyza rozptylu

Uvedeme nyni vzorce pro vypocet potfebnych statistik. Prvni z vzorcl na ¥ddku je
vzdy nézornéjsi, druhy se pak pouZivé k praktickému vypoctu.

m | n m | n 1
Sr=> 3> Xip—-2.)2= DD > X2 | - "N'X.z.. ;
i=1 j=1 k=1 i=1 j=1 k=1
& R 1
SA:l nmzl(.’l—?z - I )2:<m;X,? —‘NXz,
l - 2 1 l 2 1 o
Sp=m n;(x.j.—x )4 = mjleJ _NX ,
m n m | n 1 m 1
Se=2_ 0 > Kige=2)* = |3 D > XGi | —=> > X5,
i=1 j=1k=1 =1 j=1 k=1 =1 j=1

m l
SaB = nZZ(@'j. — % —%j+% ) =8r—Sa—Sp—S..

i=1 j=1

Pouzivime podobné oznadeni jako v jednoduchém t¥idéni, zobecnéné o dalsi index.
Tecka na misté urcitého indexu znamend séitani pfes v8echny hodnoty tohoto indexu.
Pruh navic znamené primérovani pfes vSechny hodnoty indexu, na jehoZ misté je tecka.
N oznacuje celkovy pocet vSech dat, tj. N =m -1 n.

Plati tedy napft.:

l n « « . , ¥ ,

Xi. =Y, =1 > k1 Xijk ... soudet vSech hodnot pro i-tou troveii prvniho faktoru,

tj. soucet hodnot pro prvni faddek tabulky,

- m l n ¥ v « o
X =301 521 2 =1 Xijk .. soudet viech hodnot viech soubord,

Z;, = X;./(l-n) ... primér vSech hodnot pro i-tou turoven prvniho faktoru, tj.
primér hodnot pro prvni fadek tabulky,
Z..= X /N ... primér viech hodnot vsech soubord, apod.

Pouzijeme-li sou¢ty hodnot a soucty druhych mocnin, uvedené v tabulce na zadatku
feSeni, snadno vypocteme:

St = 29008 — 5, 828% = 442,
Sa = 35(413% + 415%) — /8282 = 0.1667,
Sp = 57(237% + 284 + 307%) — 1,828 = 318.25.

Pro vypocet rezidudlniho souctu ¢tverct pot¥ebujeme velifiny X;; , coZ jsou soudty
hodnot jednotlivych vybért pro kombinace tirovni jednotlivych faktori. Tyto velidiny
uvadime v nésledujici tabulce:

120 148 145

117 136 162
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Pomoci nich vypodéteme:
Se = 29008 — 1(120% + 148> + - - - + 162%) = 68.5,
Sap = 442 - 0.1667 — 418.25 — 68.5 = 55.0833 .

Opé&t uvedeme tabulku analyzy rozptylu, pfehledn& zachycujici jiZ vypoé&tené veliciny
1 mechanismus dosazovani do zamitacich pravidel pro nase t¥i hypotézy.

Zdroj Soulet Polet stupiit . Testovaci
variability | &tvercd volnosti Podil statistika
Sa Sa/(m—-1
cawsor A | S, m-1 Sa/(m—1)
m—1 S./(N —ml)
Sg Sg/(l—1
faktor B Sp [-1 e ————/—(-——-—)———
I—1 5o/ (N —ml)
interakce Sap (m—-1)(-1) Sap SAB/ [(m — (- 1)]
(m—-1)(-1) Se/(N —ml)
rezidudlni Se N —ml Se/(N — ml) ——-
celkovy St N-1 - -
Zdroj Soulet Polet stupiit i Testovaci
variability | &tverct volnosti Podil statistika
typ pudy 0.1667 1 0.1667 0.044
hnojeni 318.25 2 169.128 41.814
interakce 55.0833 2 27.5417 7.237
rezidudlni 68.5 18 3.8056 -
celkovy 442 23 - -

Hodnotu testovaci statistiky F4 = 0.044 je t¥eba porovnat s kvantilem Fp gs[1, 18] =
= 4.414, hodnoty statistik Fip = 41.814 a Fup = 7.237 se ob& porovnivaji s kvantilem
Fy.05[2,18] = 3.555. Vidime tedy, e typ ptidy rozhodné nem4 vyznamny vliv na vynos,
naopak vliv zplisobu hnojeni je velmi vyznamny. Vliv interakci je také vyznamny, p¥i
porovnani statistiky F4p s kvantilem Fy 1[2, 18] = 6.013 v8ak vidime, %e na 1-procentni
hladiné€ vyznamnosti jiZ interakce vyznamné nejsou.

Odpovéd: Vynos sena neni vyznamné ovlivnén typem piidy, je velmi vyznamné ovliv-
nén zpisobem hnojeni. Interakce typu pidy a zpdsobu hnojeni se projevuji téz vy-
znamne.

Priklad 9.3.
Rozhodnéte na zakladé dat z pfikladu 9.2, které zpisoby hnojeni ptidy se vyznamné
lis1 ve vynosu sena.
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Reseni:

V piikladu 9.2 se prokézal vyznamny vliv faktoru B na vynosy, poloZens otdzka je
tedy pfirozena.

Podle Scheffeho kritéria se vyznamné li§i ty hodnoty parametrt o; a o (tj. vyznamng
se li8{ 4-t4 a ¢-t4 Groveii faktoru A pro takova i a t), pro které plati nerovnost:

| %, — & | > \/MFa[m —1,N —ml].

In(N — ml)

Podobné plati, Ze se vyznamné i3 ty hodnoty parametri Bj a Bs (tj. vyznamné se lisi
J-té a s-t4 droven faktoru B pro takova j a s), pro které plati nerovnost:

!j”j "‘jis.,:> V/;i%%%%%%?é%%jlaxﬂ "‘1’]V.“'7nl}

V naSem prikladu jde o prokazovéani odlisnosti mezi irovnémi faktoru B, pravé strana
posledni nerovnosti je:

2 X 2x68.5
\/m X F0.05[2, 18] =2.6.

Vypocteme-li absolutni hodnoty rozdild mezi sloupcovymi prmeéry vynost sena, do-
staneme pro rozdil mezi Zddnym a pfirodnim hnojivem hodnotu 5.875, pro rozdil mezi
prirodnim a umélym hnojivem hodnotu 2.875 a pro rozdil mezi Z4dnym a umélym hno-
jivem hodnotu 8.75. Vidime tedy, Ze se na 5-ti procentni hlading vyznamnosti viechny
zpusoby hnojeni vyznamné lisi.

Kdybychom zvolili hladinu vyznamnosti o = 0.01, pak by se rozdily mezi sloupco-
vymi priméry porovnavaly se zménénou pravou stranou zamitaciho pravidla 3.383 a
tedy rozdil mezi pfirodnim a umélym hnojivem by se nepodafilo prokazat.

Odpovéd: Na 5-ti procentni hlading vyznamnosti se vyznamné lisi viechny zptsoby
hnojeni, na 1-procentni hlading by se vyznamny rozdil mezi pfirodnim a umélym hno-
jivem nepodafilo prokazat.

Priklad 9.4.

Byl zkouSen novy postup vyroby uréité souéastky. Provéfovaly se étyti rizné zpiisoby
zpracovani a t¥i rizné druhy materidlu. U 12 vyrobki, ndhodn& vybranych vidy pro
jeden postup zpracovani a pro jeden druh materidlu, byly zjistény ukazatele jakosti,
uvedené v nasledujici tabulce:

Zpisob Druh materidlu Soudet Souet

zpracovéani I II TIT hodnot Etvercl

i 6.5 7 5.7 19.2 123.74

ii 6.9 6.3 4.9 18.1 111.31

iii 6.7 6. 4.4 17.5 105.21

iv 6.1 6.7 4.9 17.7 106.11
Soulet hodnot 26.2 26.4 19.9 72.5 ——

SouZet &tvercd 171.96 174 .54 99.87 -—= 446,37
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Rozhodnéte, je-li jakost vyrobkd vyznamné ovlivnéna zpiisobem zpracovéni, popf. dru-
hem pouZitého materialu.
Resent:

Data, ze kterych vychazime, jsou rozt¥idéna pomoci dvou faktort do 4 - 3 skupin,
tentokrat je vSak v kazdé skupiné jen jedno pozorovani. NemtZeme pouZit dvojné t¥idéni
s Interakcemi mimo jiné i proto, Ze pii aplikaci vzorct z p¥ikladu 9.2 bychom dostali
nesmysiné vysledky — nap¥. podet stupiiti volnosti N —ml by byl roven nule, apod. Proto
pouzijeme jednodussi verzi dvojného tiidéni — dvojné t¥idéni bez interakei. (Tato verze
dvojného t¥idéni se miZe pouZit i v pfipads, kdy je n > 1, jsme-li pfedem presvéddéeni,
ze by interakce nemély ptsobit.)

Budeme postupovat struénéji.

Zakladni model se ve dvojném t¥idéni bez interakci zapisuje ve tvaru:

Xijp ~ N(p+ a; + B, 02), i=1,....,m, j=1,...,1, k=1,...,n.

Testuji se nezévisle na sobé 2 hypotézy:

e Nulovd hypotéza  Hga: o; = 0 pro vechna ¢ =1,...,m.
Alternativa A: Alesponi jedno «; je rtizné od nuly.
Sa/(m—1)

Zamitaci pravidlo: Fy4 = >Fym—1,N—-m-—1+1].

Se/(N—-m—1+41)
e Nulova hypotéza  Hp: §; = 0 pro vSechna j =1,...,1.
Alternativa A: Alespon jedno f; je rtizné od nuly.

Zamitaci pravidlo: Fp = 5 /(],5\';31(7[“— 1l)+ 0 > Fuoll-1,N—m—1+1].

Pro dosazeni do zamitacich pravidel se nejprve vypod&itaji statistiky Sz, Sa, Sg
podle naprosto stejnych vzorcd jako v dvojném t¥idéni s interakcemi. Velidina Sap se
nepocitd a rezidualni soudet Gtverct dostaneme jednoduse ze vztahu:

Se =81 —854— 5B.
Pokud je n = 1, Ize samoziejmé vSechny vzorce zjednodusit — t¥eti index je nadby-
tecny.

V naSem prikladu mame:

St = 446.37 — £72.5% = 8.3492,

Sa=$(19.2° +18.1% + 17.5% + 17.7%) — L72.5% = 0.5758,

Sp = 7(26.2% +26.4% + 19.9%) — £72.5% = 6.8317,

e = 8.3492 — 0.5758 — 6.8312 = 0.9417.

Zdroj Soucet Poget stupiit 3 Testovaci
variability &tvercl volnosti Podil statistika
zpisob zpracovani 0.5758 3 0.1919 1.223
druh materidlu 6.8317 2 3.4188 21.765
rezidudlni 0.9417 6 0.1569 -
celkovy 8.3492 11 - -
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Hodnotu testovaci statistiky F4 = 1.223 je t¥eba porovnat s kvantilem Fj g5[3,6] =
= 4.757, hodnotu statistiky Fp = 21.765 s kvantilem Fj ¢5[2, 6] = 5.143.

Odpovéd: Zpisob zpracovani kvalitu vyznamné neovliviiuje, zatimco vliv druhu ma-
teridlu je velmi vyznamny.

Priklad 9.5.
Rozhodnéte na zdkladé dat z piikladu 9.4, které druhy materidlu se vyznamné lisi
ve vysledné jakosti vyrobkd.

Resent:

Postup feSeni se velmi podobé FeSeni prikladu 9.3, odliSnost je vS8ak ve stupnich
volnosti. Podle Scheffeho kritéria se v modelu bez interakei vyznamné 1i§ ty hodnoty
parametr fB; a (s, pro které plati nerovnost:

— — Z(l—'l)Se
z. —1,N—m—1+1]

V naSem piikladu je prava strana posledni nerovnosti:

X F0_05[2, 6} = (0.899.

\/2><2><0.9422
4x1x%x6

Vypodteme-li absolutni hodnoty rozdild mezi sloupcovymi priméry ukazatelt jakosti,
dostaneme:

Z1—Z9=0.05, Z1—T3=1.575, To—1T3=1.625.
Odpovéd: Vyznamné se li§{ prvni druh materidlu od t¥etiho a druhy druh od t¥etiho.
Netesené priklady

Pi#iklad 9.6.
U t¥{ davkovacich automati bylo ndhodné& vybrano a zvaZeno po péti davkach (hmot-
nosti davek jsou uvedeny v gramech):

A 49 52.5 48 53 50.5
B 45 50 47.5 51 43.5
C 55 52.5 54.5 52.5 49.5

Rozhodnéte, zda jednotlivé automaty dévkuji v priuméru stejng, popf. které dvojice
automati se vyznamné lisi.

Priklad 9.7.
Ze t¥i vyroben prefabrikatt bylo ziskdno celkem 20 vysledkt zkouSek krychelné pev-
nosti v MPa:
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A 25.8 27.6 33 26.2 28.7 31.1 == —
28.7 26.9 34.6 37.3 25.1 28.7 —-- —
28.6 37.1 25.1 33.8 37.2 26.4 32.5 29.4

Rozhodnéte, zda primérné pevnosti prefabrikidtd z jednotlivych vyroben miZeme po-
vazovat za stejné. V opacném pripadé oznalte vyznamné se ligici dvojice vyroben.

Priklad 9.8.

Studenty, ktefi konali p¥ijimaci zkouSky na jistou vysokou $kolu, bylo mo#no rozdélit
do ¢tyt skupin podle typu absolvované st¥edni Skoly. Z vysledk® pfFijimaci zkousky,
ohodnocenych u kazdého studenta v rozsahu 0 aZ 20 bodd, byly v kaZdé skupiné zjistény
udaje zpracované v nasledujici tabulce:

Typ S5 Polet studentld Soulet hodnot Soulet &tverch
praZské gymndzium 108 1192 14121
jiné gymndzium 212 2120 23144
praZska SPS 198 1544 13424
jin& SP§ 214 1608 13994

Rozhodnéte, je-li vysledek u pfijimaci zkousky zévisly na absolvované stfedni gkole.
Pokud ano, oznaéte vyznamné se liSici typy Skol.

Priklad 9.9.

Béhem jednoho pracovniho dne byly u 3 smén a u 5 stroji zjistovany po&ty zmetki:

Stroj
Sména A B C D E
. 11 14 9 21
2. 7 9 15 11 18
12 7 19

Rozhodnéte, zda je pocet zmetkd vyznamné ovlivnén sménou ¢ druhem stroje.

Priklad 9.10.

Ve dvou srovnatelnych oblastech byl sledovan prodej dvojim zplisobem baleného
zboZi ve tfech stejné dlouhych &asovych obdobich, lisicich se zptsobem reklamy. Vy-
sledky jsou trzby za prodané zboZi v tisicich dolari.
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Zpiisob Druh reklamy

baleni Z4dna v tisku v tisku i v TV
v sadku 1.1, 2.0 1.2, 0.7 6.9, 3.6

v krabilce 3.5, 3.8 4.5, 2.9 11.7, 5.4

Rozhodnéte, zda zpilisob baleni, druh reklamy, popf. jejich interakce vyznamné ovliviiuji
prodej.

Priklad 9.11.

Byla zkouména pevnost v ohybu Zelezobetonovych dilct. K dispozici je celkem
30 zmérenych pevnosti zkuSebnich diled v MPa, rozlifenych podle betonérky, dodé-
vajici beton pro jejich vyrobu, do 2 skupin a podle vyrobny do 3 skupin.

Cislo vjrobny

Betonarka I IT ITI

17 21 19 15 23 18 20 24 22 19 22 17 23 21 25
B 17 22 18 23 20 19 25 24 22 19 25 19 28 24 23

Rozhodnéte, zda betonarka, pop¥. vyrobna vyznamng ovliviiuji pevnost.

Priklad 9.12.

T¥i modifikace urcitého typu vozu stejné znacky jsou soudasné vyrabény ve dvou
tovarnach. U celkem 18 ndhodné vybranych vozl byly zjistény vykonové charakteristiky.
V prvni tabulce jsou tidaje z prvni tovarny, ve druhé pak z druhé tovarny:

Modifikace 1 2 3 1 2 3 1 2 3
vikon 33.3 34.5 37.4 33.4 34.8 36.8 32.9 33.8 37.6

Modifikace 1 2 3 1 2 3 1 2 3
vikon 32.6 33.4 36.6 32.5 33.7 37 33 33.9 36.7

Rozhodnéte, zda se vykon vozu li§i vyznamné v z4vislosti na tovarng, modifikaci typu,
popr. zda se projevuji vyznamné interakce obou faktord.
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Re$ené piiklady

Priklad 10.1.

Nesymetricnost tvaru kostky ¢i jeji nevyvaZenost miiZe zptisobit, %e hra s touto kost-
kou nenf spravedlivd, to znamend, Ze se pravdépodobnosti padnuti jednotlivych stran
1isi. Spravedlivost byla studovana nésledujicim zptsobem. Kostkou se opakovang hizelo
a zaznamcndval se pocet jednicek, dvojek, ..., Sestek. Vysledky hodd jsou uvedeny
v néasledujici tabulce.

polet olek 1 2 3 4 5 6

Cetnost vyskytu 979 1002 1015 980 1040 984

Je moZné prokézat na zdklad& provedenych hodd, Ze hra s touto kostkou je nespraved-
liva?

Regeni:
Pocet hodl kostkou n = 6000. Pokud je kostka spravedlivd, mélo by kazdé z &isel
1, ..., 6 padat s pravdépodobnosti p; = 1/6, ¢ = 1,...,6. Otestujme pomoci testu x?
dobré shody, zda se empirické Cetnosti n;, ¢ = 1,...,6, statisticky vyznamné lisf od
teoretickych Cetnosti np;, 1 =1,...,6.
polet o&ek 1 2 3 4 5 6
n; 979 1002 1015 980 1040 984
np; 1000 1000 1000 1000 1000 1000
—p)?
@%.’—’i 0.441 0.004 0.225 0.400 1.600 0.256

Testova statistika 3°_, Qf‘-"—;gfpi)j = 2.926. Horni 5% kvantil x? rozdéleni o 5 stupnich

volnosti je roven 11.0705.

Odpovéd: Vzhledem k tomu, Ze testova statistika neni vét3i neZ 5 % kritick4 hodnota,
tj. shora uvedeny 5 % horni kvantil x? rozdéleni, nulovou hypotézu o vyvaZenosti kostky
nezamitdme. Pro zajimavost uvedme je$t& p—hodnotu testu, kterad je rovna 0.7114.
Velmi vysokd p—hodnota pfi pomérné velkém podtu hodd nds jesté vice presvédéuje
o tom, Ze kostka midZe byt povaZovéana za spravedlivou.

Priklad 10.2.

V lékaiské literature se uvadi, Ze v Evropé mé 42% obyvatelstva krevni skupinu A,
10% skupinu B, 4% skupinu AB a 44% skupinu 0. V jedné transfazni stanici zjistili, %e
béhem urcitého obdobi bylo mezi 350 dobrovolnymi dérci 140 darci s krevni skupinou A,
41 se skupinou B, 10 se skupinou AB a 159 se skupinou 0. Je mezi t&mito pocty
a evropskymi tdaji statisticky vyznamny rozdil?
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Regeni:

Otestujme testem x? dobré shody, zda si odpovidaji teoretické detnosti npi, 1 =
=1,...,4, spoCtené z pravdépodobnosti p;, ¢ = 1,... 4, uvdd&nych v léka¥ské literatufe,
a Cetnosti ng, ¢ = 1,...,4, zjiSténé transfizni stanici.

n; 140 41 10 159
np; 147 35 14 154
- )2

@—’-Té;fpil- 0.333 1.029 1.143 0.162

Testova statistika > (—”%ip")z nabyva hodnoty 2.6671. JestliZe testujeme na hlading
vyznamnosti o = 0.05, pak je t¥eba hodnotu 2.6671 srovnat s 5% hornim kvantilem
x?-rozd&leni o 3 stupnich volnosti, ktery se rovna x2 45[3] = 7.8147.

Odpovéd: Vzhledem k tomu, %e testovd statistika nepiekroéila kritickou hodnotu
7.8147, ned4 se Fici, Ze by mezi podty zjisténymi transfizni stanici a Gdaji uvddénymi
v lékaiské literatufe byl statisticky vyznamny rozdil. Naopak, p—hodnota shora uvede-
ného x? testu dobré shody je rovna 0.4458, co naznacuje pomérné dobrou shodu.

Priklad 10.3.

Kvalitni generdtor ndhodnych &isel mé generovat ¢isla, kters mohou byt povaZovina
za realizace nezdvislych stejné rozdélenych ndhodnych velidin, které maji pozadované
rozdéleni. Abychom provérili kvalitu generdtoru ndhodnych &isel ze standardniho nor-
mélniho rozdéleni, vygenerovali jsme jim 1000 &isel. Interval (—2.5, 2.5) jsme rozdélili na
intervaly o délce 0.5 a vygenerovana €isla jsme do nich zafadili. Kromé toho byla 4 vy-
generovand ¢isla mensi nez -2.5 a 5 vygenerovanych &isel bylo vétsich ne? 2.5. Cetnosti
jednotlivych intervall byly nésledujici:

(—00,-2.5) {(-2.5,-2.0) [(-2.0,-1.5) | (-1.5,-1.0) | (-1.0,~0.5) | (-0.5,0.0)

4 18 30 93 156 210

(0.0,0.5) (0.5,1.0) (1.0,1.5) (1.5,2.0) (2.0,2.5) (2.5,00)

165 164 103 44 8 5

Otestujte testem x? dobré shody, zda &isla mohou byt povazovéana za vybér ze stan-
dardniho normalniho rozdéleni.

Regeni:

Tabulka udévd pro jednotlivé intervaly (a;_1,a;) skuteéné Eetnosti n;, teoretické
¢etnosti np; = 1000 (®(a;) — ®(a;—1)) a vyrazy (n; — np;)?/np;, které mé¥ shodu mezi
skutecnymi a teoretickymi ¢etnostmi.
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interval n; np; (nz - npz-)2/npz-
(-00,-2.5) 4 6.2 0.7862
(-2.5,-2.0) 18 16.5 0.1288
(-2.0,-1.5) 30 44.1 4.4851
(-1.5,-1.0) 93 91.8 0.0145
(-1.0,-0.5) 156 149.9 0.2498
(-0.5,0.0) 210 191.5 1.7945
(0.0,0.5) 165 191.5 3.6578
(0.5,1.0) 164 149.9 1.3300
(1.0,1.5) 103 91.8 1.3542
(1.5,2.0) 44 44.1 0.0001
(2.0,2.5) 8 16.5 4.4097
(2.5,00) 5 6.2 0.2356

Statistika x2 = 18.45 a je mens{ ne% 5% horni kvantil x? rozdéleni o 11 stupnich
volnosti, ktery se rovnd 19.68.

Odpovéd: Testem x? dobré shody se neprokézalo, Ze by generdtor nadhodnych &isel
ze standardniho normélniho rozdélenf pracoval $patné.

Priklad 10.4.
Zkousky Zivotnosti 7 provedené u 200 Zarovek daly nésledujici vysledky:

T (hod.) 0-300 301-600 601-900 901-1200 | 1201-1500 | 1501-1800

n; 53 41 30 22 16 12

T (hod.) 1801-2100 | 2101-2400 | 2401-2700 | 2701-3000 | 3001-3300 | 3301-vice

ng 9 7 5 3 2 0

Pomoci testu x? dobré shody ovétte, zda je exponencidlni rozdélenf vhodnym modelem
pro rozdéleni doby Zivotnosti Zarovky.
ReSent:

Exponencidlni rozdéleni je rozdéleni s hustotou

f(a;-a):{ 5e7°/% proz>0;
’ 0, pro x < 0.

Pravdépodobnost, Ze se ndhodnd veli¢ina X, kters se ¥idi exponencidlnim rozdslenim
s parametrem 4, realizuje uvnitf intervalu (a,b), je ddna:
°1
P(X € (a,b) = / 5 e~/ dy = e~/ — ¢=b/9,

a
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kde &; oznacuje t¥idni znak (prost¥edni hodnotu daného intervalu), n; detnost i-té t¥idy
a n pocet pozorovani.

Nésledujici tabulka udévé skuteéné a teoretické Getnosti pro jednotlivé t¥idy a shodu
mezi nimi. V8imnéte si, Ze dvé a dvé posledni t¥idy byly spojeny tak, aby teoretické
cetnosti vSech trid byly vétsi neZ 5.

T 0-300 300-600 | 600-900 | 900-1200 | 1200-1500
7 53 41 30 22 16
np; 58.2474 | 41.2836 | 29.2603 | 20.7386 14.6988
e 2
@igg,’i)— 0.4727 0.0019 0.0187 0.0767 0.1152
T 1500-1800 | 1800-2100 | 2100-2400 | 2400-3000 | 3000-vice
N 12 9 7 8 2
np; 10.4179 7.3838 5.2334 6.3382 6.3979
L 2
Q—’—’n—;‘_ﬂ’-)— 0.2403 0.3537 0.5963 0.4357 3.0231

N2
Testova statistika > m”;——%”—”— = 5.3345, coZ je mnohem mensi hodnota nez 5% horn{

kvantil x? rozdéleni o 8 stupnich volnosti xZ 45[8] = 15.5073. Pocet stupiid volnosti je
roven 8, nebot jsme pozorovani rozdélili do 10 t¥id a odhadovali jsme jeden parametr.

Odpovéd: Tvrzeni, Ze Zivotnost Zarovek mé exponencialni rozdéleni, nemdiZeme za-
mitnout. Naopak vezmeme-li do ivahy vysokou p—hodnotu rovnajici se 0.7213, zd4 se,
ze exponencidlni rozdéleni je dobrym modelem pro namérend data.

Priklad 10.5.

Je zndmo, Ze pravdépodobnost narozeni chlapce je 0.515, zatimco narozeni divky je
0.485. Tvrdiva se, Ze pohlavi déti v rodiné se dvéma détmi jsou nezavisld. To znamen4,
ze pravdépodobnost, Ze druhé dité bude hol&icka (resp. kluk), je rovna 0.485 (resp.
0.515) nezavisle na tom, jakého pohlavi je prvng narozené dit&. V ramci demografického
prizkumu bylo zjistovadno pohlavi déti 100000 matek. Do vybéru byly zafazeny jen
zeny, které dvakrat rodily, a to pii kaZdém porodu pouze jedno dit&. Vysledky byly
nésledujici:

2 chlapci 2 divky rizné pohlavi

27 130 23820 49 050

Otestujte, zda lze pohlavi déti v roding se dvéma détmi povaZovat za nezivisla.
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ReSent:

Pokud jsou pohlavi nezédvisla, pak pravdspodobnost narozeni dvou chlapct je rovna
0.515 x 0.515 = 0.265225, pravdépodobnost narozeni dvou divek 0.485 x 0.485 =
= 0.235225 a pravdépodobnost narozeni paretku 2 x 0.515 x 0.485 = 0.49955. Dale
pouZijme test x? dobré shody. Skutetné Eetnosti a teoretické etnosti jsou uvedeny
v néasledujici tabulce:

2 chlapci 2 divky rizné pohlavi
skutetné Cetnosti 27130 23820 49 050
teoretické Cetnosti 26522.5 23522.5 49 955

Testovd statistika je rovna 34.073, coZ je mnohem vétsi hodnota ne? 5% horni kvantil
x2-rozdéleni o 2 stupnich volnosti, ktery se rovnd 5.921.

Odpovéd: Hypotézu, kterd tvrdi, Ze pohlavi dét{ v rodiné je nezavislé, zamitdme na
5% hlading vyznamnosti. Velmi mald p—hodnota, rovna 4 - 10~8 , nds velmi vyrazné
presvédcuje o tom, Ze nulovd hypotéza neplati.

Neresené priklady

Priklad 10.6.

Ke zjisténi, zda jsou vSechny t¥i dopravni pruhy délnice stejné vytiZeny, bylo pro-
vedeno s¢itdni poctu vozidel, kterd projela za uritou dobu v jednotlivych pruzich.
Vysledky jsou ddny v nésledujici tabulce:

levy stfedni pravy

357 294 321

Jak byste pomoci testu x? zhodnotili zjisténé tdaje?

Priklad 10.7.

V nésledujici tabulce jsou uvedeny poéty Zivé narozenych déti v Ceskoslovensku v jed-
notlivych mésicich roku 1957. Otestujte, zda se déti rodily béhem roku rovnomérné nebo
zda byly v poctech narozenych déti b&hem roku nendhodné vykyvy. (Poznamenejme,
ze rok 1957 byl nepfestupny.)

mésic I II III IV A VI
polet déti 21182 19960 | 22787 | 22805 | 23120 | 21859
mésic VII VIII IX X XI XII
polet dé&ti 21367 | 20357 | 20946 | 20037 | 18728 19592
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Priklad 10.8.

Mendelova teorie dédi¢nosti tvrdi, Ze Cetnosti kulatych a Zlutych, hranatych a Zlu-
tych, kulatych a zelenych a hranatych a zelenych hragkd pii kiiZen{ dvou druhd hrachu
by mély byt v poméru:

9 . 3 : 3 : 1.

Pt ovéfovani své teorie Mendel ziskal Eetnosti: 315,101, 108, 32. Je moZné na zéklads
téchto dat zamitnout pomoci testu x? Mendelovu teorii?

Priklad 10.9.

Za celem zkoumani pevnosti Zelezobetonu byly do zdmési betonu pFimichany ocelové
ty€inky délky 3 cm. Z této zamési byla po promichani vyrobena zkusebni krychle o hrang
40 cm. Mdme k dispozici rentgenové snimky této krychle zepfedu a z boku. MtZeme na
zékladé téchto snimkd soudit, Ze tyCinky byly v zdmési rovnomérné rozmichiny?
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Navod: Krychli je moZné rozdélit vhodnymi mySlenymi fezy a pouZit test dobré shody.
Je viak tfeba si uvédomit, Ze rozdélime-li nap¥. levy snimek na mensi ¢tverce a porov-
name empirické a teoretické etnosti v t&chto &tvercich, dostaneme informaci o tom, zda
jsou tycinky rovnomeérné rozmistény pravé a jen z tohoto pohledu, tj. zepredu. Totéy
plati o testu dobré shody, provedenému pouze na zékladg pravého snimku. Nejspravn&jsi
(ale pomérné pracné) je provést prostorové déleni nap¥. na mensi krychle, na zéklads
porovnani obou snimki zafadit jednotlivé ty€inky do téchto krychli a opét porovnat
empirické a teoretické Cetnosti.

Priklad 10.10.

Stielec vypalil z pistole do 100 teréd po deseti vystielech. Byl registrovan podet
zasahll v kazdém terci. Vysledky jsou uvedeny v nédsledujici tabulce:
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poCet zésaht |0 |1 |2 3 4 |5 6 7 8 {9 |10

Cetnost 0 |2 (4 |10 (222618 |12 |4 |2 0

Ovéite pomoci testu x? na hlading vyznamnosti o = 0.05, zda vysledky stfelby odpo-
vidaji binomickému rozdéleni.

Priklad 10.11.

V prikladé 7.8 je ddno skupinové rozdéleni Getnosti podtu vyzarenych a-&astic. Ovéite
pomoci testu x? dobré shody, zda se podet a-&astic vyzaFenych béhem 7.5 sekundového
intervalu opravdu Fidi Poissonovym rozdélenim.

Priklad 10.12.

MiZeme pocty vozidel éekajicich na zelenou v pitkladu 6.6 povaZovat za vybér z Po-
issonova rozdéleni? Ovéite pomoci testu 2 dobré shody.

Priklad 10.13.

Abychom ovéFili, zda generdtor ndhodnych ¢&isel z rovnomé&rného rozdéleni na inter-
valu (0,1) opravdu generuje vybér z pozadovaného rozdéleni, vygenerovali jsme 1000
ndhodnych ¢isel. Interval (0,1) jsme rozdélili na 10 podintervali o délce 0.1 a vygene-
rovand Cisla jsme do nich zaFadili. Tabulka uddvé skupinové rozdéleni &etnosti:

(0,0.1) 1(0.1,0.2)(0.2,0.3){(0.3,0.4)|(0.4,0.5)

99 91 92 97 99

(0.5,0.6)|(0.6,0.7){(0.7,0.8)/(0.8,0.9)| (0.9,1)

108 103 102 110 99

Zjistéte, zda je moZné na zdkladé vygenerovanych nahodnych &isel pomoci testu x?
dobré shody prokazat Spatnou kvalitu generitoru.

Priklad 10.14.

Ovérte, zda predpoklad o normélnim rozdéleni obsahu latky v zeminé pro data z pii-
kladu 7.11 byl oprdvnény. PouZijte op&t x? test dobré shody.

Priiklad 10.15.

V meteorologické stanici v Chebu byla v letech 1971 aZ 1980 zji§fovana maximalni
mésiéni rychlost vétru v m/s. Z téchto n = 120 tdaji byla sestavena tabulka skupino-
vého rozdéleni Cetnosti:
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interval | (10.5-12.5) | (12.5-14.5) | (14.5-16.5) | (16.5-18.5) | (18.5-20.5)
Cetnost 5 14 23 20 16

(20.5-22.5) | (22.5-24.5) | (24.5-26.5) | (26.5-28.5) | (28.5-30.5) | (30.5-32.5)
13 11 7 6 3 2

Rozhodnéte pomoci testu x? dobré shody, zda tato data mohou byt povaZovéna za
vybér z dvouparametrického logaritmicko-normélniho rozdéleni.

Priklad 10.16.

PouZijte data z p¥ikladu 6.10 a pomoci testu x? dobré shody rozhodnéte, zda pro
modelovan{ ro¢nich primérnych pratokt LuZnice v Bechyni je lepsi normélni nebo
dvouparametrické logaritmicko-norméln{ rozdéleni.

Priklad 10.17.

Priklad 12.1 uddva pramérné roéni teploty méfené v Klementinu od roku 1807 do
roku 1992. Otestujte testem y? dobré shody, zda teploty v letech 1900—1992 mohou
byt povaZovany za vybér z normalniho rozdéleni. Zvolte mezi teplotou 7.3°C a 12.3°C
nejprve deset a poté dvacet t¥id. T¥idy pospojujte tak, aby teoreticka Getnost ka?dé
tfidy byla alespon pé&t.

Priklad 10.18.

Tramvaj jezdi po draze délky L. Pfi dopravnim priizkumu byla zjistovana vzdale-
nost d mezi mistem, v ném? cestujici nastoupi do tramvaje, od mista vyjezdu tramvaje,
vztazend k délce trasy L, tj. veli¢ina X = d/L. Bylo zjist&no, Ze 114 cestujicich nastou-
pilo dfive ne? v 1/4 trasy, 205 cestujich mezi 1/4 a 1/2 trasy, 115 cestujich mezi 1/2
a 3/4 trasy a 23 cestujich nastoupilo a% za 3/4 trasy. Rozdéleni velidiny X se obvykle
modeluje rozdélenim s hustotou

(c+1D)(c+2)z(1 — )¢,
0,

pro0 <z <1,
jinde.

f(z;¢) ={

Vyberte mezi rozdélenimi s hustotami f(z;1.75), f(z;2), f(z;2.25), f(z;2.5) rozdéleni,
které nejlépe odpovida ziskanym datiim. Jako kritérium pouZijte testovou statistiku, na
které je zaloZen test x? dobré shody.
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Regené priklady

Priklad 11.1.

V letech 1931 - 1961 byly mé¥eny priitoky v profilu nidrie Sance na Ostravici a
v profilu nddrze Moravka na Mordvce. Roéni priaméry v m3/s jsou dény v nasledujici
tabulce:

rok Sance Moravka rok Sance Moravka
1931 4,130 2.476 1946 2.608 1.374
1932 2.386 1.352 1947 2.045 1.194
1933 2.576 1.238 1948 3.543 1.799
1934 2.466 1.725 1949 4,055 2.402
1935 3.576 1.820 1950 2.224 1.019
1936 2.822 1.913 1951 2.740 1.5562
1937 3.863 2.354 1952 3.792 1.929
1938 3.706 2.268 1953 3.087 1.488
1939 3.710 2.534 1954 1.677 0.803
1940 4,049 2.308 1955 3.802 1.878
1941 4.466 2.517 1956 2.862 1.241
1942 2.584 1.726 1957 2.509 1.165
1943 2.318 1.631 1958 3.656 1.872
1944 3.721 2.028 1959 2,447 1.381
1945 3.290 2.423 1960 2.717 1.679

Spoctéte vybérovy korelaéni koeficient. Pfedpokladejte, %e v jednom z nésledujicich let
chybi hodnota primérného roéniho pritoku pro niddr? Morévka. V tomto roce &inil
primérny ro¢ni pritok v profilu nadr¥e Sance na Ostravici 2.910 m3 /s. Jak bychom na
zéklad€ linedrni regrese odhadli hodnotu primérného roéniho priitoku v profilu nadr¥e
Moravka?
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ReSent:

Vybérovy korela¢ni koeficient r = 0.871749 je pomérnd dost blizko hodnoté 1, coZ
umoziuje za pomoci linedrni regrese odhadnout chybé&jici hodnotu. Metodou nejmensgich
¢tvercli odhadneme posunut{ ¢ a smé&rnici b v linearni regresi. Odhad @ = —0.035006 a
odhad b = 0.579481. Optiméalni pfimka vyjadfujici vztah mezi pritoky v profilu nadr¥e
Morévka a pritoky v profilu nadrie Sance je nésledujict:

y = —0.035006 + 0.579481 - z.

Dosadime-li nyni z = 2.91, ziskdme hodnotu y = 1.651.

Odpovéd: Na ziklads znalosti pritokd v profilu niddrie Moravka a Sance v letech
1931-1960, je moZné odhadnout pramérny roéni pritok v profilu nddrze Moravka v roce,
kdy pritok v profilu Sance &inil 2.91 m®/s, hodnotou 1.651 m3/s .

Priklad 11.2.
V idedlnich podminkdch zvySuje automobil rychlost v zavislosti na ase ¢ podle

vztahu
v(t) = co + c1t?.

Plsobenim nerovnosti terénu a jinymi ndhodnymi vlivy je naméfend rychlost v, v Gase

t rovna:
Vg = ’U(t) -+ €y,

kde {e;} jsou ndhodné chyby, o kterych budeme p¥edpokladat, 7e jsou nezavislé stejns
rozdélené s N(0,0?) rozd&lenim. V pilsekundovych intervalech byly méfeny rychlosti
v km/hod zrychlujiciho se automobilu. Vysledky méFeni jsou shrnuty v nésledujici
tabulce:

t 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Vt 59.4048 | 62.6056 | 64.2801 | 68.4284 | 74.1422 | 80.8535 | 96.4670

Odhadnéte bodové a intervalové, na kolik vzroste rychlost za nasledujici 1 sekundu,
pokud automobil bude zrychlovat i nadale stejnym zptisobem.

Resent:

Rychlost auta roste linedrné v zévislosti na nové proménné z, ktera se rovni namé-
fenému €asu umocnénému na druhou, tj. z = ¢2. Uvazime-li jesté ndhodné chyby, pak
plati

v; =c¢Cotcrzyt+e, 1=1,...,7.

Hodnoty {z;, i=1,...,7} a{v;,i=1,...,7} jsou uvedeny v tabulce:

x; 0 0.256 1 2.25 4 6.25 9

Uy | 59.4048 | 62.6056 | 64.2801 | 68.4284 | 74.1422 | 80.8535 | 96.4670
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Jedn4 se tedy vlastné o linedrni regresi s normélnimi chybami, kde ¢g a ¢; 1ze odhadnout
metodou nejmensich étverci:

M = 3.79357,

T S @i-a)?
Co=17 — 17 = 59.9825.

Pro bodovy odhad rychlosti v ¢ase ¢t = 4, tj. = 16, plati

—

v(4) = 59.9825 + 3.79357 x 16 = 120.68.

é\bychom nasli predikéni interval, je tfeba odhadnout rozptyl ndhodnych chyb o2. Plati
o? = RSS/(n—2), kde residudlni soulet &tverci RSS = (1—d) S (v; —9)? = 17.975389
(d =72 je koeficient determinace a 7 je korelaéni koeficient). Odtud & = 1.89607. Dile
spoctéme vyraz

1 (z—7%)? \/ 1 (16 — 3.25)2
T+ =+ e =41+ = + "2 = (/3524725 = 1.877425.
\/ et S @2 7t T es0s S

100 (1 — &) % predikéni interval mé tvar:
(120.68 — 1.877425 x 1.89607 ta/2[5], 120.68 + 1.877425 x 1.89607 ta/2[5])-

Odtud naptiklad 90 % predikéni interval se rovna (113.51, 127.85), nebot tg.05[5] =
= 2.015.

Odpovéd: Bude-li automobil zrychlovat i nadale stejnym zpsobem, odhadujeme, Ze
za nésledujici sekundu vzroste jeho rychlost na 120.68 km/hod. S 90% spolehlivosti se
jeho skutecnd rychlost bude pohybovat mezi 113.51 km/hod a 127.85 km/hod.

Priklad 11.3.

Ve dvou blizkych meteorologickych stanicich A a B byla mé¥ena kaZdodenné teplota
vzduchu. V jednom dni doslo ve stanici A k vypadku mé¥eni, a tudiZ bylo tieba doplnit
casovou fadu dennich teplot pomoci namé¥ené hodnoty ze stanice B na zaklad& metody
linedrni regrese. K pouziti linedrni regrese opraviiovalo zjisténi, Ze vybé&rovy koreladni
koeficient r mezi fadami méFeni ve stanici A a stanici B byl roven 0.9274. O naméfenych
udajich se d4 predpoklddat, Ze se ¥idi pFiblizné normélnim rozdélenim. Po uréité dobé
zjistili ve stanici B, Ze po celou dobu maél jejich méFici p¥istroj systematickou chybu,
diky které me&Fil stale o 0.8°C vice ne? byly spravné hodnoty. Rozhodli se tedy sniZit
pluvodné naméfend data o tuto hodnotu.

a) Je tfeba prepocitat doplnénou hodnotu ve stanici A 7

b) Zméni se pivodnd spoditany vybérovy korelaéni koeficient r?

Matematicky zdivodnéte.

Regeni:

Pouzitim metody nejmensich ¢tverct je moZno odhadnout koeficienty a a b v linedrni
regresi mezi naméfenymi hodnotami ve stanici B, tj. hodnotami {X;,7 = 1,...,n}, a
odpovidajicimi hodnotami naméfenymi ve stanici 4, tj. {Y¥;,i=1,...,n}:

Yi=a+bX;
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j o LK~ XY

(X = X)2

Oznacme indexem (N) nové hodnoty a indexem (ST) staré hodnoty. Zmengime-li

namérfené hodnoty {X;} o 0.8, zmens{ se i aritmeticky primér o tuté? hodnotu, tj.

XM = XGT) — 0.8, Odtud vyplyva, %e odhad b zfistane stejny. Pro stary odhad
koeficientu a plati

a=Y —bX.

a(ST) =Y — I;X(ST)

a pro novy plati

a™) 27— X,
Odtud zfejmé

™ = a7 1 ho.8.
Pro doplnénou hodnotu f’igN) pfi pouZiti novych dat plati

VAV =a® 45 x M = 46D 1508+ 5 (X5 — 0.8) = a6 + h x5 = ),

kde f’igST) Jje doplnénd hodnota p¥i pouZiti ptivodnich dat. Znamen4 to, %e doplnénou
plvodni hodnotu neni t¥eba ménit.
Vybérovy koreladni koeficient r je definovan vztahem:

L SEG-R%-Y)
VE(Xi - X)2/ (Y - Y)?
Vzhledem k tomu, Ze se rozdily {(X; — X),i = 1,...,n} posunutim nezmsni, zistane
také koreladni koeficient stejny.

Odpovéd: Doplnénou hodnotu neni tfeba prepoditdvat a také vybérovy koreladni
koeficient se nezméni.

Priklad 11.4.

Ve dvou Svycarskych meteorologickych stanicich Séntis a Giitsch jsou méfeny (kroms
jinych meteorologickych veli€¢in) téz vysky atmosferického tlaku v hPa. Obrazek zna-
zorhuje primeérné mésiéni hodnoty b&hem 10 let.
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Necht veli¢iny {Y;, 7 = 1,...,120} oznaduji primérné mésiéni hodnoty namé¥ené
ve stanici Séntis a veliiny {X;, ¢ = 1,...,120} oznacuji primérné mési¢ni hodnoty
nameérené ve stanici Giitsch. Pfedpoklddejme, Ze ndhodné veli¢iny {Y;, i =1,...,120}
za podminky, Zze {X; = z;}, jsou nezdvislé normalné rozdélené se stfedni hodnotou
{a+b- 2} astejnym rozptylem o2. Metodou nejmensich &tvercit byly odhadnuty pa-
rametry a a b:

&= —72.5939, b=1.06693.

Dale byla odhadnuta smérodatné odchylka 6 = \/RSS/(n — 2) = 0.536346, kde RSS
oznacuje residudlni soucet Etverct, a spodteny odhady smérodatnych odchylek odhadd

parametri a a b:
sa = 6.96833, s; = 0.00905526.

Otestujte nulovou hypotézu Hy : b =1 proti alternativé A: b # 1.

ReSeni:

Poznamenejme, Ze nulové hypotéza Hy znamen4, %e se v meteorologické stanici Giit-
sch méfi (aZ na ndhodné chyby méfeni) tatdZ velicina jako ve stanici Sintis pouze
posunutd diky rizné nadmorské vySce obou stanic.

Pfedpoklad o podminéném normélnim rozdéleni umoZiiuje pouZiti t—testu, viz po-
zndmka v ¢lanku 30, Jaruskova (1996). Zamitaci pravidlo mé pro na$i tlohu tvar:

b—1
I——-—I > ta/z[n - 2],

Sp
kde « je zvolend hladina vyznamnosti. Zvolime-li o = 0.05, pak horni kvantil t—rozdé-
leni ¢, /5[n—2] je roven pfiblizng 1.98. Levd strana zamitaciho pravidla je rovna piibliZng
7.391.
Odpovéd: Nulovou hypotézu, kterd tvrdi, Ze se Casové fady roénich primérnych tlakt

naméfenych ve stanicich Séntis a Giitsch po odstranéni ndhodnych chyb méreni lisi
pouze tim, Ze jsou vii sobé posunuty o konstantu, zamitame.

Priklad 11.5.
Pfi hodnoceni zkouSek na tnavu lze popsat zdvislost poétu kmitd V do lomu na
napéti & rovnici

V =dexp(Bz)U,

kde U je ndhodné chyba, o které se pfedpokladd, Ze méd dvouparametrické logaritmicko-
normalni rozd&leni LN (1, 0?), kde p = 0. Nésledujici tabulka udéva napéti {z;} v MPa
a pocet kmitd {v;} proi=1,...,16:

x; 560 560 560 560 580 580 580 580

v - 1073 | 2845 | 3322 | 9411 | 14713 | 2597 | 4429 | 5523 | 6368

Z; 600 600 600 600 650 650 650 650

v; - 1073 | 54 | 1227 | 3446 3684 | 348 | 530 | 728 780




Najdéte 95% interval spolehlivosti pro hodnotu &€ = & exp(8 x) pfi napéti z = 630 MPa.

Resent:
Zlogaritmovanim predchoziho vztahu ziskdme vztah mezi logaritmem pod&tu kmitt
do lomu Y = InV a napétim z v MPa:

Y=a+ Pz +e,

kde @ = Ind a e = InU je ndhodné veliina normalné rozdélend s nulovou stfedni
hodnotou a rozptylem rovnym o2. Vzhledem k tomu, %e zkougky byly provadény na

riznych vzorcich, je moZné predpokladat, Ze chyby {e; = InU;,% — 1,...,16} jsou ne-
z4vislé ndhodné veliéiny.
Metodou nejmensich ¢tverct odhadneme koeficienty o a 3, pficem? 8 = —0.027294 a

& = 30.945998. Déle odhadneme rozptyl o2 = RSS/14 = 0.407204 a hodnotu logaritmu
stfedniho poctu kmit do lomu p¥i napéti z = 630:

Y (630) = & + 3 - 630 = 13.750564.

95% interval spolehlivosti pro logaritmus po&tu kmitt do lomu p¥i napét{ z = 630 MPa:

Y (630) F to.025n — 2] & _}i + “2%2:—_@‘;)—2

Dosazenim ziskdme interval (13.273,14.228). Odlogaritmovanim mez{ tohoto intervalu
dostaneme 95% interval spolehlivosti pro & = § exp(8z) pii napéti x = 630 MPa.

Odpoveéd: 95% interval spolehlivosti pro € = § exp(8x) p¥i napéti z = 630 MPa je
nésledujici:
(582 - 10%,1500 - 10%).

Priklad 11.6.

Gumovd podlozka je zatéZovana silou X a m&¥{ se jeji pokles Y. Ze zkuSenosti vime,
ze vztah mezi X a Y je nésledujici:

Y=aX+bX2

Diky nahodnym chybdm méfeni a dal§im ndhodnym vlivim je v8ak naméfeny pokles
podlozky pri uréitém zatiZeni {z;, 4 = 1,...,n} ndhodnd veli¢ina {Y;, 1 = 1,...,n},
pridemz plati:
YVi=ax;+bz24e, i=1,...,n.

O néhodnych chybéach {e;, ¢ = 1,...,n} predpokldddme, %e jsou to nezivislé stejnd
rozdélené ndhodné veli¢iny s rozd&lenim N (0, o?).

PodloZku jsme zatiZili postupné silami 10, 20, 40, 60 a 80 kN a pii kazdém zatiZen{
jsme provedli t¥i méFeni poklesu podlozky. Vysledky jsou dany v tabulce:
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T; [kN] 10 20 40 60 80
Y; [mm] 0.225 0.505 0.880 1.045 1.150
0.230 0.520 0.865 1.035 1.160
0.225 0.525 0.885 1.055 1.165

Data véetné uvaZzovaného modelu jsou zndzornéna na néasledujicim obrizku.

0.8

061

0.4F

0.2r

00 1‘0 2|0 3‘0 4‘0 5'0 610 7l0 80

Odhadnéte bodové a intervalové priimérny pokles podlozky, zatiZime-li ji silou 30,
50 a 70 kN.
Regeni:

Pro zjisténi zavislosti mezi poklesem podloZky Y a zatiZenim X jsme provedli n = 15
méfeni. Odhad koeficientd a a b metodou nejmensich &tverct je fesenim soustavy nor-
malnich rovnic:

n . n T

a fo +b Zx? = szyz
i=1 i=1 i=1
n n n

a fo’ +b Z:cf = foyz
=1 =1 i=1

Maticové se da tataZ soustava zapsat také takto:

(X'X)B=X'Y,

kde
X' = 10 10 10 20 20 ... 80
~\ 100 100 100 400 400 ... 6400/’
Y = (0.225 0.230 0.225 0.505 0.520 ... 1.165)',

A

p=(@, b
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Inverzni matice (X'X)~! k matici soustavy X’X je zde aZ na chyby vzniklé zaokrouh-
lovdnim rovna

1 (430.49729-10"% —6.08699 - 10~
(XX)™ = ( ~6.08699-107%  0.09195-10~°

a vektor pravych stran

XY = < 609.1> _

38422.0

VyfeSenim soustavy ziskdme odhady: @ = 0.0283413, b= —0.00017465.
Bodové mizeme odhadnout primérny pokles podlozky p¥i zatiZeni z, = 30 kN
hodnotou:

Y(30) = G- 30+ b- 302 = 0.0283413 x 30 — 0.00017465 x 900 = 0.693 [mmi].

Obdobné primérny pokles podloZky p¥i zatiZeni z¢ = 50 kN lze odhadnout hodnotou
Y(50) = 0.980 mm a primérny pokles podlozky pfi zatiZeni zo = 70 kN hodnotou
Y(70) = 1.128 mm.

Déle najdéme intervaly spolehlivosti pro primérny pokles podloZky p¥i hodnotéch
zatiZeni zo = 30, 50,70 kN. Intervaly spolehlivosti ndm ddvaji predstavu o tom, jak
pfesné jsme primérné poklesy podlozky pfi jednotlivych zatiZenich odhadli. Abychom
ohodnotili velikost nAhodnych chyb, musime odhadnout smérodatnou odchylku o. K od-
hadu smérodatné odchylky je t¥eba znat residudlni soudet étverci RSS:

RSS =Y'Y - Y'X/ = 0.0104492393.
Pro odhad smérodatné odchylky plati:
& = /RSS/(n — 2) = 1/0.0104492393/13 = 0.028351.

Zavedme pro zatiZeni zo vektor X, pFedpisem Xo = (zo, 22). 100 (1 — a)% interval
spolehlivosti pro primérny pokles podlozky Y (zg) pfi zatiZeni z¢ je ddn nésledovné:

(if(xo) T tosaln — 26 v/ Xo (X' X)1 X(’)> .

Odtud naptiklad plyne, Ze 99% interval spolehlivosti pro priimérny pokles podlozky pii
zatiZeni ¢y = 30 kN je roven:

(0.693 ¥ 3.012 x 0.028351 x 0.365007) = (0.693 — 0.031,0.693 + 0.031),

nebot £9.905[13] = 3.012. Obdobn& 99% interval spolehlivosti pro prim&rny pokles pod-
lozky pfi zatiZen{ zo = 50 kN je roven (0.980 — 0.031,0.980 + 0.031) a pro =g = 70 kN
je roven (1.128 — 0.032,1.128 + 0. 032).

Poznamenejme, %e odhady a a bj Jsou rovnéz feSenim jednodussi linearni{ soustavy:
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kde z1 = 10, 22 = 20, z3 = 40, 24 = 60, 25 = 80 a 71 je pramér prvniho sloupce, tj.
y1 = (y1+y2+ys)/3, o je priimér druhého sloupce atd. Tvrzeni je disledkem toho, Ze

15 5 15 15
xf:?)g zjz, xf’:32 zj’ a E a:f‘:3§ zf
i=1 J=1 i=1 j=1 i=1 J=1
Déle
15 5 15 5
2 . 2
E iy, =3 E %5 Yjs _S_ xzyz 3 E :zjy]
i=1 J=1 i=1 J=1

Soustavy jsou aZ na ndsobek t¥{ stejné, a tudf¥ maji i stejné FeSeni. Chceme-li bodové
odhadnout priimérny pokles podlozky pfi n&jakém zatiZeni zo, stadi uvaZovat zjedno-
duSeny problém, kde data pro odhad lze shrnout do tabulky:

zj [kN] 10 20 40 60 80

gj {mm] 0.226667 0.516667 0.876667 1.045000 1.158333

Chceme-li viak ziskat intervalovy odhad, pak je t¥eba vzit v tivahu, %e podet méfeni je
roven 15, nebot se vzristajicim poftem mé¥eni vzrista piesnost odhadu, to znamens,
Ze se intervaly spolehlivosti zmenguji.

Odpovéd: Primérny pokles podlozky pti zatiZeni zg = 30 kN jsme odhadli hodnotou
0.693 mm, pfi zatiZeni zop = 50 kN hodnotou 0.980 mm a p¥i zatiZeni zo = 70 kN
hodnotou 1.128 mm. 99% intervaly spolehlivosti pro primérny pokles podlozky pri
zatiZzeni zg = 30, 50, 70 kN jsou postupné rovny:

(0.662,0.724), (0.949,1.011), (1.096,1.160).

Priklad 11.7.

Podle geodetickych zkuSenosti jsou relativni vlhkost H dand v %, tlak P v mmHg
a teplota vzduchu 7' v °C veli¢inami, které ovliviiuji vysledek m&¥eni trigonometrické
vysky Y. Obvykle se pfedpoklad4 linedrni model

Yi——-a+bH,-+cPi+dTi+e,-,

kde {e;} jsou ndhodné chyby mé&feni. Pfedpoklddame, e velidiny {Y;} p¥i znimych
hodnotéch {H; = h;}, {P; = p;} a {T; = t;} jsou nezévislé majici normalni rozdsleni se
stfednimi hodnotami {a + bh; + cp; + dt;} a stejnym rozptylem o2. P¥i opakovaném
méfeni jsme zjistili tyto hodnoty:
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Y; H; P; T;
135.8003 56 753 22.0
135.8000 56 753 23.0
135.7990 50 752 25.0
135.7998 45 751 26.0
135.7997 41 752 26.5
135.8008 40 751 24.0
135.8023 54 753 22.0
135.8017 65 753 20.0
135.8032 66 754 18.0
135.8055 68 751 17.0
135.8064 80 753 13.0
135.8053 72 753 17.0
135.8043 68 754 19.0

Zjistéte pouZzitim metody testovani hypotéz, zda je mozné model zjednodusit.

Regent:

Popsany problém je problém linedrni regrese se tfemi vysvétlujicimi proménnymi
(regresory) - relativn{ vlhkosti H, tlakem P a teplotou 7. Nejprve odhadnéme metodou
nejmensich Etvercl koeficienty a, b, ¢, d. Odhady jsou ¥eSenfm linedrni soustavy rovnic:

(X'X)B=X'Y,

kde
1 ffl }ﬁ> ]H }q
X=1: , Y= , B=
1 Hizs Pz Tis Y13

R T

V naSem piipadé€ jsou odhady nasledujici: & = 136.029316, b = —-0.000032, ¢ =
= —0.00028, d = —0.000712. Odhadnuty model m4 tvar

A

'Y =136.029316 — 0.000032 H — 0.00028 P — 0.000712T.

Odhadnéme jesté smérodatnou odchylku chyb méfeni o, kterd ndm dava piedstavu
o tom, jak velké jsou chyby méfeni. Plati /. = \/RSS/(n —4), kde RSS = Y'Y —
~Y'Xf = 7.857219 - 10~6. Odtud &, = 9.343577 - 10~*.

Nyni otestujme hypotézy

Hy:b=0 proti Ap: b#0,
H.:c=0 proti A;: c#0,
Hy:d=0 proti Ag: d+#0.

Pokud se nam né&ktera nulova hypotéza nepoda¥{ zamitnout, zd4 se byt rozumné odpo-
vidajici proménnou vylouéit z modelu, protoZe pfispiva jen zanedbateln& k vysvétleni
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zévisle proménné Y. Zvolime-li hladinu vyznamnosti o = 0.05, pak mé zamitaci pravi-
dlo pro testovani Hj proti Ap tvar:
b A
L—AI > t0_025[9], kde Sj = Oer/V22.
b

Obdobné zamitaci pravidlo pro testovani H, proti A, mé tvar:

a

é .
g > to.02509], kde sz=der/v33
(o4

a pravidlo pro testovani Hy proti Ay mé tvar:

d .
{-9*:' > t0.025[9] , kde S5 = Oe\/V4q.
d

Hodnoty wvaz,v33,v44 jsou prvky diagondly symetrické matice (X’'X)~1. V naSem p¥i-
padé

70415.3560 11.8627 —95.1551 23.7658
11.8627  8.4619-10"2 —1.7060-10"2  2.2915-102
-95.1551 —1.7060 - 102 1.2875 .10~ —3.5269 - 102
23.7658  2.2915-107%2 —3.5269-10"2  6.8418-10"2

(xX'x)7 =

Odtud vy = 8.4619 - 1073, vg3 = 1.2875 - 1071, vy = 6.8418 - 1072, a tedy s; =
= 0.000086, s; = 0.000335, s; = 0.000244 a |b|/s; = 0.3710, |¢|/s; = 0.8338, |d|/s; =
= 2.9113. Kvantil tg,025[9] = 2.262. Po dosazeni do vsech t¥ech zamitacich pravidel
zjistujeme, %e na hlading vyznamnosti = 0.05 se nulova hypotéza Hy zamiti ve
prospéch alternativy Ag. P¥islusnd p—hodnota je rovna 0.017. Nulové hypotézy Hy a
H, se nezamitaji. Pfislusné p—hodunoty jsou rovny p, = 0.7192 a p. = 0.4260. Zd4 se
tedy, Ze ani vlhkost ani tlak nemaji vliv na namé¥enou trigonometrickou vysku. Pro
jistotu v8ak zkusme nejprve z modelu vylouéit promé&nnou s nejvétdi p—hodnotou, tj.
v naSem pripadé vlhkost. Takovému postupnému zpé&tnému vylu€ovani se ¥ikd anglicky
»Stepwise backward selection®.
UvaZujeme model:

l/z:f+g*Pz+hTz+6u t=1,...,m,

kde opét pfedpokladame, Ze veli€iny {¢;} shrnuji chyby mé¥eni i dalsi ndhodné vlivy.
Udéldme-li podobny pfedpoklad o podminéném normalnim rozdglenim veli¢in {Y;, i =
=1,...,n}, poskytuje metoda nejmensich &tverct nejlepsi odhady parametrt f, g a h:

~

f =136.074017, §= —0.000344, h = —0.000625

a odhad smérodatné odchylky 6. = \/RSS/(n — 3) = 0.000893. Obdobné& jako v pFed-
chozim zjistime 55 = 0.207139, s5 = 0.000274, s;, = 0.000071. Déale testujme hypotézy

Hy:9=0 proti A;:g#0,
Hp:h=0 proti Ap:h#0.
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Dosazenim do zamitacich pravidel

j h
141 > to.025[n — 3], 1l > t9.025[n — 3],
Sg S;L

zjistime, Ze na hlading o = 0.05 nulovou hypotézu Hj, zamitdme, ale H, nikoliv. Odtud
vyplyvé, Ze proménnou P (tlak) opravdu miZeme vyloudit z modelu. Zjednoduseny
model mé tvar:

Y :Oé-f*,gﬂ"l"l)i, i=1,...,n,

kde veli¢iny {v;} opét vyjadiuji ndhodné vlivy. Za pY¥edpokladu, Ze veli¢iny {Y;} pfi
zndmych hodnotach teplot {T; =t;, 4 =1,...,n} jsou nezdvislé normalné rozdélené se
stejnym rozptylem o2 a stfednimi hodnotami {a+ 8t;, 4 = 1,...,n}, miZeme parame-
try opét odhadnout metodou nejmensich étverct a odhady regresnich parametrt budou
mit opét normalni rozdéleni. Pro odhady regresnich parametrt o a 8 plati & = 135.814
a B = —0.000585339 a odhad smérodatné odchylky &, = 0.000916027. Koeficient de-
terminace d = 87.93%.

Pro zajimavost jeSté uvedme, Ze kdybychom uvaZovali zdvislost trigonometrické
vySky Y na relativni vlhkosti H:

Yi=y+dH;+w;,i=1,...,n,

pak by test nulové hypotézy Hs : § = 0 proti alternativé As : § # 0 nulovou hypotézu
zamitl, pfi¢emz prislusnd p—hodnota by byla velmi nizka, rovnd 0.00013. Koeficient
determinace d = 75.11%. Odtud by vyplyvalo, %e hodnota trigonometrické vysky zavis
vyrazné na hodnoté relativni vlhkosti. My jsme vSak relativni vlhkost z pfedchoziho mo-
delu vyloucili. Jak je to moZné? Divod spo&ivd v tom, Ze vybérovy korelaéni koeficient
mezi teplotou a relativni vlhkosti je velmi blizky hodnoté —1, konkrétn& r = —0.9557.
To znamena, Ze relativn{ vlhkost je téméF linearni funkci teploty. Pro nés linedrni model
zévislosti trigonometrické vysky Y na regresorech H, P a T to znamen4, Ze teplota a
relativni vlhkost maji na zméfenou vysku témé¥ shodny vliv. Jinymi slovy do regres-
niho modelu by se méla zaradit bud teplota nebo relativni vlhkost, nikoliv v8ak ob&
proménné spolecné. ProtoZe vSak teplota vysvétlovala naméfenou vysku pfece jen o ma-
linko 1épe, rozhodli jsme vytvofit vysledny model na jejim podkladé. V teorii line4rni
regrese s vice proménnymi se p¥ipadu, kdy jsou sloupce matice X téméf linedrné zavislé
fik4, kolinearita. Kolinearita se projevuje $patnou podminénosti matice X’X, a tudi
Spatnou stabilitou FeSeni soustavy normaélnich rovnic.

Nakonec je$té poznamenejme, Ze kvili pFesngj§imu numerickému vypoétu odhadd
koeficienttt v linedrn{ regresi s vice proménnymi se doporuduje regresory standardizo-
vat odeCtenim primérid a vydélenim p¥islugnymi smérodatnymi odchylkami. V nagem
pripadé by to znamenalo, Ze bychom vychézeli z modelu:

~H,—H _P,-P -T;,-T
YV,=a+b= +e-2 +d= + e;,
SH Sp ST

kde H = " H;/n, sy = \/z (H; — ﬁ)2/n a podobn& pro zbyvajici regresory.
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Odpovéd: Phvodni model je moZno zjednodusit na model obsahujici pouze jednu
nezavislou proménnou (teplotu T'):

Y; =135.814 — 0.000585339T; + v;, 1=1,...,n,
kde veli¢iny {v;} vyjadfuji ndhodné chyby.
Neresené priklady

Priklad 11.8.

Pozorovénim jsme ziskali hodnoty {z;,i=1...,5}a{y;,s=1,...,5}
Z; 1 2 3 4 5
Yi 1.2875 1.9626 2.2643 1.4113 3.3631

Rozhodnéte, zda je lep$i model
yi=a+bx;, i1=1,...,5

nebo
yi=a+bx?, i=1,...,5,

jestlize kritériem je soudet ¢tvercd residui.

Priklad 11.9.

Naméfili jsme realizace (x1,y1), ..., (Tn,yn) ndhodnych vektort (Xi,Y7), ...,
(Xn,Y,). UvaZujeme dvé zavislosti

Yi=a+bX;,, i=1,...,n,
X; =c+dY;, 1=1,...,n.

Pro oba typy zavislost{ pouZijeme metodu nejmensich &tverc k odhadu a a b, re-
spektive c a d. Budou pro oba p¥ipady shodné koeficienty determinace? Budou pro oba
pripady shodné residuélni soudty &tverct?

Priklad 11.10.
UvaZujme linedrni regresi mezi vy$kou ¢lovéka X méfenou v m a jeho vahou Y
vyjadrenou v kg:
Yi=a+bX;+e, i=1,...,n,

Veli¢iny {e;, 4 = 1, ..., n} vyjadfuji n4hodné chyby. Oznadme & a b odhady parametri a
a b ziskané metodou nejmensich &tverct a RSS,,; odpovidajici residudlni soudet Etverci.
Predpoklddejme, Ze vstupni data je nutno prepoditat tak, Ze vyska &lovéka U bude
udéna v cm, tj. U; = 100 X;,i = 1,...,n. Linearni regrese nyni bude mit tvar

Yi=c+dU;+v;,, i1=1,...,n,



kde {v;, i = 1,...,n} vyjadfuji ndhodné chyby. Oznatme é a d odhady parametri c a
d metodou nejmensich &tverci a RSS,,, piislusny residudlni soudet &tvercd. Jaky vztah
bude mezi ¢, d a @, b a jaky mezi RSSy,; a RSS,,?

Piiklad 11.11.
UvaZujme linedrni zévislost mezi mnozstvim srézek {X;} uddvaném v mm a pritoky
v Tece {Y;} méfené v 1/s:

Yi=a+bX;+e, t=1,...,n,

kde {e;} oznacuji ndhodné chyby. P¥edpokladejme, Ze & a b jsou odhady parametri a a
b metodou nejmensich ¢tvercl a RSS,y, residudlni soudet Etvercl. Jestlize pritoky {Y;}
v 1/s pfepodteme na prittoky {U;} v m3/s, zméni se line4rni vztah nasledovné:

Uy=c+dX;+v;, i=1,...,n,

kde {v;} oznacuji op&t ndhodné chyby. JestliZe ¢ a d oznacuji odhady parametrid ¢ a d
metodou nejmensich étvercd a RSS,, prislusny residudlni soudet étvercd, jaky je vztah
mezi 4,b a ¢,d a jaky mezi RSSy, a RSS,;7

Priklad 11.12.
Predpoklddejme, Ze prodlouZeni pruZiny Al zévisi na zatdZovaci sile F' v rozmezi
(0,1) line4rné:
Al =FEF.

Aby se pii odhadu konstanty k omezil vliv ndhodnych chyb mé&feni {e;}, o kterych
se predpoklddé, Ze jsou to nezdvislé ndhodné veli¢iny spliujici Ee; = 0, Vare; = o2,
meéreni se nékolikrdt opakuje. Bylo rozhodnuto provést 10 méfeni. Ziskané hodnoty
(Fl, All), ceey (Flo, Allo) splﬁuji

Al =kF;+e;, i1=1,...,10.

Jak volit hodnoty Fi,...,Fiy € (0,1), aby odhad k ziskany metodou nejmensich
¢tverct byl nejlepsi, tj. mél nejmensi rozptyl? Jaky bude mit pfi optimélni volbé {F;}
odhad k tvar?

Priklad 11.13.
Meédéna trubka m4 délku Lo = 1000 mm pfi teploté to = 20°C. Bylo méfeno, o kolik
se tato trubka prodlouZi, stoupne-li teplota o At°C.

At 10 20 30 40 50 60

AL 0.18 0.35 0.48 0.65 0.84 0.97

Je znamo, Ze pro délkovou roztaznost plati vzorec

AL = OZL() At,
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kde « je tzv. koeficient roztaZnosti. Tento koeficient je t¥eba odhadnout na zdklads
nameéfenych hodnot a stanovit pro néj 95% interval spolehlivosti.

Priklad 11.14.

Uvazujte data z pfikladu 8.25 a pfedpoklddejte, Ze pevnosti betonu zjisténé destruk-
tivni zkousSkou d; jsou pfi danych hodnotdch vysledkd nedestruktivnich zkoulek n;
nezdvislé normalné rozdélené nadhodné velidiny se st¥ednimi hodnotami a + b - n; a stej-
nymi rozptyly o2. Odhadnéte parametry a a b a otestujte, lii-li se a vyznamné od nuly.
Otestujte dale, 1isi-li se vysledky destruktivnich a nedestruktivnich zkousek po odstra-
néni ndhodnych chyb pouze posunutim. Najdéte 80% predikéni interval pro vysledek
destruktivni zkousky, zjistime-li nedestruktivni metodou pevnost 58.5 MPa.

Priklad 11.15.

Pii kontrolnich méfenich rozméru silikdtovych Stitovych diledi bylo ndhodné vybrano
8 dilcti vykazujicich vesmés kladné odchylky v délce 1 vySce od normovych hodnot:

odchylka délky [mm] 3 4 4 5 8 10 6 3

odchylka v§sky [mm] 4 6 5 6 7 13 9 4

Najdéte linedrni regresni model zavislosti odchylky vy8ky na odchylce délky. Otestujte
hypotézu, Ze regresni p¥imka prochdzi podatkem. (Pfedpoklddejte normélni rozdéleni
chyb.)

Priklad 11.16.

UvaZujte data z piikladu 8.26 a pfedpokladejte, %e provozni vykony motoru jsou
piiblizné linedrni funkei zkuSebnich vykoni a Ze chyby tohoto vyjadieni jsou nezavislé
normélné rozdélené ndhodné velifiny se stejnym rozptylem. Najdé&te tento linedrni re-
gresni model a otestujte, je-li moZzno p¥ejit k jednoduddimu modelu, kde regresni pfimka
prochézi pofitkem. Pokud ano, najdéte smérnici této regresni primky.

Priklad 11.17.

Desetkrat bylo zméfeno ojeti vzorku pneumatiky O a brzdnd dréha s p¥i jinak stej-
nych podminkéich (typ automobilu, jeho rychlost, atd).

O [mm] 0.2 1 0.35 | 0.4 | 0.156 | 0.4 | 0.25 | 0.3 | 0.35 | 0.25 | 0.3

S [m] 8.7 8.9 9.2 8.6 9.1 8.7 8.8 9 8.6 8.9

Pfedpokladejte, Ze zavislost brzdné drahy na ojeti vzorku je p¥iblizné linedrni. Najdéte
piislusny regresni model, posudte jeho kvalitu. P¥edpokladejte dale, Ze brzdné drahy s;
pfi daném ojeti O; jsou nezdvislé normélné rozdélené ndhodné veli¢iny se stejnym roz-
ptylem a najdéte bodovy a 80% intervalovy odhad pro brzdnou drédhu pii daném ojeti
vzorku 0.32 mm.



Priklad 11.18.

V letech 1989-1994 doglo k vyraznému zvySeni poctu automobilt v Ceské republice
a zdrovell vzrostl i polet registrovanych automobilovych nehod:

rok polet aut potet nehod
1989 2330755 79717
1990 2411297 94664
1991 2483222 101387
1992 2580297 125599
1993 2746995 152157
1994 2900000 156242

Predpokliddejme, Ze vztah mezi potem nehod N a podtem aut A je p¥iblizné linedrni.
Odhadnéte bodové a intervalové priimérny nartist poc¢tu nehod pii zvyseni podtu auto-
mobild o 100000. Predpoklidejte podobné jako v piikladu 11.4., Ze po&ty nehod {N;}
pfi danych poctech aut {A4; = a;} tvofi nezdvislé ndhodné velidiny majici normalni

rozdéleni se stfednimi hodnotami {by + b1 a;} a stejnym rozptylem o2.

Priklad 11.19.
Zavislost pevnosti betonu v tahu Y na dobé zrani T je pfiblizné vyjadiena funkei

Y =a- b7,

U 10 vzorkl betonu z jedné zdmési byla po rizném podtu dnt T zjistovana pevnost

vtahuY vkp-cm™2:

Y 21.9 | 24.56 | 29.8 | 24.2 | 34.5 | 33.1 | 41.8 | 35.7 | 40.3 | 37.3

Zlogaritmovanim vySe uvedeného vztahu a nédslednym pouZitim metody nejmensich
¢tverct najdéte odhady parametri a a b. Odhadnéte pevnost betonu v tahu po 40 dnech.

Priklad 11.20.
Z fyziky je zndmo, Ze barometricky tlak P z&visi na nadmo¥ské vysce h piiblizné
vztahem
P=q- e
Za ustaleného pocasi bylo v urcité oblasti provedeno 6 mé&feni tlaku v riznych nadmoi-
skych vySkach:

h [m] 0 270 840 1452 2116 3203

P [mmHg] 760 737 686 635 584 508
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Predpokladejte, Ze plati
P=a- .U,

kde U; jsou nezévislé ndhodné chyby majici logaritmicko-normalni rozdéleni LN (0, 02).
Najdéte za tohoto predpokladu 95% interval spolehlivosti pro parametr £.

Priklad 11.21.

Zatizen cihla pokrytd lamindtem se v ¢ase udaném v hodinéch prohybala takto:

¢as [hod] | prihyb [mm] Zas [hod] | prihyb [mm] Zas [hod] | prdhyb [mm]
0.650 198 1.375 407 1.495
0.900 215 1.415 414 1.510
23 1.100 222 1.415 431 1.515
28 1.150 242 1.420 438 1.515
47 1.225 246 1.425 503 1.525
71 1.275 263 1.430 527 1.530
78 1.285 270 1.430 575 1.540
956 1.285 335 1.465 599 1.545
100 1.285 342 1.465 671 1.556
167 1.350 359 1.485 695 1.555
174 1.350 383 1.485 719 1.565
191 1.3756 390 1.495

Predpokladejme, 7e zavislost prihybu na ¢ase miZe byt vyjad¥ena nasledovné:
w(t) = 0.65 + a1 (1 — exp(—1/b1)) + a2(1 — exp(—t/bs)),

kde b; = 2.59 a by = 211.04. Odhadnéte pomoci metody nejmensich ¢tverct maximalni
prithyb, jestliZe se ¢as neomezené zvétsuje.

Priklad 11.22.

Predpoklddejme, Ze smykova tinosnost perforované listy {P;} zavisi na plose ocelové
vyztuZe na 1 mm délky perforované listy {a;} a primérné cylindrické pevnosti betonu
v tlaku {f;} v den zkousky nédsledovné:

Pz':aaz--l-ﬂfi—l—ei, 1=1,...,n,

kde veli¢iny {e;} v sob& zahrnuji dalsi ndhodné vlivy. P¥i zkouskich tnosnosti byly
nameéreny nasledujici hodnoty:




118 e e e 11. Regrese

P; a; fi
[N/mm] [mm2 / mm] [MPa]
656.7 0.2683 41.2
1010.5 0.6713 37.4
357.3 0.0000 36.4
266.4 0.0000 20.0
282.1 0.0000 26.6
306.4 0.0000 28.7
445.3 0.2685 18.2
836.2 0.2685 32.4
740.2 0.2685 29.4
927.4 0.6713 29.4
816.2 0.6713 14.3
525.6 0.0967 21.4

Metodou nejmensich ¢tverc odhadnéte koeficienty o a 8 a pfedpovézte smykovou Ginos-
nost lidty, jestlize plocha ocelové vyztuZe na 1 mm délky perforované listy ¢ini 0.0967
mm? /mm a pevnost betonu v tlaku v den zkousky 20.0 MPa.

Priklad 11.23.

Béhem 61 let byly zjistovany primérné roéni pritoky Labe {W;,i = 1,...,61}
v m3/s. Zéaroven je v t&chto letech zndm ro&ni Ghrn srazek {R;,;i=1,...,61} v mm
a primérna ro¢ni teplota {T;, ¢ = 1,...,61} ve 9C m&Fené v jedné meteorologické
stanici v povodi Labe. Je zndmo, Ze primérny pritok v téchto letech byl roven W =
= 11.957377 m3 /s, primérny ro¢ni Ghrn srazek R = 691.147541 mm a pramsrna roéni
teplota T = 7.544262 °C. Vybérovd kovarianéni matice udévajici vybérové kovariance
mezi ro¢nimi primérnymi pritoky, Ghrny srazek a primérnymi roénimi teplotami spoé-
tend z téchto 61 dat je néasledujici:

9646.826153 6704.076393 —22.200815
6704.076393 8580.099454 —14.850139
—22.200815 —14.850139 0.467198

Predpokladejme, Ze zavislost primérnych roénich pritokid na ro¢nich thrnech sriZek
Jime, p Yy
a prumérnych teplotich je pfiblizné linedrni:

Wi=by+ b1 Ry + bT;, i=1,...,61.

Predpokladejme podobné jako v prikladu 11.4., Ze podmin&né rozdéleni roénich pri-
tokil, zndme-li hodnoty srazkovych thrnt a primérnych teplot, je normalni se stejnym
rozptylem. Pomoci testovini hypotéz metodou ,stepwise backward selection“ rozhod-
néte, zda model neni moZno zjednodusit vypusténim nékterého z regresort. Pro zjed-
noduSeni vypoctu odhadli parametr doporu¢ujeme pouzit model

Wi=a+b(Ri—R)+b(T;~T), i=1,...,6l.
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Priklad 11.24.

Pii méfeni délek se nékdy v geodézii pouzivd odraZeného paprsku. Paprsek se odra#i
na odrazce, jez se miZe otacet kolem svislé osy (natoeni) a vodorovné osy (sklon).
Natoceni a sklon se mé¥i ve stupnich. Nésledujici tabulka ukazuje, jak namé¥end délka
pii pokusnych méfenich zévisela na natodeni a sklonu. Metodou ,, stepwise backward
selection” se pokuste najit optimdlni model ve tvaru maximélné polynomu druhého
stupné ve dvou proménnych, ktery by vyjadfoval zdvislost délky na natodeni a sklonu

odrazky. Pfedpokladejte, Ze ndhodné chyby maji normélni rozdéleni.

.....................................................................

nato- sklon | délka nato- sklon délka nato- sklon délka
Zeni [m] &eni [m] &eni [m]
35 90 38.2920 80 70 38.2874 110 110 38.2900
40 80 38.2915 90 70 38.2865 118 110 38.2910
50 90 38.2900 100 70 38.2860 78 120 38.2915
60 90 38.2897 110 70 38.2860 80 120 38.2914
70 90 38.2895 115 70 38.2865 90 120 38.2905
80 90 38.2895 118 70 38.2874 100 120 38.29056
90 90 38.2885 38 100 38.2935 108 120 38.2905
100 90 38.2880 40 100 38.2925 90 125 38.2905
110 90 38.2880 50 100 38.2914 78 60 38.2865
120 90 38.2885 60 100 38.2910 80 60 38.28656
130 90 38.2895 70 100 38.2905 90 60 38.2860
38 80 38.2905 80 100 38.2895 100 60 38.2855
40 80 38.2895 90 100 38.2894 105 60 38.28556
50 80 38.2885 100 100 38.2890 90 55 38.2860
60 80 38.2880 110 100 38.2890 85 55 38.2860
70 80 38.2880 120 100 38.2900 90 50 38.2860
80 80 38.2880 130 100 38.2915 90 60 38.2864
90 80 38.2875 63 110 38.2920 80 70 38.2866
100 80 38.2875 65 110 38.2915 90 80 38.2875
110 80 38.2875 70 110 38.2905 90 100 38.2894
120 80 38.2876 80 110 38.2905 90 110 38.2896
130 80 38.2886 90 110 38.2905 90 120 38.29056
65 70 38.2885 100 110 38.2895 90 125 38.2910
70 70 38.2876

Priklad 11.25.

P1i zkouSkach akcelerace vozidla byly registrovany Gasové okamZiky t; prijezdu vo-
zidla i-tym kontrolnim bodem. Tyto kontrolni body byly umistény na nultém, desitém,

dvacétém, ... aZ padesitém metru trasy.

1.

1

2.4

3.3

.1

4.6

.1




120 e e e e e e e e 11. Regrese

Pfedpokladejte, Ze zavislost ujeté drahy na Case je p¥iblizné kvadratickd. Pomoci pii-
sluSného regresniho modelu odhadnéte polohu vozidla v ¢ase t = 6 s.

Priklad 11.26.
V 10 vybranych prodejnéch se zjistovaly vdhové tbytky masa v z4vislosti na poétu
dnt uskladnéni.

uskladnéno dnit 1 2 2 3 4 6 1 5 3 3

ibytek vahy [%] 1.4 114 )15 | 1.7 |1.7]20}]0.9] 1.8 1.6 1.5

Predpokladejte, Ze pomérny vahovy tbytek masa zdvisi p¥iblizné kvadraticky na dob&
uskladnéni. Najdéte tuto zavislost. P¥edpokladejte dale, %e ndhodné chyby v modelu
jsou nezdvislé normélné rozdélené veli¢iny se stejnym rozptylem a otestujte, neni-li
mozno zjednodusit kvadraticky model na linedrni.

Priklad 11.27.

V prikladu 6.4 byly v letech 1913-1942 sledoviny vynosy psSenice ozimu, primérné
teploty vzduchu v predchazejicim zimnim obdobi, teploty vzduchu v letnim vegetaénim
obdobi a mnoZstvi sraZek ve vegeta¢nim obdobi. P¥edpoklidejme, %e zavislost pramér-
ného vynosu pSenice na zimnf a letni pramérné teploté a tithrnu sraZek ve vegetaénim ob-
dobi je priblizné linedrni. Pfedpokladejme podobné jako v p¥ikladu 11.4, e podmin&né
- rozdéleni vynost, zndme-li hodnoty primérnych letnich a zimnich teplot a srdZkovych
thrnt, je priblizné normdlni. Pomoci testovani hypotéz metodou ,stepwise backward
selection® rozhodnéte, zda vSechny regresory opravdu vynos psenice ovliviuji.
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Resené piiklady

Priklad 12.1.

V nésledujici tabulce jsou udény primérné roéni teploty méfené v Klementinu od
roku 1807 do roku 1992.

1807 | 10.8 1838 7.2 1869 9.4 1900 | 9.5 1931 | 8.9 1962 | 8.8
1808 | 9.2 1839 9.1 1870 7.8 1901 8.7 1932 | 9.6 1963 | 9.0
1809 | 9.9 1840 7.6 1871 7.2 1902 | 8.2 1933 | 8.9 1964 | 9.6
1810 | 9.7 1841 9.6 1872 10.4 1903 | 9.6 1934 |11.3 1965 | 9.0
1811 11.2 1842 8.7 1873 9.8 1904 | 9.8 1935 110.0 1966 | 10.4
1812 | 8.6 1843 9.5 1874 9.2 1905 | 9.3 1936 | 9.8 1967 | 10.7
1813 | 9.5 1844 8.3 1875 8.5 1906 | 9.6 1937 [10.2 1968 .9
1814 1 8.4 1845 8.3 1876 9.1 1907 | 9.2 1938 [10.1 1969 .3
1815 9.5 1846 [10.0 1877 9.4 1908 | 8.7 1939 | 8.7 1970 .5
1816 | 9.0 1847 8.2 1878 9.7 1909 | 8.7 1940 | 7.5 1971 1 10.1
1817 | 9.9 1848 9.1 1879 7.9 1910 | 9.6 1941 | 8.2 1972 | 9.8
1818 | 10.1 1849 8.4 1880 9.4 1911 | 10.3 1942 | 8.6 1973 | 10.1
1819 | 10.4 1850 8.7 1881 8.2 1912 | 8.6 1943 |10.3 1974 | 10.8
1820 .2 1851 8.5 1882 9.6 1913 | 9.4 1944 | 9.6 1975 1 10.8
1821 9.9 1852 9.9 1883 8.9 1914 .3 1945 110.3 1976 | 10.2
1822 1 11.0 1853 7.8 1884 9.5 1915 .2 1946 | 9.8 1977 1 10.2
1823 | 9.7 1854 8.9 1885 9.4 1916 | 10.1 1947 .8 1978 .6
1824 | 10.5 1855 7.6 1886 9.5 1917 | 8.8 1948 |10.4 1979 .9
1825 | 10.4 1856 8.9 1887 8.4 1918 | 10.0 1949 110.4 1980 .0
1826 1 9.9 1857 9.1 1888 8.4 1919 .6 1950 |10.2 1981 | 10.1
1827 | 9.8 1858 7.9 1889 8.8 1920 | 9.9 1951 |10.5 1982 | 10.5
1828 1 10.0 1859 (10.0 1890 8.8 1921 | 10.4 1952 | 9.7 1983 | 10.9
1829 | 7.4 1860 8.4 1891 8.6 1922 .3 1953 110.5 1984 7
1830 | 9.3 1861 9.2 1892 8.9 19231 9.3 1954 | 9.1 1985 .3
1831} 9.7 1862 .8 1893 8.9 1924 .6 1955 | 8.9 1986 | 10.0
1832 | 9.4 1863 [10.4 1894 9.3 19251 9.5 1956 | 8.3 1987 | 9.3
1833, 9.9 1864 .4 1895 8.4 1926 | 10.0 1957 (10.1 1988 | 10.9
1834 | 11.4 1865 .1 1896 8.6 1927 | 9.4 1958 | 9.7 1989 | 11.2
1835 | 9.7 1866 [10.0 1897 9.1 1928 7 1959 (10.2 1990 | 11.4
1836 | 9.7 1867 9.2 1898 | 10.2 1929 | 8.4 1960 | 9.8 1991 | 10.0
1837 | 8.3 1868 [11.2 1899 8.9 1930 | 10.2 1961 |10.4 1992 | 11.4

Rada je rovn&Z zndzornéna na nisledujicim obrazku.
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Primérné roéni teploty v Klementinu v letech 1807 —1992.

Za predpokladu, Ze primérné ro¢ni teploty mohou byt povaZoviny za nezdvislé ni-
hodné veli¢iny s normalnim rozdélenim, otestujte, zda tsek fady Y7,..., Yo3 mezi 1éty
1900 aZ 1992 miiZe byt povaZovan za staciondrni nebo zda ma statisticky vyznamny
kladny trend.

ReSeni:
UvaZujeme model linedrni regrese:
Yi=a+bi+e, i=1,...,93.
Metodou nejmensich ¢tverci odhadneme a a b a smérodatnou odchylku ndhodnych
chyb o
a=9.095, b=10.0126436, & = 0.700824.
Testujeme Hp: b = 0 proti Ay: b > 0. Na hladiné vyznamnosti a = 0.05 nulovou
hypotézu zamitdme, protoZe b/s; = 0.0126463/0.002707 = 4.671 > to.05[91] = 1.662.
P¥islu$na p—hodnota je rovna 5.2 - 1076,
Odpovéd: Pokud pfedpokladdme, Ze teploty méfené v Klementinu jsou nezdvislé na-
hodné veli¢iny, pak m4 Yada statisticky vyznamny trend dokonce na hlading vyznam-
nosti @ = 0.00001. Teplota mezi léty 19001992 stoupala v priiméru o 0.01°C za rok.

Priklad 12.2.

V posledni dob& po&et narozenych déti v Ceské republice vyrazné klesa. Podet 7ivé
narozenych déti v letech 1980—-1995 udéva néasledujici tabulka:

rok polet rok pocet

1980 153801 1988 132667
1981 144438 1989 128356
1982 141738 1990 130564
1983 137431 1991 129354
1984 136941 1992 121705
1985 135881 1993 121025
1986 133356 1994 106579
1987 130921 1995 96097

Otestujte, zda po roce 1990 klesa pocet narozenych déti rychleji neZ pfed timto rokem.
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Regent:
Pokud rok 1990 nemél na rychlost poklesu po¢tu narozenych déti Zddny vliv, mi¥eme
uvaZovat linedrni zévislost poc¢tu narozenych déti Y;, ¢ = 1980,...,1995 na &ase:

Y, =a+b-(t—1979) + e;.

Pokud se v8ak pokles po¢tu narozenych déti po roce 1990 jestd vice zvysil, uvazujme
regresi ve tvaru:
Yi=a+b-(t—1979) +c- (t — 1990), + ;.

Poznamenejme, Ze kladna ¢ast d4 nabyva hodnoty 0, pokud d je zdporné, a hodnoty d,
pokud d je vétsi nebo rovno nule. Druhy model znamen4, %e ¢asovéd Fada klesala pied
rokem 1990 se smérnici b a po roce 1990 se smérnici b + ¢, p¥idemz se predpoklad4 spojité
chovéni fady v roce 1990. Rozhodnout, ktery z modeli ¢asové Fady je sprévny, miZeme
pomoci testovani hypotéz. UvaZujeme linedrni regresi s vice vysvétlujicimi parametry
Y =Xp+ e kde

1 1 0
Y1980 1 11 0 a
y=| : |, x=|1121], pB=[b
Y1995 1 1'3 2 €

1 16 5

Testujeme nulovou hypotézu H, : ¢ = 0 proti alternativé A, : ¢ < 0. Pfedpokladejme,
ze chyby {e:} jsou nezavislé a maji normalni rozd&leni. Metodou nejmensich &tverci
odhadnéme koeficienty a, b a c:

4 =147522.7, b= —1631.576981, ¢ = —3840.971096

a smérodatnou odchylku ndhodnych chyb & = 4404.758758. Matice

0.3948720 —0.0487179 0.0871795
(X'X)"t = [ —0.0487179  0.0076340 —0.0172494
0.0871795 —0.0172494  0.0634033

Odtud sz = 6/0.0634033 = 1109.11846 a é/s; = —3.4631 < —tp,05[13] = —2.1604. Na,
hladiné vyznamnosti o« = 0.05 nulovou hypotézu H, zamitdme ve prospéch alternati-

vy Aec.

Odpovéd: Vychazime-li ze shora uvedenych statistickych modelti, zjistujeme, Ze se
rychlost poklesu po&tu narozenych déti v Ceské republice po roce 1990 statisticky vy-
znamné zvysila. Zatimco pfed rokem 1990 poklesl roén& podet narozenych déti v prii-
méru priblizné o 1632, po roce 1990 o 5473.
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Priklad 12.3.
Predpokladejme, Ze pozorujeme nestaciondrni asovou fadu {Y;}, jejiz zavislost na
dase je dana vztahem:
Y; = m(t) -+ C¢,

kde {e;} reprezentuji ndhodné chyby. Pfedpokladejme, Ze maji nulovou st¥edni hodnotu
a shodny rozptyl. Regresni funkci EY; = m(t) v8ak neumime parametrizovat. V tom
pfipadé ji miZeme alespofi odhadnout neparametricky. Mezi nejpouZivanéjsi neparame-
trické odhady regresni funkce m(t) pat¥i jadrové odhady ve tvaru:

S YK ()
Y K (5

kde K (:) je tzv. jadro a h je vhodn& zvolen konstanta. Volime-li jadro K(-) ve tvaru
(tzv. klouzavé okénko):

(t) =

K(z)=1 pro |z| <1,
K(z)=0 pro |z|>1,

odhadujeme funkci m(t) v bodé ¢t klouzavym prémérem

. S Y
m(t) = z2h~f;1 Z

Velmi oblibenym je téZ normalni jadro

pro h+1<t<n-—h.

Poznamenejme, Ze jadrové odhady stfedni hodnoty Casové ¥ady patii mezi vyhlazovaci
(anglicky ,smoothing“) metody.

Odhadnéte pomoci jidrového odhadu regresni funkci m(t) vyjadiujici asovy vyvoj
stfedni hodnoty priimérnych roénich teplot mé¥enych v Klementinu v letech 1807-1992
(viz ptiklad 12.1). PouZijte normalni jadro i klouzavé okénko, konstantu h volte v obou
pfipadech rovnu 5.

ReSent:
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Normalni jadro, h = 5.
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Rovnomérné jadro, h = 5.

Priklad 12.4.

V tabulce je zachycen vyvoj kursu akcie Investi¢ni banky na burze cennych papiri
v Praze v jednotlivych burzovnich dnech obdobi od 13. éervence 1993 do 9. &ervna 1994
(kursy v K¢ jsou chronologicky sefazeny po sloupcich). Vyrovnejte tuto ¢asovou Fadu
pomoci klouzavého primeéru, klouzavého medianu a metodou jednoduchého exponenci-
dlniho vyrovnavani. Pomoci akciogramu rozhodnéte, kdy by byvalo bylo vyhodné akcie
tohoto cenného papiru koupit, resp. prodat.

4000 3000 4835 4220 5500 7400 6800 6100 6000 5995 5900
3600 2745 5800 4600 6050 7400 6120 6000 5900 5980 5310
3240 2200 6960 4600 6655 6660 5510 6000 5900 5900 4900
1800 2500 5570 4900 7320 7325 5700 5400 5900 5900 4500
2000 2700 5000 5000 7300 7995 6100 5940 5790 5900 4050
2200 2800 5500 5100 8000 7200 6000 6000 5900 5900 3655
2290 3360 4400 5100 8000 7050 5900 6000 6000 5900 3550
2500 4030 3520 5100 7200 6800 5900 6000 6000 5860

Reseni:

Pribéhy akciovych kursi lze analyzovat nejrizngjsimi zptisoby. V tomto p¥ikladu
popiSeme nejpouzivanéjsi metody tzv. technické analyzy. Tato analyza je zaloZens na
predpokladu, Ze dosavadni vyvoj kursi umoZziiuje v rameci kratkodobého a st¥ednédo-
bého investovani odhadnout budouci vyvoj.

NaSe casova fada kursd je i s daty burzovnich dnd uvedena znovu v zévéru feSeni
tohoto p¥ikladu. MiZete si tam vSimnout, Ze jednotliva pozorovini neméla stejné casové
odstupy, v burzovnich dnech byly znané nepravidelnosti. Toto je vSak zvykem ignorovat
a skutecnd data kondni jednotlivych burzovnich dni nebudou hrat p¥i nasi analyze
zéddnou roli.

Vyrovnani ¢asové fady klouzavymi priméry bylo zminéno v p¥ikladu 12.3. Volba
konstanty h, resp. volba délky klouzavého okénka 2h + 1, pFes které primérujeme, je
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subjektivni zédleZitosti. Zvolime-li veliké h, dosdhneme opticky lepsiho vyhlazeni, ale
miZzeme potlacit nékteré podstatné slozky ptivodni Gasové fady. Podle zvolené délky
klouzavého okénka se klouzavé priméry nékdy déli na kratkodobé, st¥ednédobé a dlou-
hodobé. V naSem piikladu zvolme pro ilustraci kratky pramér s h = 2 (tj. délku klouza-
vého okénka rovnu 5) a dlouhy pramér s h = 9 (tedy délku klouzavého okénka rovnu 19).
Uvedme konkrétni vypodet pro h = 2:

. 1 L1
Us =z Witu2tys+ystys) =2928, §a==(y2+ys+uya+uys+ye) = 2568,

Na prvnim obrazku je kurs akcie vyznaden tlustou ¢arou, kratky primér je vyznaden
body spojenymi oby¢ejnou ¢arou a dlouhy priimér obydejnou darou. Poznamenejme, e
klasické jednoduché klouzavé priméry nevyrovndvaji poc¢atecni a koncovy tsek casové
rady.
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VySe uvedend metoda k vyrovnéni hodnoty y, dané éasové fady pouZivd jak mi-
nulé hodnoty y,—;, tak i hodnoty budouci y,4; (8lo o klouzavy primér pres symetrické
okénko). Toto nenf na zévadu, pokud chceme danou &asovou Fadu jako celek rozumné
vyhladit, interpolovat néjakou mezilehlou hodnotu, apod. Pokud vsak chceme piedpo-
vidat budouci vyvoj fady na zdkladé znalosti jejtho pribéhu ..., y,_2,Yn—_1, Yn, chceme
mit k dispozici metodu, kterd umoZni vyrovnat hodnotu y,, bez pouZiti budoucich &lent
fady. V dalsim textu takové metody uvedeme, budeme se zaméFovat na predikci.

Teoreticky by bylo moZné pouZit nesymetrické klouzavé okénko a primérovat napt.
pro h =2: g5 = %(yl + 4 ys), s = %(y2 + -+ + yg) atd. Tuto variantu si p¥ipadnd
propoctéte sami.

Vyrovnédni ¢asové rfady klouzavym medidnem je jednou z moznosti, jak potladit od-
lehld pozorovéani. Pro pribézné potladovani odlehlych pozorovani v akciovych kursech
se doporucuje varianta klouzavého medidnu:

gt = med(yt——Z)yt—l)yt)a t= 3, 47 ey

kde med(y:—2,y:t—1,y:) oznaduje medidn z uvedené trojice hodnot. Pro nasi &asovou
fadu je
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J3 = med (4000, 3600, 3240) = 3600, 9, = med(3600, 3240, 1800) = 3240,

Vsimnéte si, Ze v uvedené varianté kouzavého medidnu se k vyrovnani hodnoty v
pouZiji jen hodnoty ¢asové fady zndmé do doby ¢, viz té% poznadmka vyse u klouzavého
praméru.

Jednoduché exponencidlni vyrovndvani pat¥i k nejoblibenéj$im a v praxi nejpousi-
vangj$im metoddm. Jeho principem je, Ze hodnota y; se vyrovnava vaZzenym primé-
rem minulych hodnot, pficem% vdhy exponencidlng rychle klesaji sm&rem do minulosti.
Logika tohoto postupu je, Ze ur¢ité minulé pozorovdni mé na konstrukci vyrovnané
hodnoty tim mensi vliv, ¢im je dasové vzdalengjsi. Pro ¢asovou Fadu neomezenou do
minulosti plati vzorec

g =aye+o(l—a)ym1 +a(l —a)?yo+-+ = G =0y + (1 — a)fe_1.

Zde o € (0, 1) je tzv. vyrovnavaci konstanta. Pro vyrovnani fady y1, v2, . . ., yn je tfeba
vhodné zvolit prvni vyrovnanou hodnotu §;, konstantu « a déle pouZit vy$e uvedeny
rekurentni vzorec. V naSem piikladu zvolme §; jako primér prvnich Sesti hodnot a «
rovno 0.2 (doporuéuje se volit « € (0, 0.3), je moZné tuto volbu pro danou fadu uréitym
zpisobem optimalizovat, ale nebudeme se o to pokouSet). Plat{ tedy:

1 1
f1= g+ 92+ +ys) = (400043600 + - - + 2200) = 2806.67,

0.2-3600 + 0.8 - 2806.67 = 2965.33,
.2+ 3240 + 0.8 - 2965.33 = 3020.27,

Yo = ayz + (1 — &)

A

U3 =ayz3+ (1 —a)j =

Na druhém obréazku vidite opét kurs akcie (tlustd ¢dra), vyrovnani klouzavym medis-
nem (body spojené oby&ejnou &arou) a exponencidlni vyrovnani (oby&ejna ara).

9000 | T T | 1 T | |
8000
7000

6000
5000
4000
3000
2000

1 OOO l | | {
0 10 20 30 40 50 60 70 80




128 e e e e 12, Casové Fady

Hlavnim tukolem analyzy akciovych kursi je najit vhodné momenty k nédkupu &i
k prodeji. UkdZeme si jednu z moZnosti, jak tyto momenty najit pomoci vyse uvede-
nych vyrovndvacich metod. V této souvislosti se mluvi o tzv. akciogramu. Casovou ¥adu
nejprve ,ofistime“ pomoci klouzavého medidnu. Tuto oéisténou fadu vyrovndme po-
moci kratkého a dlouhého priméru. Signilem k ndkupu akcie je potom okamzik, kdy
kratky prameér protne dlouhy pramér zdola (tj. kdyZ rlist cen p¥ekrodi systematicky
dlouhodoby normal). Signdlem k prodeji je naopak okamZik, kdy kratky priimér protne
dlouhy pramér shora. Klouzavy median zkonstruujeme opét z poslednich t¥ech hodnot,
jako reprezentanta kritkého priiméru zvolime metodu jednoduchého exponenciilniho
vyrovndvani s a = 0.5 a jako reprezentanta dlouhého primeéru tutéZ metodu s oo = 0.1.
(Uvadi se, Ze exponencidlni vyrovnani s konstantou « p¥itom zhruba odpovid4 klouza-
vému priimeéru s konstantou h, kde o ~ 1/(h+1). Nami zvolené o = 0.1 tedy odpovida
piiblizné klouzavému priméru s h = 9.) Pfipomefime jesté, %e tentokrat provadime
exponencidlni vyrovnani o€isténé casové Fady ziskané jako klouzavy medidn, poéatedni
hodnotu pro obé varianty a zvolme opét jako primér prvnich Sesti ¢lentt této olist&né
fady. Na poslednim obrazku vidite kurs akcie vyhlazeny klouzavym medidnem (tlustéd
¢ara), jeho vyrovnani kratkym primérem (body spojené &arou) a dlouhym primérem
(oby€ejné ara). Prisediky kratkého a dlouhého priiméru jsou pak hledané signaly k na-
kupu a prodeji. V rozsahlé tabulce jsou pak pfehledné shrnuty vSechny vypodty. Z této
tabulky vyéteme, Ze tyto akcie by byvalo bylo vhodné koupit dne 14.9.1993 a opé&t
prodat 15.3.1994. O vyhodnosti takového pocinani svédéi cenovy rozdil 2770 K&.
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Ctenare, zajimajiciho se vice o problematiku vyrovnavani a predikce akciovych kursi,
odkazujeme na publikaci Cipra (1995).
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burzovni kurs | klouzavy | kratky dlouhy signédl signal
den [K&] medidn primér | primér | k ndkupu | k prodeji
13.07. 1993 | 4000 - -
20.07. 1993 | 3600 - -
27.07. 1993 | 3240 3600 2555.00 | 2555.00 - -
03.08. 1993 | 1800 3240 2897.50 | 2623.50 - —
10. 08. 1993 | 2000 2000 2448.75 | 2b61.15 - +
17.08. 1993 | 2200 2000 2224.38 | 2505.04 - —
24.08. 1993 | 2290 2200 2212.19 | 2474.53 - -
31.08. 1993 | 2500 2290 2251.09 | 2456.08 - -
07.09. 1993 | 3000 2500 2375.56 | 2460.47 - -
14, 09. 1993 | 2745 2745 2560.27 | 2488.92 -+ -
21.09. 1993 | 2200 2745 2652.64 | 2514.53 - —
28.09. 1993 | 2500 2500 2576.32 | 2513.08 - —
05.10. 1993 | 2700 2500 2538.16 | 2511.77 — —
12.10. 1993 | 2800 2700 2619.08 | 2530.59 - -
19.10. 1993 | 3360 2800 2709.54 | 2557.53 - -
26.10. 1993 | 4030 3360 3034.77 | 2637.78 - -
02.11. 1993 | 4835 4030 35632.38 | 2777.00 - —
04.11. 1993 | 5800 4835 4183.69 | 2982.80 - -
09.11. 1993 | 6960 5800 4991.85 | 3264.52 - -
11.11.1993 | 5570 5800 5396.92 | 3518.07 - -
16.11. 1993 | 5000 5570 5482.96 | 3723.26 - —
18.11. 1993 | 5500 5500 5491.48 | 3900.94 - -
23. 11,1993 | 4400 5000 5245.74 | 4010.84 — -
25.11. 1993 | 3520 4400 4822.87 | 4049.76 - -
30. 11,1993 | 4220 4220 4521.44 | 4066.78 - -
02.12. 1993 | 4600 4220 4370.72 | 4082.10 - -
07.12. 1993 | 4600 4600 4485.36 | 4133.89 - -
09.12. 1993 | 4900 4600 4542.68 | 4180.50 - -
14.12. 1993 | 5000 4900 4721.34 | 4252.45 - -
16.12. 1993 | 5100 5000 4860.67 | 4327.21 - -
06.01. 1994 | 5100 5100 4980.33 | 4404.49 - -
11.01. 1994 | 5100 5100 5040.17 | 4474.04 — -
13.01. 1994 | 5500 5100 5070.08 | 4536.64 - —
18.01. 1994 | 6050 5500 5285.04 | 4632.97 - -
20.01. 1994 | 6655 6050 5667.52 | 4774.67 — -
25.01. 1894 | 7320 6655 6161.26 | 4962.71 - —
27.01. 1994 | 7300 7300 6730.63 | 5196.44 - -
01. 02. 1994 | 8000 7320 7025.32 | 5408.79 — -
03.02. 1994 | 8000 8000 7512.66 | 5667.91 - —
08. 02. 1994 | 7200 8000 7756.33 | 5901.12 - —
10. 02, 1994 | 7400 7400 7578.16 | 6051.01 — —
15.02. 1994 | 7400 7400 7489.08 | 6185.91 - -
17.02. 1994 | 6660 7400 7444.54 | 6307.32 - —
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burzovni kurs | klouzavy | kratky dlouhy signdl signal
den [x&] medidn prim&r primdr | k ndkupu | k prodeji
22.02. 1994 | 7325 7325 7384.77 | 6409.09 - -
24.02.1994 | 7995 7325 7354.89 | 6500.68 - -
01.03.1994 | 7200 7325 7339.94 | 6583.11 - -
03.03. 1994 | 7050 7200 7269.97 | 6644.80 - -
08. 03. 1994 | 6800 7050 7159.99 | 6685.32 - -
10. 03. 1994 | 6800 6800 6979.99 | 6696.79 - -
14.03. 1994 | 6120 6800 6890.00 | 6707.11 - -
15. 03. 1994 | 5510 6120 6505.00 | 6648.40 - +
17. 03. 1994 | 5700 5700 6102.50 | 6553.56 - -
21.03. 1994 | 6100 5700 5901.25 | 6468.20 — -
22.04. 1994 | 6000 6000 5950.62 | 6421.38 - -
24, 03. 1994 | 5900 6000 5975.31 | 6379.24 - -
28.03. 1994 | 5900 5900 5937.66 | 6331.32 - -
29.03. 1994 | 6100 5900 5918.83 | 6288.19 - -
31.03. 1994 | 6000 6000 5959.41 | 6259.37 — -
05.04. 1994 | 6000 6000 5979.71 | 6233.43 — -
07.04. 1994 | 5400 6000 5989.85 | 6210.09 - -
11.04. 1994 | 5940 5940 5964.93 | 6183.08 - -
12. 04. 1994 | 6000 5940 5952.46 | 6158.77 - -
14.04. 1994 | 6000 6000 5976.23 | 6142.89 - -
18. 04. 1994 | 6000 6000 5988.12 | 6128.61 — -
19. 04. 1994 | 6000 6000 5994.06 | 6115.74 — -
21.04. 1994 | 5900 6000 5997.03 | 6104.17 - -
25.04. 1994 | 5900 5900 5948.51 | 6083.75 - -
26. 04. 1994 | 5900 5900 5924.26 | 6065.38 - -
28. 04. 1994 | 5790 5900 5912.13 | 6048.84 — -
02. 05. 1994 | 5900 5900 5906.06 | 6033.96 — —
03.05. 1994 | 6000 5900 5903.03 | 6020.56 - -
05. 05. 1994 | 6000 6000 5951.52 | 6018.50 — —
09. 05. 1994 | 5995 6000 5975.76 | 6016.65 - -
10. 05. 1994 | 5980 5995 5985.38 | 6014.49 — -
12. 05,1994 | 5900 5980 5982.69 | 6011.04 - -
16. 05. 1994 | 5900 5900 5941.34 | 5999.94 - -
17. 05. 1994 | 5900 5900 5920.67 | 5889.94 - -
19. 05. 1994 | 5900 5900 5910.34 | 5980.95 — —
23.05. 1994 | 5800 5900 5905.17 | 5972.85 — -
24, 05. 1994 | 5860 5900 5902.58 | 5965.57 - -
26. 05. 1994 | 5900 5900 5901.29 | 5959.01 - -
30. 05. 1994 | 5310 5860 5880.65 | 5949.11 - —
31.056. 1994 | 4900 5310 5595.32 | 5885.20 — -
02. 06. 1994 | 4500 4900 5247.66 | 5786.68 — -
06.06. 1994 | 4050 4500 4873.83 | 5658.01 — —
07.06. 1994 | 3655 4050 4461.92 | 5497.21 - -
09. 06. 1994 | 3550 3655 4058.46 | 5312.99 - —
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Priklad 12.5.

Na betonovém zékladé stroje je umisténo ¢idlo, které snimé vibrace. P¥edpoklddéme,
Ze zdklad kmitd pouze s jednou vynucenou frekvenci a.. Signal byl sniman b&hem &aso-
vého intervalu (0, T) a digitalizovdn. Digitalizovany signal {S;, t = 1,...,n} (n = 256)
je po sloupcich uveden v nésledujici tabulce:

. 7433657
.8519512
.6582556
.9919812
.6090798
.0377600
.6894572
.9316768
.1953208
.4375694
.6720131
.0633387
.6009876
.2388011
.7378663
.4247984
-1.2944887
~1.6878673
0.1255774
~-1.3199168
~-2.4707826
-2.8204544
~-1.5676560
-2.8513333
~2.6359635
-3.0883836
~-3.0342044
~3.6498705
-5.56885570
-3.9870837
-3.2519137
-3.5476884

OOMH.&MMW#O&WO}@;&O&W

Po odetteni priméru S budeme signal povazovat za ¢asovou fadu {Y;, t = 1,...

4257957
.8609909
.5167319
.2583551
.3617430
.0411661
.4359917
.5700751
.8726152
.5168220
.1258395
.9910328
. 7999667
.3848757
. 3433781
.5342120
.4294681
.5363859
.4013016
.4112169
.0413119
.1674865
.1970180
.57568177
.3638794
.0181601
. 7497049
.9760672
.0214898
.5684503
.4416397
.5426756

-3
-3
-2
-4

W N bW oD O h WO R W W R O

. 0837344
. 0446357
.6260253
.5849751
.4705421
.9429033
.1144884

.6659508

. 4242067

.2387721
.0903721
.4525089
.0955508
.3078779
. 7352005
.5494256
.5684087
.6967197
.4535536
.2095648
.1373588

.5235043

.3834804

.6373281

.3913449

.0120785

.3705844

. 7587381
.2062079
.9279936

.4651654

.3238060

o které budeme predpokladat:

.9301259
.3573024
.5373048
.3166985
.5002870
.6162783
.6855737
.0392869
.3789989
.9027294
.0989997
.2772139
.99735256
.8193246
.8767573
.1228166
.1107119
.2154701
.8655162
.2919644
.4297813
.31753856
.1670137
.9836430
.9225139
.5235816
.4188553
.5172621
.0894713
.1837792
.8939746
.3597955

O N D O DD T WD WD e

1
[

. 7826857
.02207486
.2778695
. 7944147
.8643202
.5326271
.8554755
.1387945
.3173294
.3103682
. 0726657
.b675735
.1394323
.4757320

1.9794758

.2040069
.1563453
.5948476
LT713127
.7096363
.5884383
. 3896497
.4493425
.3930371
.2933197
.0923236
.4067373
.6783127
.1742096
.3968102
.5261611
.5464580

lft f m(t) + €,

.9598588
.6522091
.3445565
.8488091
.2781719
.0528692
.1326049
.5791542
.1884822
.8658546
.7978213
.4863960
.5934183
.1060360
.8491130
.4287519
.7035015
.61356879
.5508003
. 7154009
.6680017
.8039371
.9029701
.0112274
.1753502
. 8403087
.0316844
.6473217
.8767708
.7365201
.4313151
.25667139

O O W o DWW WwWwWw s N Ao N OO

. 7287108
.4605195
.1271758
.6091664
. 75654944
.9797443
.5575819
.8930044
.5465637
.8293703
.7158324
.5270038
.3067024
.2978220
.3384853
.4023877
.4076997
.8599128
.1617318
.9886659
.4367143
7741477
.7305265
.05690925
.8087467
.7001980
.5807479
.1518081
.7105764
. 3466317
. 8858662
.2013307

O 0D W = RO

. 7337894
.0400703
.8074759
.3360868
.5360798
.5995217
.0889821
.4997074
.18559256
.1593468
. 7234254
.5057588
.9074472
.1308857
.5574265
.9784282
.2054677
.1297274
.4871145
. 9663676
. 9822004
.1854455
.9020539
.0616931
.2337452
.6171829
.6537721
.2204558
.8506956
.4169836
.5492665
.6352389

>n}>
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kde regresni funkce m(t) mé tvar:
m(t) = C cos(8t + ¢) = A cos(0t) + B sin(6t).

8 = a2nT/n je frekvence, C je amplituda, ¢ je fazové posunuti. Pro konstanty A a B
plati A = C cos(¢) a B = —C sin(¢). Nahodné chyby {e;} reprezentuji chyby mé&¥eni
a jiné ndhodné vlivy a pfedpoklddd se o nich, Ze jsou to nezdvislé stejné rozdélené
nahodné veli¢iny, pro které Ee; = 0 a Vare; = 0. Odhadnéte frekvenci o, amplitudu
a fazové posunuti snimaného signilu.

Poznamenejme, Ze pokud je to moZné, je vyhodné volit n ve tvaru n = 2P, p € N.
Tato volba umozni optimalné vyuZit vlastnosti rychlé Fourierovy transformace, viz nize.

ResSeni:

Popsany problém je problémem nelinedrni regrese, nebot regresni funkce m(t) je
v parametru ¢ nelinedrni. Problém se obvykle Fesi tak, Ze nejprve odhadneme pomoci
Fourierovy transformace 6 a poté metodou nejmensich &tvercli odhadneme parametry
A a B a z nich spoéteme odhady C a ¢.

Nejprve odedteme od signdlu primér S = 0.0805. Frekvenci # odhadneme pomoci
Fourierovy transformace

F(\) = ZYte_w‘, A€ (—m, ).
t=1

Je znamo, Ze modus Fourierovy transformace nabyva v pfipads, ze m(t) = C cos(6t+¢),
velkou hodnotu pro A = 4. Pro vypod&et Fourierovy transformace pron = 2P, p € N lze
pouZit rychly pocitadovy algoritmus, ktery se nazyvé rychld Fourierova transformace,
zkrécené FFT. Rychl4 Fourierova transformace po¢itd hodnoty Fourierovy transformace
jen pro Fourierovy frekvence, tj. frekvence ve tvaru {-2—%’-1, j=1,...,n/2}. Znamenj to,
ze 1 nd8 odhad budeme hledat jen mezi Fourierovymi frekvencemi. Specidlng za odhad
6 vezmeme tu Fourierovu frekvenci Ao = 21;@, pro kterou je hodnota modu Fourierovy

tranformace nejvétsi, tedy |F(2%0)| = MaX;j—1, .. n/2 [F(—Z{{—l)[

= 1 R N
] \ i /
400} 4 A i I ' g “ y “ ‘\ ’N

1 L L 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0385 04 0.45 05 0 50 100 180 200 250

Modus Fourierovy transformace. Digitalizovany signél a
jeho odhadnutd hodnota.
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Uvedeny graf modu Fourierovy transformace zobrazuje funkci

{|F(2nj/n)]} pro {j/n,j=1,...,n/2}.

Z ného je patrné, Ze modus Fourierovy transformace dosdhl maxima pro 6/256, to zna-
mend pro thlovou frekvenci 27 - 6/256. Za odhad thlové frekvence 6 vezmeme proto
6= 127 /256 = 0.14726. Poznamenejme, %e se nékdy misto modu Fourierovy transfor-
mace pracuje s kvadratem modu Fourierovy transformace, ktery se nazyvé periodogram.
(Jde aZ na normujici konstantu o funkei I()) ze skript Jaruskova (1996).)

Poté, co jsme odhadli parametr # pomoci é, je problém odhadu parametri A a B
tlohou linedrni regrese s dvéma regresory

{cos(Bt), t=1,...,n} a {sin(ft), t=1,...,n}

bez konstantniho ¢lenu. Odhady A a B miZeme tedy najit jako FeSeni soustavy nor-
malnich rovnic:

n n n
A- Z cos2(0t) + B - Z cos(6t) sin(ft) = Z Y; cos(0t)
t=1 t=1

t=1

n n n
A- Z cos(6t) sin(ft) + B - Z sin®(0t) = Z Y; sin(ft) .
t=1 t=1 t=1

V naSem pripadé, kdy 6 pat¥i mezi Fourierovy frekvence, je feSeni soustavy normalnich
rovnic obzvlast jednoduché:

N 2 A 2 127
A== ;Yt cos(t) = = Re (F (256>) 835,

L 2 . 2 127
B - tE=1 : sin(0t) - Im < (256)) 9165

Poznamenejme, Ze Re(z) znadi redlnou a Im(z) imaginarni st komplexniho &isla z.
Amplitudu C odhadneme jako C = VA2 + B2 = 4.3175 a fazové posunuti ¢ pomoci

¢ = arctg(—B/A) = —0.74166. Digitalizovany signal spolu s jeho odhadnutou st¥edni
hodnotou S 4 C cos(dt + $) je zobrazen na shora uvedeném obrézku.

Ctenafi, ktery se o problematiku periodickych ¢asovych fad vice zajimé, doporudu-
jeme knihy Andél (1976) nebo Cipra (1986).

Priklad 12.6.

Ve ¢tyrfech po sobé jdoucich viednich dnech roku 1990 byly na silnici 1. t¥idy nedaleko
Kolina zji§tény hodinové intenzity dopravy (tj. pocty vozidel, které projely pozorova-
cim stanovi§tém béhem uréité hodiny). Tyto intenzity jsou uvedeny v tabulce na dalsi
strané, fada je téZ zobrazena na néasledujicim obrazku. Navrhnéte pro tato data vhodny
periodicky model.
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hodina | pond8li 22.1. | dtery 23.1. | stfeda 24.1. | &tvrtek 25. 1.
00-01 11 10 8 17
01-02 3 10 5 10
02-03 3 6 6

03-04 11 16 8 9
04-05 23 32 34 28
05-06 162 133 136 161
06-07 191 172 188 187
07-08 275 248 240 286
08-09 269 309 277 251
09-10 270 259 285 254
10-11 216 203 217 231
11-12 217 220 233 241
12-13 219 227 204 228
13-14 220 210 252 246
14-15 271 258 318 332
15-16 236 268 208 316
16-17 224 246 271 285
17-18 182 211 203 221
18-19 136 125 126 167
19-20 91 79 100 108
20-21 52 69 56 80
21-22 43 60 53 59
22-23 29 47 32 41
23-24 12 20 18 22
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Regent:
Predpoklddejme, Ze hodinové intenzity dopravy tvori dasovou fadu

= m(t) + ey, t=1,2,...,n,
kde n = 4-24 = 96, {e;} jsou nezivislé ndhodné chyby s nulovou st¥edni hodnotou a

shodnym rozptylem a m(t) je regresni funkce tvaru

P
= Z (A; cos(6;t) + Bjsin(6;t)).

Pokusme se nejprve intuitivni dvahou odhadnout, jaké frekvence §; mohou byt pro
naSe data vyznamné.

Je zcela ziejmé, Ze Casova Fada hodinovych intenzit se zhruba opakuje s perio-
dou 77 = 24 hodin. Této periodé odpovida frekvence Ay = 1/24, tj. §; = 2n/24.
Prohlédneme-li si pozorné zobrazend data, vidime, Ze se b&hem jednoho dne vyskytuji
dva vrcholy, tj. jejich prib&h nemtZe byt zcela vystiZen funkci s periodou 24. Je ro-
zumné piedpoklddat (a zkuSenosti to potvrzuji), Ze automobilovd doprava kolisa té7
s periodou, odpovidajici pracovnimu cyklu, tj. T = 8 hodin. Této periodé odpovida
frekvence Ay = 1/8, tj. 62 = 27/8.

Zvolime proto funkci

m(t) = m + Aj cos(2nt/24) + By sin(2nt/24) + Ay cos(27t/8) + By sin(27t/8).
Parametry modelu pak odhadneme nésledovné:
=y = 147.4896,

2 n

Ar=2 §_ 'Y, cos(61t) = —133.9055,
2 n

By = - E_ Y; sin(61t) = —32.1957,
2 n

Ap = - E_ Y} cos(fat) = 41.6792,

B, = % > Y, sin(fat) = 8.2075.
t=1

Data, zobrazend tentokrat jako body, jsou spolu s regresni funkci

m(t) = 147.4896 — 133.9055 cos(2mt/24) — 32.1957 sin(2¢/24)+
+41.6792 cos(27t/8) + 8.2075 sin(27t/8)

znazornéna na daldim obrazku.
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Pokud bychom se nechtéli spokojit s intuitivnim odhadem frekvenci, mohli bychom
je odvozovat z periodogramu, resp. z modu Fourierovy transformace. Na poslednim
obrazku je graf funkce

|[F(2mj/n)l, pro j=1,2,...,n/2,
kde

F(A) =) Ye
t=1

Z ného vidime, Ze intuitivné odhadnutym frekvencim A; a Ay skuteénd odpovidaji dva
nejvyssi vrcholky modu Fourierovy transformace. T¥eti nejvyssi vrcholek by pak odpo-
vidal frekvenci A3 = 1/16, tj. periodé 16 hodin.
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Priklad 12.7.

V nasledujici tabulce jsou ddny primérné ro¢ni teploty v St. Peterburgu v letech
1805-1979, viz obrdzek na dalsi strané. Rozhodnéte, zda se jednd o Fadu nezévislych
pozorovani nebo zda existuje zavislost mezi pozorovanimi, které jsou si v ase blizka.

rok teplota rok | teplota rok teplota rok teplota | rok teplota
1805 4.8 1840 3.2 1875 2.5 1910 5.6 1945 3.8
1806 5.1 1841 5.8 1876 4.0 1911 4.3 1946 4.4
1807 5.0 1842 5.3 1877 4.0 1912 3.8 1947 3.6
1808 3.9 1843 5.8 1878 5.9 1913 5.3 1948 5.1
1809 2.3 1844 3.8 1879 4.8 1914 5.3 1949 6.2
1810 2.5 1845 4.0 1880 4.8 1918 2.7 1950 4.6
1811 4.2 1846 4.9 1881 2.9 1916 4.5 1951 4.7
1812 3.6 1847 5.1 1882 5.1 1917 3.4 1952 4.2
1813 4.9 1848 5.3 1883 4.2 1918 3.9 1953 5.0
1814 3.7 1849 4.0 1884 3.6 1919 3.6 1954 4.7
1815 4.5 1850 4.7 1885 4.2 1920 5.9 1955 3.4
1816 4.6 1851 5.1 1886 4.5 1921 4.6 1956 3.1
1817 4.6 1852 4.1 1887 4.7 1922 4.0 1957 5.5
1818 5.6 1853 5.4 1888 2.0 1923 3.7 1958 3.8
1819 4.9 1854 5.6 1889 4.2 1924 4.7 1959 5.4
1820 4.3 1855 4.3 1880 5.2 1925 5.3 1960 4.7
1821 5.0 1856 3.3 1891 4.1 1926 3.6 1961 6.3
1822 6.9 1857 5.5 1892 2.8 1927 4.1 1962 4.8
1823 5.1 1858 6.0 1893 2.3 1928 4.5 1963 4.1
1824 5.4 1859 6.3 1894 4.8 1929 4.0 1964 5.0
1825 5.2 1860 4.9 1895 3.7 1930 5.9 1965 4.3
1826 7.4 1861 4.8 1896 4.6 1931 4.0 1966 3.2
1827 6.1 1862 2.3 1897 4.8 1932 5.6 1967 5.3
1828 4.2 1863 6.9 1898 4.7 1933 4.0 1968 4.0
1829 3.4 1864 4.7 1899 3.6 1934 6.5 1969 3.6
1830 4.8 1865 4.7 1900 3.6 1935 5.0 1970 4.7
1831 4.6 1866 5.5 1901 4.6 1936 6.0 1971 4.7
1832 4.4 1867 3.3 1902 2.1 1937 5.9 1972 6.2
1833 5.1 1868 4.9 1903 5.3 1938 6.4 1973 5.2
1834 4.5 1869 6.0 1904 3.8 1939 5.0 1974 6.3
1835 4.5 1870 4.0 1905 4.9 1940 3.1 1975 6.6
1836 5.1 1871 3.3 1906 5.3 1941 1.8 1976 3.2
1837 4.6 1872 6.0 1907 3.1 1942 2.2 1977 4.8
1838 3.3 1873 5.1 1908 3.7 1943 5.7 1978 3.5
1839 3.8 1874 5.4 1909 4.1 1944 5.2 1979 5.0
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l l | l
1800 1850 1900 1950

Primérné rocni teploty v St. Peterburgu v letech 1805 1979.

Regent:

Zékladnimi charakteristikami stacionarni Casové Fady je jeji st¥edni hodnota E X,
smérodatné odchylka sd X (resp. rozptyl Var X) a autokoreladni funkce

E(X; — EX)(X;4x — EX)

= k=1,2,....
p(k) VaI‘X 9 ? ?

Hodnota autokorelaéni funkce p(k) vyjadfuje miru linedrni zavislosti mezi dvéma pozo-
rovanimi, které jsou v ¢ase vzdaleny o k Casovych jednotek. Jako odhady shora uvede-
nych charakteristik slouzi: vybérovy primér, vybérova smérodatné odchylka a vybérova
autokorela¢ni funkce. Pro posunuti (anglicky ,lag“) £ =0, 1, 2, ..., spo¢teme hodnotu
vybérové autokorelacni funkce r(k) takto:

x> Yit (@i = 3) (@it — 7)

r(k) = -
m (@ =)
kde {z;, i = 1,...,n} jsou napozorované hodnoty uréitého tseku &asové fady {X;}
a T je aritmeticky primér spocteny z {z;, ¢ = 1,...,n}. Pokud je fasovd Fada {X;}

tvorena nezdvislymi veli¢inami, pak pro v8echna k # 0 plati p(k) = 0. Odtud vyplyva,
ze i odhady r(k), k = 1, 2,... by mély nabyvat malych hodnot. Obvykle se povazuji
hodnoty r(k) za malé, jestlize |r(k)| < 2/+/n. Nerovnost je odvozena z tivahy, %e po-
kud {X;} jsou nezavislé veli€iny, pak ma r(k) p¥iblizn& normalni rozdéleni N (0, 1/n),
a tedy P(|r(k)| > 2/4/n) = 0.05. Pokud v8ak soufasng zjistujeme, zda |r(1)| > 2/\/n,
r(2)] > 2/v/n, ..., |r(l)] > 2/+/n pro ndjaké | << n, pak P(alespoi pro jedno
k < Iplati: |r(k)| > 2/y/n) je vySsi nez 0.05. Je tudiZ tieba byt v zamitdni nezé-
vislosti opatrni.

Vybérovy primér spocteny ze shora uvedenych dat se rovnd T = 4.547 a vyb&rova

smérodatnd odchylka s = 1.044. Nésledujici tabulka ud4va hodnoty vybérové autoko-
rela¢ni funkce pro posunuti £k = 0,...,23:
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0| 1.00000 6| 0.01550 12 | -0.06870 18 | ~0.02637
1] 0.13434 7 | -0.02428 13| 0.00129 19 | -0.02867
2| 0.02991 8 | -0.03632 14 | 0.04337 20 | -0.04961
3| -0.08686 9| 0.00017 15| 0.06298 21 | -0.01307
4| 0.06723 10 | 0.06099 16 | 0.00490 22 | -0.02145
5| 0.09076 11| 0.06327 17 | -0.08097 23 | 0.05064
Z4dn4 z hodnot vybérové autokorelaéni funkce pro k = 1,2, 3, ... nen{ v&t3i ne7 2 /=

= 0.1512. Z toho usuzujeme, Ze primérné roéni teploty je moZno povazovat za nezivislé
ndhodné veli¢iny. (Pfesnéji feGeno: Neprokézali jsme, Ze by primérné ro¢ni teploty byly
zkorelovany.)

Priklad 12.8.

Tabulka udév4 primérné roéni pritoky Labe v D&¢ing v m? /s méfené v letech 1852-
1988 (adaje jsou uvedeny po sloupcich).

363.917 170.000 282.073 190.024 337.197 450.744
339.250 417.833 288.370 274.726 340.891 332.451
339.750 293.500 445,073 385.590 321.433 265.767
458.417 260.167 295.930 351.172 253.690 317.140
274.250 284.667 270.069 273.444 368.316 284.575
240.500 323.583 222.898 545.645 218.670 195.625
181.333 383.417 254,736 367.119 173.174 167.163
2569.167 242.083 278.939 271.741 230.224 231.990
347.000 386.750 310.240 216.187 205.280 398.470
254.583 230.083 325.237 189.496 260.429 253.974
231.250 231.333 243.365 389.716 196.180 348.504
171.750 303.500 282.802 286.004 364.424 338.852
189.333 209.083 380.201 186.337 295.185 377.814
244.583 375.133 358.882 140.565 380.262 489.922
151.250 312.721 283.146 241.032 397.239 429.044
447.667 391.045 287.989 271.047 243.216 417.303
336.417 340.726 313.104 332.096 252.520 283.990
208.167 300.317 414.151 339.767 304.877 215.476
208.667 239.517 427.512 380.101 278.767 241.123
357.250 264.854 342.703 532.498 169.753 325.236
175.250 353.909 170.561 685.822 179.893 472.419
171.583 393.007 259.814 373.824 493.982 393.169
165.417 422.820 460.131 171.741 433.657

Zjistéte, zda je Tadu moZno povaZovat za posloupnost nezévislych veli¢in. V pripads,
ze nikoliv, rozhodnéte, zda je moZzné data lépe modelovat pomoci AR(1) nebo MA(1)
modelu. VyuZijte zvoleny model pro predikci priamérného ro¢niho pritoku v roce 1989.
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Regent:

Nejprve od vSech naméfenych dat ode¢téme celkovy primér z = 305.4776. Radu
{Y:}, ktera tak vznikne, miZeme povaZovat za stacionérn{ se st¥edni hodnotou rovnou 0.
Na obrazku je zobrazena jeji vybérova autokorela¢ni funkce pro 25 prvnich posunuti.

Hodnota vybérové autokorelaéni funkce pro posunuti k£ = 1 je rovna (1) = 0.335, a
tudiZ vyrazné piekracuje 2//n = 0.171. Odtud vyplyva, Ze roéni pritoky nemohou byt
povazovany za nezavislé ndhodné veli¢iny. Optimélni model vybirdme z modelt AR(1)
a MA(1):

Yi=aYi1 + e, |a|f <1,
Yi=e +beiy, [b] <1,

kde {e;} jsou ndhodné chyby, o kterych se obvykle piedpoklads, Ze to jsou nezdvislé
stejné rozdélené ndhodné veliéiny s Ee; = 0 a Vare; = 2. Modely AR(1) a MA(1) jsou
specidlnim pripadem modeld ARMA(p, q) spliiujicich vztah:

Y =a1Ye1 +--+ a,th_p + e + breg_q1 +... bqet_q.
Pro teoretickou autokorela¢ni funkci {p(k), ¥ = 0,...} staciondrni autoregresni po-
sloupnosti AR(1) plati:
p(k) =a*, kde |a| <1,

zatimco pro posloupnost klouzavych souctd MA(1) plati:

p(1)=0b a pk)=0 pro k=2,3,....
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Vybérové autokorelacni funkce ro¢nich primérnych pritokt Labe
a vyznacené meze £2/./n.

Vybérova autokorelaéni funkce by méla mit do jisté miry podobné vlastnosti. Pro-
hlédneme-li si dobfe vybérovou autokorelaéni funkci, zd4 se, Ze MA(1) bude lepsim
modelem. Objektivnéji rozhodneme, pouZijeme-li nékteré informacni kritérium, nap¥.




12, CasOUE FaAY .« ivvt vttt ittt ittt e e e e e e 141

Akaikeho kritérium. Akaikeho kritérium vybird z mnoZiny modelt ARMA(p,q) ten
model, pro ktery je AIC(k):

AIC(k) =n Ino? + 2k

minimalni. P¥irozené ¢islo k = p 4 ¢ oznacuje pocet parametrii modelu (pro AR(1) i
MA(1) jek =1) a o2 je maximalng vérohodny odhad rozptylu o2 ndhodnych chyb
{e:}. Najit maximalné vérohodny odhad rozptylu o2 je velmi obtiZné, a proto se astéji
pouZivd metoda nejmensich ¢tverci, a to bud podminéné nebo nepodminéné (vice Cipra,
(1986)). Podminénd metoda nejmensich ¢tvercti odhaduje autoregresni koeficient a a
rozptyl 02 v modelu AR(1) nasledovné:

n n
——— 1
d = arg min E (Vi —aY;_1)? a o2= — E (V; —aY-1)?,
a —_
t=2 t=2

zatimco koeficient b a rozptyl o v modelu MA(1) takto:

b= argmbin Z(Yt ~bé;_1)?

t=2
kde &3 =Y1, éa=Ys—bé1 =Y, —-0bY1, é3=Y5—-béa=Y3-b(Yo—-0Y7),...,
o L N Mo ba ) kde b= Vi, B=Ye— BYi, Ga— Vs b(Ya— BVA)
’I’L-—l - k) ) b)

t=2

V naSem piipadé jsm/e\ metodou podminénych nejmensich ¢tverct dggtali pro model
AR(1): &= 0.3376 a 02 = 7756.8 a pro model MA(1): b = 0.39398 a o2 = 7599.8.

Poznamenejme, Ze pro model MA(1) je minimalizace nejmensich ¢tverci nelinedrni
uloha, kterou je tfeba Fesit néjakou iteradni numerickou metodou.

Vzhledem k tomu, Ze pro oba /s\tudova,né modely je k rovno jedné, vybereme z nich
ten model, pro ktery je mensi 02, tj. v nafem piipadé MA(1). Priteme-li je$td na
pocatku odecteny primeér, modelujeme Casovou fadu pomoci:

305.4776 + e; 4+ 0.39398¢e;_1, kde Ee; =0, Vare; = 7599.8.

Tento model pouZijeme také pro predikci priimérného ro¢niho pritoku Labe v roce 1989.
Predpokldddme-li, Ze ¢asova rada tvoii MA(1) posloupnost, pak pro nalezeni predikce
Yiy1(t) pro &as t + 1 na zéklads znalosti hodnot ¢asové Yady a% do dasu ¢ pouZijeme
rekurentni vztah: R A X
Yi1(t) = 0(Y; = Yi(t - 1))

s podatedni podminkou Y;(1) = 0. P¥ipomeiime, %e fada {Y;, t =1,2,...} je naméfenou
casovou fadou, od které jsme odecetli celkovy primér. V nafem pripadé Y1989(1988) =
= 10.75. Primé&rny pritok pro rok 1989 pak predpovime hodnotou Z + Yigge(1988) =
= 305.48 + 10.75 = 316.23 m3/s.

Odpovéd: Primérné roéni pritoky Labe v D&Einé je vhodné modelovat posloupnosti:
305.4776 + e; + 0.39398 ¢;.1, kde Ee; =0, Vare; = 7599.8.

Na zakladé tohoto modelu pfedpoviddme, Ze primérny roéni pritok v roce 1989 bude
roven 316.23 m3/s.
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Neresené priklady

Priklad 12.9.

V &asovych okamzicich ¢ = 1,2,...,n pozorujeme fadu Y1,Ys,...,Y,. Odhadnéte
metodou nejmensich ¢tvercd parametry ¢ a b v modelu:

_{chet, prot < k;
b c+b(t—k)+ e, prot>k;

kde {e:} jsou ndhodné chyby. Problém spo&iva v proloZeni dat funkei, kterd je na
intervalu (0, k) konstantni a na intervalu (k,n) linedrni a zérovei je v bodé k spojité.

Aplikujte na pramérné ro¢ni teploty méfené v Klementinu (viz p¥iklad 12.1), kde
za k vezméte index odpovidajici roku 1900.

Priklad 12.10.

Tabulka uddvé vyvoj priimérného véku mu¥# a %en v Ceské republice od roku 1947
do roku 1996.

rok muZi Zeny rok muZi Zeny
1947 60.30 65.05 1972 67.22 73.66
1948 61.54 66.16 1973 66.52 73.64
1949 62.16 66.97 1974 66.76 73.54
1950 62.16 66.97 1975 67.01 73.94
1951 62.16 66.97 1976 67.07 74.14
1952 64.56 69.41 1977 67.13 74.14
1953 65.49 70.11 1978 67.21 74.23
1954 65.86 70.81 1979 67.35 74.30
1955 66.74 71.79 1980 66.84 73.92
1966 67.13 72.22 1981 67.18 74.30
1957 66.74 71.92 1982 67.27 74.40
1958 67.70 72.85 1983 67.02 74.25
1959 67.53 72.94 1984 67.31 74.18
1960 68.03 73.58 1985 67.46 74.70
1961 67.55 73.41 1986 67.46 74.62
1962 66.99 72.95 1987 67.83 75.13
1963 67.41 73.56 1988 68.09 75.27
1964 67.55 73.68 1989 68.11 75.40
1965 67.15 73.42 1990 67.54 76.01
1966 67.25 73.76 1991 68.21 75.67
1967 67.16 73.67 1992 68.52 76.11
1968 66.60 73.46 1993 69.28 76.35
1969 66.02 73.15 1994 69.53 76.55
1970 66.12 73.01 1995 69.96 76.94
1971 66.18 73.32 1996 70.37 77.27




12, CaS0VE FaY vt v ittt ittt ettt et et e e e e e 143
Od roku 1960 se zd4, Ze primérnd délka Zivota Z; roste s ¢asem kvadraticky:
Zy=a + bt + ct?.

Budeme-li pfedpokladdat, Ze primérna délka Zivota poroste i nadale timto zptisobem,
odhadnéte primérnou délku Zivota v roce 2000.
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Priklad 12.11.
UvaZujme casovou fadu {Y:}, jejiz deterministickd slozka se rovnd {sin 2Tt} a na-
hodn4 slozka {e;} m4 stfedni{ hodnotu nulovou a konstantni rozptyl o2:

2nt
Y; = m(t) + e, kde m(t) =sin Tg—
Tuto fadu jsme napozorovali v ¢asech t = 0,1,...,12. Rozhodli jsme se ji vyhladit

klouzavymi priméry
Vi 1+Yi+ Y

3
Jakou stfedni hodnotu a jaky rozptyl budou mit veli¢iny {rn(t), t = 1,...,11}? Ve
kterém Casovém okamziku ¢ nedochdz{ p¥i vyhlazeni k systematickému zkresleni a ve
kterém dochézi naopak k nejvétsimu zkresleni?

m(t) =

Priklad 12.12.

Zjistéte, zda primérné ro¢ni teploty mérené v Klementinu v letech 1807-1899 (viz
piiklad 12.1) mohou byt povaZovany za nezavislé ndhodné veliciny.

Priklad 12.13.

Bé&hem ¢&tyr dnid za stdlého podasi byla v Sestihodinovych intervalech mé&fena na
uréitém misté teplota vzduchu ve stupnich Celsia (prvni hodnota je z Sesti hodin réno
prvntho dne): 11, 21, 17, 9, 9, 19, 16, 9, 12, 23, 20, 11, 10, 13, 21, 9. Najdéte vhodny
periodicky model pro tuto ¢asovou fadu. Odhadnéte teplotu pro dalgi den ve 3 hodiny
odpoledne (za predpokladu, Ze pod&asi vydrzi). Odhadnéte té%, ve kterou denni dobu
daného obdobi dosahovala teplota svého maxima.
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Priklad 12.14.

V deviti po sobé jdoucich dnech po havérii byla mé&fena radioaktivita na uréitém
misté: 1578.2, 952.8, 568.4, 352.7, 213.1, 128.8, 78.5, 48.2, 28.9. Navrhnéte exponenciilni
regresni model pro tuto ¢asovou Fadu, odhadnéte velikost radioaktivity pro nasledujici
(tj. desaty) den. Odhadnéte, ktery den radioaktivita klesne poprvé pod 5 jednotek.

Priklad 12.15.

V nésledujici tabulce je zachycen vyvoj kursu akcie Skody Plzefi na burze cennych
papiril v Praze v jednotlivych burzovnich dnech obdobi od 29. dervna 1993 do 9. &ervna
1994 (kursy v K¢ jsou chronologicky sefazeny po sloupcich). Provedte analyzu této
Casové fady akciogramem podobné jako v p¥ikladu 12.4. Porovnejte &etnosti signald
k nékupu a prodeji, kdyz zvolite pro dlouhy primér o = 0.1, resp. a = 0.2.

400 300 398 520 700 8156 720 726 700 650 635
360 360 477 624 770 815 750 700 680 650 572
324 330 572 700 810 800 750 700 685 650 520
292 330 686 650 800 800 750 750 650 655 468
234 300 823 677 820 800 750 750 650 665 423
187 315 987 680 845 770 730 730 650 650 425
224 345 790 670 761 847 700 740 650 650 450
250 360 632 685 810 800 660 705 650 645 450

Priklad 12.16.
Ze 400 ¢lent stacionarni Gasové Fady byla vypoétena vybérova autokovarianéni funkce
(uvadime jen n&kolik prvnich &lent):
R(0) = 1.9936, R(1)=0.4017, R(2)= —1.2156,
R(3) = —0.6995, R(4) =0.5982, R(5)= —0.2361.
Rozhodneme-li se data povaZovat za realizaci Giseku autoregresni posloupnosti nejvyse
tfetiho radu, jaky rad je optimalni zvolit?
P#iklad 12.17. |
Nasledujici tabulka udava hodnoty Dow Jonesova burzovniho indexu ve dnech 28.

srpna aZ 18. prosince 1972. Udaje jsou fazeny postupné do sloupct. Vyhladte &asovou
fadu pomoci klouzavych primérd a pomoci normélniho jadra.

110.94 109.60 109.53 112.06 114.65 118.70 124.11 123.18
110.69 109.31 109.89 111.96 115.06 119.28 124.14 122.67
110.43 109.31 110.56 111.68 115.86 119.66 123.37 122.73
110.56 109.25 110.56 111.36 116.40 120.14 123.02 122.86
110.75 109.02 110.72 111.42 116.44 120.97 122.86 122.67
110.84 108.54 111.23 112.00 116.88 121.13 123.02 122.09
110.46 108.77 111.48 112.22 118.07 121.556 123.11 122.00
110.56 109.02 111.58 112.70 118.51 121.96 123.05 121.23
110.46 109.44 111.90 113.15 119.28 122.286 123.05

110.05 109.38 112.19 114.36 118.79 123.79 122.83
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Priklad 12.18.

Z obrézku je patrné, Ze Casovéd Ffada popisujici chovani Dow Jonesova burzovniho
indexu neni stacionarni. Radu lze stacionarizovat tim, %e utvo¥fme ¥adu postupnych
diferenci. Pro fadu téchto diferenci najdéte pomoci Akaikeho kritéria nejlepsi model
mezi modely AR(1), AR(2), MA(1), MA(2) a ARMA(1,1). Nalezeny model pouZijte
pro predikei hodnoty burzovniho indexu pro nasledujici den.
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