Reseni vzorové pisemky z M1A

Pozndmky:

1. Resen{ tiloh ze vzorové pisemky jsou formulovana dosti podrobné (podobnym zptisobem jako u fese-
nych piiklada ve skriptech). U zkousky lze jednotlivé kroky postupu komentovat stru¢néji.

2. V tadé pripadi lze postupovat i jingm zptisobem, nez jak je uvedeno ve vzorovych fesenich.



1.

Reseni vzorové pisemky z M1A — piiklad 1

Je déna funkce

f(x) = arccotg r—e
x

a) Vypoctéte limity: lirf fl@), lm f(z), lim f(x), lirg f(x). Urcete vSechny asymptoty grafu
r—r+00 r—r—00 r—0_

=04

funkce f.

b) Najdéte véechny body grafu funkce f, v nichZ je teéna grafu kolm4 k pfimce o rovnici 52z —y +3 = 0.

c) Urcete vSechny maximdlni intervaly, na nichz je f ryze konvexni, resp. ryze konkdvni, a vSechny

inflexni body grafu funkce f.

Resend.

a) Ztejmé Df = R\ {0} = (—o0, 0) U (0, +00). Protoze

. r—2 . r—2 . r—2 —2 . r—2 —2
lim = lim — =1, lim = — = —00, lim = — =400,
r—+o0 T T——00 I z—04 I —+0 x—=0_ —0
dostaneme

lim f(z)= lim f(z) = arccotgl = ir,

r—+o0 T——0Q
lim f(z) = lim arccotgz =, lim f(z) = lim arccotgz = 0.
z—04 Z—»—00 z—0_ z—+00

Ze spojitosti funkce f a z hodnot vypoctenych limit vyplyvé, Ze jedinou asymptotou grafu funkce f je
primka
y:in pro  — +o00 i pro r — +oo.

[Pfimka x = 0 neni asymptotou grafu funkce f, nebot obé jednostranné limity funkce f v bodé 0 jsou
vlastni.]

b) Rovnici dané piimky (ozna¢me ji p) lze psat ve tvaru y = 5z + 3, tudiz ma smérnici k, = 5. Tecna t
grafu funkce f ma byt kolma k piimce p, tedy pro jeji smérnici k; plati k, - kx = —1; odtud k; = —é.
Ozna¢me T = [Z, f(Z)] hledany bod dotyku. Pak k; = f'(Z), a tedy hleddme v8echna ¢éisla T € Df, pro
néz f'(z) = —¢. Vypoéteme

1 loz—(z—2)-1 2 1
4 = — . = — = — = _D .
/@) T —2)\2 z? 22+ (x —2)2 -2z +2 /i
1+ (2=5)
xr
pak
! e 2 o 3-0 e s——1vi=3
2-22+2 5 rosTe s v e
Body grafu funkce f s pozadovanou vlastnosti jsou dva:
Ty = [-1, arccotg 3], Ty = [3, arccotg %]
c) Vypocéteme
@)= [~ —20+2)7) = ~(-1)(@? -20+2)7% (20— 2) = 2=l € Df
(22 — 22 +2)2” '

Plati
f'(x)=0 < z=1.

Znaménko ¢&isla f”(x) pro kazdé x € Df = (—oo, 0) U (0, +00) zapiSeme do tabulky:

Z (70070) (Oal) 1 (17+OO)
@] — [ - Jo[ +

Odtud a z toho, ze funkce f je spojitd v bodé 1, plyne:

f je ryze konvexni na intervalu {1, +00),

f je ryze konkdvni na intervalech (—oo, 0) a (0, 1).
Inflexnim bodem grafu funkce f je bod

[1, f(1)] = [1, arccotg(—1)] = [1,

NI
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Je dana mnozina .# vSech pétithelniki daného obvodu 1m, které jsou sjednocenim obdélniku a rovno-
stranného trojuhelniku, pficemz obdélnik a trojahelnik maji jednu spole¢nou stranu.

a) Najdéte funkci S proménné a, ktera vyjadiuje zavislost obsahu pétitihelniku z mnoziny .# (v m?) na
délce a strany prislusného trojuhelniku (v metrech).

b) Urcete defini¢éni obor DS a vypoctéte derivaci S’ funkce S.

c) Najdéte bod ag € DS, v némz m4 funkce S globalni maximum. Ovéite, Ze jde opravdu o globalni
maximum. Uréete oba rozméry obdélnikové Casti pétithelniku z mnoziny .#, ktery ma maximalni
obsah.

Resend.

a) Pétithelnik z mnoZiny .# je sjednocenim obdélniku o rozmérech a, b (v metrech) a rovnostranného
trojihelniku o strané délky a. Veli¢iny a, b jsou na sobé vzajemné zavislé, nebot pro obvod o p&tithelniku
plati

0=3a+2b=1. (1)

Obdélnik mé obsah
Sl = ab,

rovnostranny trojuhelnik ma obsah

=[S
[ V)

1
Sy = §a'asin60° =

a obsah pétithelniku je

S =S+ S = 1[4ab+ V3a?]. (2)
Hledanou funkci S ziskdme tak, ze z (1) vyjadiime
b= 1(1-3a) 3)

a toto vyjadieni dosadime do (2):
S(a) = 1[2a(1 - 3a) + \/?;az] =120 (6 - \/§)a2].
b) Defini¢ni obor DS funkce S uréime z podminek a > 0, b > 0. Podle (3) je
a>0Ab=3(1-3a)>0 < 0<a<3,

).

S'(a)=1[2-(6-V3) -2a] =1[1— (6-V3)a], acDS.

a tedy
DS = (0,

W=

Vypocteme

c) Vypocteme

S'(a)=0 <= a=ag =

Protoze 1 < /3 <2, je
1 1 - 1 - 1 1
_—= — an = —— _— =
5 6-1 " 6-3 6-2 4’

a tedy vypoctené ¢islo ag je prvkem intervalu (%, i), neboli i intervalu DS = (07 %)

Znaménko &isla S’(a) pro kazdé a € DS = (0, % zapiseme do tabulky:

a |(0, ao)|ao | (a0, 3)
S| + o] -

Odtud vyplyva, ze funkce S je rostouci na intervalu (0, ag) a klesajici na intervalu {ayo, %), a proto ma
v bodé ag globalni maximum.

Rozméry obdélnikové ¢asti pétithelniku z mnoziny ., ktery ma maximéaln{ obsah, jsou (v metrech)
1 6+43 po_ L=8a0 _5-V3
T 6-v3 33 0T 2 T 22

ao
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3. Necht A eR je parametr. Jsou dany vektory
m=(1,-1,4), w=>1,A —-6), w=(6,9,)), v=(3,7,2).

a) Najdéte mnozinu M v8ech hodnot parametru A, pro néz je tfi¢lennd skupina vektort (uy, us, uz) bézi
vektorového prostoru R3.

b) Pro A =9 vyjadiete vektor v jako linedrni kombinaci dvojélenné skupiny {uy, us).

c) Najdéte vSechny hodnoty parametru A, pro néz vektor v neni linedrni kombinaci t¥{¢lenné skupiny
<ula uz, U3>.

Resent.

a) Vypocteme

1, -1, 4
I, A —6|=A2+36+36—24\+54+ A =A2—23)\+126 = (A—9)(\ — 14).
6, 9, A

Protoze dim R?® = 3, ti{¢lennd skupina (uy, us, u3) je bazi vektorového prostoru R?, pravé kdyz je linearné
nezavisla; to nastane, pravé kdyz je determinant nenulovy, tj. pravé kdyz A #9 A A # 14. Tedy

M =R\ {9,14}.
b) Necht A =9, tj. un = (1,9, —6). Hleddme ¢isla oy, s € R tak, aby platilo

QiU + oy = V.

Tato vektorova rovnice je ekvivalentni se soustavou tii linearnich rovnic s nezndmymi o, ag. V rozsifené
matici této soustavy jsou slozky vektoru uy, us, v zapsany ve sloupcich; dostaneme

1, 1|3 1, 1 3
-1, 9| 7|~f0 10 10 ~<1’ 1 3).

4, —6 | 2 0, —10 -10 0, 10 10
Soustava
a1 + Qg = 3
10 = 10

ma TeSeni as =1, oy = 2. Tedy
v =2u + Us.

c) Z a) vime, Ze pro A € R\ {9,14} je tiiclenna skupina {uy, u, u3) bazi vektorového prostoru R?, a tedy
libovolny vektor z R? je linedrni kombinaci baze.

Z b) vime, ze pro A = 9 je dany vektor v linedrni kombinaci dvoj¢lenné skupiny {uy, us), a tedy i t¥iclenné
skupiny (uy, te, us) (napf. v = 2wy + us + Ous).

Necht A =14, tj. up = (1,14,—6), u3 = (6,9,14). Vektor v je linedrni kombinaci t¥i¢lenné skupiny
{u, uy, u3y, pravé kdyz existuji éisla f1, B2, B3 € R takova, ze SBiuy + Baus + Bsus = v. Tato vektorova
rovnice je ekvivalentni se soustavou t¥i linearnich rovnic s nezndmymi 31, B2, 83. Pro rozsifenou matici
této soustavy dostaneme

1, 1, 6|3 1, 1, 6 3 1, 1, 6 3
-1, 14, 9| 7]~(0 15 15 10| ~10 15 15 10
4, —6, 14 | 2 0, —10, —10 | —10 0, 0, 0| —10

ProtoZe matice soustavy mé hodnost h = 2, zatimco rozsifend matice soustavy mé hodnost h’' = 3,
soustava nemd FeSeni, a tedy pro A = 14 vektor v neni linedrni kombinaci skupiny {uy, us, u3).

Zéavér: Vektor v neni linearni kombinaci skupiny {uy, us, u3), pravé kdyz

A=14.
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4. v prostoru jsou dany body
A=1[1,1,-3, B=[-2,0,1, C=[3,4,-1, D=8, 3,5

a) Urdete vzdjemnou polohu pfimky p prochdzejici body A, B a piimky ¢ prochézejici body C, D.

b) Vypoctéte obsah trojihelniku ABC.
c) Najdéte bod D’ soumérné sdruzeny s bodem D podle roviny ¢ prochézejici body A, B, C.

Resent.

a) Smérovy vektor pfimky p je (napf.) vektor u= B — A = (-3, —1, 4), smérovy vektor piimky ¢ je
(napt.) vektor v =D — C = (5, —1, 6). Protoze dvojice vektort u, v je linedrné nezavisla, pfimky p, ¢
jsou bud rtznobézné, nebo mimobézné.

Oznatme w=C — A= (2, 3,2). Jeli trojice u, v, w linedrné zavisla, jsou pfimky p, ¢ rtiznobéiné,
v opa¢ném piipadé jsou mimobézné.

O linearni zavislosti, popf. nezavislosti trojice vektord u, v, w rozhodneme napf. vypoctem determinantu:

—3, -1, 4
5, —1, 6|=6+60—12+8+ 54+ 10 = 126.
2, 3, 2

Protoze tento determinant je nenulovy, trojice u, v, w je linedrné nezavisla, a tedy primky p, g jsou
mimobézné.
b) Pro obsah S trojuhelniku ABC' plati

S=%|(B—A)><(C—A)|:%\u><w\.

Vypocteme

-3 -l D =(—14, 14, -7) = —-7(2, -2, 1).

Odtud

S =472 -2 )| = - |-TVP+ (2P + P = § 73—

c) Protoze vektor n, = (2, —2, 1) je normélovy vektor roviny g, lze obecnou rovnici této roviny psat
ve tvaru 2z — 2y + z + d = 0; dosadime-li do ni soufadnice (napi.) bodu B, dostaneme d = 3. Obecna
rovnice roviny o tedy je

o[

20 —2y+2+3=0.
Hledejme nejprve kolmy primét R bodu D do roviny p. Pfimka r prochéazejici bodem D a kolma k roviné p

maé vektorovou rovnici

X =[8,3, 5 +¢(2, -2, 1).

Prusec¢ikem ptimky r s rovinou g je hledany bod R = [8 4+ 2t, 3 — 2¢, 5 + t], kde ¢ je FeSenim rovnice
284+2t) —2(3—-2t)+ (5+¢)+3=0,
po upravé 9t + 18 =0, a tedy t = —2. Odtud
R=1[4,7,3].
Pro bod D’ soumérné sdruzeny s bodem D podle roviny o plati

D' =R+ (R—D)=[4,7,3] +(—4, 4, —2) = [0, 11, 1].



