MMI1G Zadani a reSeni:

BLOK 1 (25 BODU)

2 1
Piiklad 1 (21 b.) Pro funkei f(z) = ?xz; —  wrete
X

a) (5 b.) defini¢éni obor, pruseciky nebo body dotyku grafu f s osami soufadnic, inter-
valy, na kterych je funkce kladna ¢i zapornd, a zda je suda nebo licha (zduvodnéte);

b) (4 b.) intervaly, na kterych je funkce rostouci/klesajici, a lokdlni extrémy (vcéetné
hodnoty funkce f); Pozndmka: Pro kontrolu: f'(—1) =6/25 = f'(1), f'(3) = —10/169;

¢) (5 b.) intervaly, na kterych je funkce konvexni nebo konkévni, souradnice inflexnich
bodu grafu funkce; Pozndmka: Pro kontrolu: f"(—1) = 44/125, f"(2) = —1/8,;

d) (5b.) svislé a sikmé asymptoty (vypoctem; pokud zjistite, ze neexistuji, toto zjisténi
zapiSte) a nakreslete graf funkce f;

e) (2 b.) globélni extrémy funkce f a obor hodnot.

Reseni: a) Dy = (—00, +00).

Graf f protind osu y v [0, —1/4] a osu v kofenech polynomu % — 8z +4, tj. [4 —2v/3,0]
a [4+2v3,0].

Kladnd na (4 — 2v/3,4 4 2v/3), zdpornd na (—o0,4 — 2v/3) a (4 + 2v/3, +00).

: . v, 2(—x) 1 2z 1 2z 1
Anlsudaanlhcha: m—zz—x2+4—1#—<m—z)
2(x? +4) — 222 —222 + 8
b) F(x) = (2 +4) — 2220  —22%+
(l’2+4)2 (.T2—|—4)2

f'(x) < 0na (—o0,—2) ana (2,+00), tj. f je zde klesajici (vcetné krajnich bodu x = —2
a x = 2), nikoli vSak na sjednoceni intervalu. Rostouci na [—2,2].

Ostré lokdlni min. x = —2, f(—2) = —3/4, ostré lokdlni max. = = 2, f(2) = 1/4.
a2+ 4 — (=222 +8)2(22 + 4)20  —4w (2% +4) + (222 — 8)4w

c) f"(z
) /@) (22 4 4)* (22 4 4)°
Az (2® - 12)
(2 + )"
Jest f"(z) = 0 pro = +2v/3 a z = 0, tj. funkce je na intervalu (—oo, —2+/3] konkavni,
na [—2+/3, 0] konvexni, na [0, 2/3] konkdvni a na [2v/3, +o0] konvexnf,

Inflexnf body [—2v/3, —(1 + v/3)/4], [0, —1/4] a [2v/3, (—1 + V/3) /4].

d) Svislé asymptoty nema. ] R

Sikm4 asymptota y = kx + ¢ = 0. V¥pocet k a ¢ 5 0 ; B
- B l =014
2 0.2
k= lim &2 =0
T—r—00 X
2z 1 1
1= a1 1

Totéz pro x — +oo. Graf

e) Z prubéhu plyne, ze lokalni extrémy jsou zdroven i extrémy globalni. Tudiz obor
hodnot je uréen hodnotami funkce v globdlnich extrémech, tj. Hy = [—3/4, 1/4].
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Piiklad 2 (4 b.) K funkci f(z) = — urcete Tayloruv polynom 75 (tj. polynom druhého
T
3 3
Yo (2
19536
3 3
Nen(2)]
/(2)-= ()
Resent: f'(x) = —x72, f"(x) =223, f"(z) = —62*.

Tedy To(z) =1—(z— 1)+ (z —1)* =2 -z + (z — 1)%.
Absolutni hodnota chyby a jeji odhad:

3 3 2 3 1 2 1 1 8§—6—-3 1
— | =T — = |- =2 - — — = |- — - — — = || = —
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stupné) v bodé a = 1. Odhadnéte hodnotu

pomoci Lagrangeova

zbytku R3 a odhad srovnejte se skute¢nou hodnotou

kde &3 € (1, g), tj. v odhadu uplatnime |f"”(1)] =6 >

()]

BLOK 2 (25 BODU)
Piiklad 3 (8 b.) Jsou dény body [—1,2], [0, 1], [2,5], [3, —14]. Prolozte jimi Newtonuv
polynom. Poznamka: Polynom ma celociselné koeficienty.

Resend: Polynom p(z) = ag + ay(z + 1) + ag(x + D + as(x + 1)a(x — 2).
Dosazenim zadanych soufadnic odvodime soustavu rovnic pro neznamé (ag, ay, as, az)™

10 0 0 | 2

s rozsifenou matici 110 0| L
13 6 0 | 5
1 4 12 12 | 14

a s tesenim ag =2, a; = —1, as = 1, a3 = —2.

Newtonuv polynom (staci jedna varianta)

px)=2—(z+1)+ (z+ 1)z —2(x+ a(x — 2) = —22° + 32° + 4o + 1.

iklad 4 (8 b.) Rovnici 2z — 3y — 2z + 8 = 0 je dédna rovina 0. Rovina g je ddna body
[,1—1] =[2,—-1,2] a C =12,2,2].
a) (2 b.) Napiste obecnou rovnici roviny p.
b) (3 b.) Prunikem rovin o a ¢ je pifmka, oznac¢me ji p. Odvod'te jeji vektorovou
rovnici.
c¢) (1 b.) Urcete souradnice bodu @, jenz je prunikem piimky p a roviny ur¢ené osami
x ay, tj. roviny dané rovnici z = 0.
d) (2 b.) Urcete vzdjemnou polohu souradné osy y a pifmky p. Pokud maji spoleény
bod, uved’te jeho souiadnice.

Resend: a) Definujme tap = B — A = (1,-2,3) a tyc = C — A = (1,1,3). Pak i =
Uap X Uap = (—9,0,3) ap:3x—2z+d=0.
Z C € pplyne p:3x —z—4 =0 (zkouska: A, B,C € p).

Pr
A=



b) Resme soustavu dvou rovnic 2z — 3y — 22+ 8 =0a 3z — 2 —4 = 0.
Volba z =t ddvd 2 = —4+3t a3y =2t —2(—4+3t)+8=16—4t = y=16/3 — 4t/3.
Zavedme t = 1 + 3s, odtud
piimka p: X = P+ sv, kde P = [1,4,—1], ¥ = (3,—4,9) a s € R.

c¢) Pro spoleény bod plati —1 +9s = 0, tedy s = 1/9. Odtud @ = [4/3, 32/9, 0].

d) Normélovy vektor roviny p je (3,0, —1) a smérovy vektor osy y je (0, 1,0), vektory
jsou na sebe kolmé, tudiz osa y bud lezi v roviné p, nebo je s ni rovnobéznd. Prvni pifpad
nenastava, protoze bod [0, 0, 0] lezi na ose y, nikoli vsak v roviné ¢ (ani na pifmce p). Osa
y neprotina rovinu o, v niz lezi piimka p. Osa y a pfimka p jsou mimobézné.

Nebo jinak — vypoctem. Vektorova rovnice osy y: X = r(0,1,0), kde r € R. Hleddme
spolecny bod osy y a piimky p. Hledame tedy r, s, aby platilo 1 +3s = 0, 4 —4s = r
a —1+ 9s = 0. Prvni a treti rovnice ukazuji, ze tato soustava nema teseni, prusecik tedy
neexistuje. Osa y a pfimka p jsou mimobézné.

Piiklad 5 (9 b.) a) (5 b.) Urcete vlastni é&isla a vlastni vektory délky /10 matice

11 9

_ 4 4
A7l W
4 4

b) (2 b.) Ozna¢me B & A-1A-1 Urcete vlastnf éfsla a vlastnf vektory délky v/10

matice B.

¢) (2 b.) Oznacme C 4B +1, kde I je matice identity. Uréete vlastn{ &fsla a vlastni
vektory délky v/10 matice C. Rady: Nelekejte se, ze pruky matice A jsou zlomky. V tikolech
a) a b) jste ziskali zkuSenosti s vlastnimi vektory. Zacnéte dvahami o tom, co by mohly
byt vlastni vektory matice C'.

< 11 1 1
Reseni: a) |A — M| = (—— - )\) (—9 - )\) + sl

4 4 16
8 —209 + 81
Charakteristickd rovnice \? — Z)\ + 17(: =X — 2\ — 8 = 0 mé feSeni \; = —2
a )\2 =4.
s 9N /39
g N O 4 4 4 - 4 41 -
V. v. u; ptislusny A\ = —2: 9 19 N 8) 9 97 (1 3)
4 4 4 4 4
= ou =2
1 — 1 Y
11 16 9 27 9
s N A 4 4 4 -~ 4 41
V. V. Uy prislusny o = 4: 9 19 16) 9 3 (3 1)
4 4 4 4
-1
1
b) VL. ¢isla p a vl. vek. matice B: p; = A\{? = U H2= 2= 16 ¥

D
C) Cul = <4lu1 + 1) U = 2“17 Cu2 = (4/.12 + 1) Ug = Z’U,Q.

5
Vlastni ¢isla 2 a 7 vlastni vektory u; a us.



