
MM1G Zadáńı a řešeńı:

Blok 1 (25 bod̊u)

Př́ıklad 1 (21 b.) Pro funkci f(x) =
2x

x2 + 4
− 1

4
určete

a) (5 b.) definičńı obor, pr̊useč́ıky nebo body dotyku grafu f s osami souřadnic, inter-
valy, na kterých je funkce kladná či záporná, a zda je sudá nebo lichá (zd̊uvodněte);

b) (4 b.) intervaly, na kterých je funkce rostoućı/klesaj́ıćı, a lokálńı extrémy (včetně
hodnoty funkce f); Poznámka: Pro kontrolu: f ′(−1) = 6/25 = f ′(1), f ′(3) = −10/169;

c) (5 b.) intervaly, na kterých je funkce konvexńı nebo konkávńı, souřadnice inflexńıch
bod̊u grafu funkce; Poznámka: Pro kontrolu: f ′′(−1) = 44/125, f ′′(2) = −1/8;

d) (5 b.) svislé a šikmé asymptoty (výpočtem; pokud zjist́ıte, že neexistuj́ı, toto zjǐstěńı
zapǐste) a nakreslete graf funkce f ;

e) (2 b.) globálńı extrémy funkce f a obor hodnot.

Řešeńı: a) Df = (−∞,+∞).
Graf f prot́ıná osu y v [0,−1/4] a osu x v kořenech polynomu x2− 8x+4, tj. [4− 2

√
3, 0]

a [4 + 2
√
3, 0].

Kladná na (4− 2
√
3, 4 + 2

√
3), záporná na (−∞, 4− 2

√
3) a (4 + 2

√
3,+∞).

Ani sudá ani lichá:
2(−x)

(−x)2 + 4
− 1

4
= − 2x

x2 + 4
− 1

4
6= −

(

2x

x2 + 4
− 1

4

)

.

b) f ′(x) =
2(x2 + 4)− 2x2x

(x2 + 4)2
=

−2x2 + 8

(x2 + 4)2

f ′(x) < 0 na (−∞,−2) a na (2,+∞), tj. f je zde klesaj́ıćı (včetně krajńıch bod̊u x = −2
a x = 2), nikoli však na sjednoceńı interval̊u. Rostoućı na [−2, 2].
Ostré lokálńı min. x = −2, f(−2) = −3/4, ostré lokálńı max. x = 2, f(2) = 1/4.

c) f ′′(x) =
−4x (x2 + 4)

2 − (−2x2 + 8)2(x2 + 4)2x

(x2 + 4)4
=

−4x (x2 + 4) + (2x2 − 8)4x

(x2 + 4)3

=
4x (x2 − 12)

(x2 + 4)3
.

Jest f ′′(x) = 0 pro x = ±2
√
3 a x = 0, tj. funkce je na intervalu (−∞,−2

√
3] konkávńı,

na [−2
√
3, 0] konvexńı, na [0, 2

√
3] konkávńı a na [2

√
3,+∞] konvexńı,

Inflexńı body [−2
√
3,−(1 +

√
3)/4], [0,−1/4] a [2

√
3, (−1 +

√
3)/4].

d) Svislé asymptoty nemá.
Šikmá asymptota y = kx+ q = 0. Výpočet k a q:

k = lim
x→−∞

2x
x2+4

− 1

4

x
= 0

q = lim
x→−∞

2x

x2 + 4
− 1

4
= 0− 1

4

Totéž pro x → +∞. Graf

e) Z pr̊uběhu plyne, že lokálńı extrémy jsou zároveň i extrémy globálńı. Tud́ıž obor
hodnot je určen hodnotami funkce v globálńıch extrémech, tj. Hf = [−3/4, 1/4].



Př́ıklad 2 (4 b.) K funkci f(x) =
1

x
určete Taylor̊uv polynom T2 (tj. polynom druhého

stupně) v bodě a = 1. Odhadněte hodnotu

∣

∣

∣

∣

f

(

3

2

)

− T2

(

3

2

)∣

∣

∣

∣
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zbytku R3 a odhad srovnejte se skutečnou hodnotou
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Řešeńı: f ′(x) = −x−2, f ′′(x) = 2x−3, f ′′′(x) = −6x−4.
Tedy T2(x) = 1− (x− 1) + (x− 1)2 = 2− x+ (x− 1)2.

Absolutńı hodnota chyby a jej́ı odhad:
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kde ξ 3
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∈
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, tj. v odhadu uplatńıme |f ′′′(1)| = 6 ≥
∣
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Blok 2 (25 bod̊u)

Př́ıklad 3 (8 b.) Jsou dány body [−1, 2], [0, 1], [2, 5], [3,−14]. Proložte jimi Newton̊uv
polynom. Poznámka: Polynom má celoč́ıselné koeficienty.

Řešeńı: Polynom p(x) = a0 + a1(x+ 1) + a2(x+ 1)x+ a3(x+ 1)x(x− 2).
Dosazeńım zadaných souřadnic odvod́ıme soustavu rovnic pro neznámé (a0, a1, a2, a3)

T

s rozš́ı̌renou matićı









1 0 0 0 | 2
1 1 0 0 | 1
1 3 6 0 | 5
1 4 12 12 | −14









a s řešeńım a0 = 2, a1 = −1, a2 = 1, a3 = −2.
Newton̊uv polynom (stač́ı jedna varianta)

p(x) = 2− (x+ 1) + (x+ 1)x− 2(x+ 1)x(x− 2) = −2x3 + 3x2 + 4x+ 1.

Př́ıklad 4 (8 b.) Rovnićı 2x− 3y − 2z + 8 = 0 je dána rovina σ. Rovina ̺ je dána body
A = [1, 1,−1], B = [2,−1, 2] a C = [2, 2, 2].

a) (2 b.) Napǐste obecnou rovnici roviny ̺.
b) (3 b.) Pr̊unikem rovin σ a ̺ je př́ımka, označme ji p. Odvod’te jej́ı vektorovou

rovnici.
c) (1 b.) Určete souřadnice bodu Q, jenž je pr̊unikem př́ımky p a roviny určené osami

x a y, tj. roviny dané rovnićı z = 0.
d) (2 b.) Určete vzájemnou polohu souřadné osy y a př́ımky p. Pokud maj́ı společný

bod, uved’te jeho souřadnice.

Řešeńı: a) Definujme ~vAB = B − A = (1,−2, 3) a ~vAC = C − A = (1, 1, 3). Pak ~n =
~vAB × ~vAB = (−9, 0, 3) a ̺ : 3x− z + d = 0.
Z C ∈ ̺ plyne ̺ : 3x− z − 4 = 0 (zkouška: A,B,C ∈ ̺).

2



b) Řešme soustavu dvou rovnic 2x− 3y − 2z + 8 = 0 a 3x− z − 4 = 0.
Volba x = t dává z = −4 + 3t a 3y = 2t− 2(−4 + 3t) + 8 = 16− 4t ⇒ y = 16/3− 4t/3.
Zaved’me t = 1 + 3s, odtud
př́ımka p : X = P + s~v, kde P = [1, 4,−1], ~v = (3,−4, 9) a s ∈ R.

c) Pro společný bod plat́ı −1 + 9s = 0, tedy s = 1/9. Odtud Q = [4/3, 32/9, 0].

d) Normálový vektor roviny ̺ je (3, 0,−1) a směrový vektor osy y je (0, 1, 0), vektory
jsou na sebe kolmé, tud́ıž osa y bud’ lež́ı v rovině ̺, nebo je s ńı rovnoběžná. Prvńı př́ıpad
nenastává, protože bod [0, 0, 0] lež́ı na ose y, nikoli však v rovině ̺ (ani na př́ımce p). Osa
y neprot́ıná rovinu ̺, v ńıž lež́ı př́ımka p. Osa y a př́ımka p jsou mimoběžné.

Nebo jinak – výpočtem. Vektorová rovnice osy y: X = r(0, 1, 0), kde r ∈ R. Hledáme
společný bod osy y a př́ımky p. Hledáme tedy r, s, aby platilo 1 + 3s = 0, 4 − 4s = r
a −1 + 9s = 0. Prvńı a třet́ı rovnice ukazuj́ı, že tato soustava nemá řešeńı, pr̊useč́ık tedy
neexistuje. Osa y a př́ımka p jsou mimoběžné.

Př́ıklad 5 (9 b.) a) (5 b.) Určete vlastńı č́ısla a vlastńı vektory délky
√
10 matice

A =







−11

4
−9

4
9

4

19

4






.

b) (2 b.) Označme B
def
= A−1A−1. Určete vlastńı č́ısla a vlastńı vektory délky

√
10

matice B.
c) (2 b.) Označme C

def
= 4B+I, kde I je matice identity. Určete vlastńı č́ısla a vlastńı

vektory délky
√
10 maticeC. Rady: Nelekejte se, že prvky matice A jsou zlomky. V úkolech

a) a b) jste źıskali zkušenosti s vlastńımi vektory. Začněte úvahami o tom, co by mohly
být vlastńı vektory matice C.

Řešeńı: a) |A− λI| =
(

−11

4
− λ

)(

19

4
− λ

)

+
81

16
.

Charakteristická rovnice λ2 − 8

4
λ +

−209 + 81

16
= λ2 − 2λ − 8 = 0 má řešeńı λ1 = −2

a λ2 = 4.

V. v. u1 př́ıslušný λ1 = −2:


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;

v. v. u2 př́ıslušný λ2 = 4:
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b) Vl. č́ısla µ a vl. vek. matice B: µ1 = λ−2
1 =

1

4
, u1; µ2 = λ−2

2 =
1

16
, u2.

c) Cu1 = (4µ1 + 1)u1 = 2u1, Cu2 = (4µ2 + 1)u2 =
5

4
u2.

Vlastńı č́ısla 2 a
5

4
, vlastńı vektory u1 a u2.

3


