
1 Diferenciálńı počet

1.1 Limity funkćı

V následuj́ıćıch př́ıkladech vypoč́ıtejte limity (pokud existuj́ı).

1. lim
x→0

tg x
ln(x+1) 2. lim

x→0

sin2 x
cosx−1

3. lim
x→π+

ln(x−π)
cotg x 4. lim

x→0

1−cosx
x2

5. lim
x→0+

x2 ln 1
x 6. lim

x→+∞
1
x sin

2 x

7. lim
x→+∞

arccos x+2√
2x−1

8. lim
x→1

x3

x2−1

9. lim
x→0

x sinx−cosx+1
x2 10. lim

x→+∞
(x2+1) sinx

x3+2

11. lim
x→−∞

(x+ 1) arctg x2+1
x 12. lim

x→+∞
1+sinx
1+x

13. lim
x→0

(1 + sinx)1/x 14. lim
x→0

cos2 x−1
x2e2x

Výsledky: 1. 1, 2. -2, 3. 0, 4. 1/2, 5. 0, 6. 0, 7. π/4, 8. neex., 9. 3/2,
10. 0, 11. +∞, 12. 0, 13. e, 14. −1.

1.2 Geometrický význam derivace

V následuj́ıćıch př́ıkladech najděte rovnici tečny křivky k sestrojené v jej́ım

bodě T .

1. k : y = x2 lnx; T = [1, ?] 2. k : y = x arctg(2− x); T = [1, ?]

3. k : y = 3
√
(x+ 3)2; T = [5, ?] 4. k : y = x+2

x−1 ; T = [2, ?]

Výsledky: 1. x− y− 1 = 0, 2. (π− 2)x− 4y+2 = 0, 3. x− 3y+7 = 0,
4. 3x+ y − 10 = 0.

V následuj́ıćıch př́ıkladech najděte rovnici tečny křivky k rovnoběžnou s př́ımkou p.

5. k : y = x lnx; p : 4x− y − 1 = 0 6. k : y = x−5
x−2 ; p : 3x− y + 1 = 0

7. k : y = arctg x
x−1 p : x+ y − 2 = 0 8. k : y = x3

x2+1
; p : x− y + 1 = 0

Výsledky: 5. y = 4x− e3, 6. y = 3x− 11, y = 3x+ 1, 7. x+ y = 0, 8.

2x− 2y − 1 = 0, 2x− 2y + 1 = 0.

V následuj́ıćıch př́ıkladech najděte rovnici normály křivky k kolmé k př́ımce

p.

9. k : y3 = 2− x; p : 3x+ y + 1 = 0 10. k : y = x−arctg x; p : −x+2y = 0
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11. k : y = (x2+1)ex+1; p : 4y−1 = 0 12. k : y = arctg 1
2x−1 ; p : x− y = 0

Výsledky: 9. x−3y+2 = 0, x−3y−6 = 0, 10. 8x+4y± (12−π) = 0,

11. x = −1, 12. 4x+ 4y + π = 0, 4x+ 4y − π + 4 = 0.

V následuj́ıćıch př́ıkladech určete velikosti úhl̊u, pod nimiž se prot́ınaj́ı dané

křivky.

13. y = sinx, y = cosx 14. xy =
√
5, x2 − y2 = 4

15. y = ex, y = 2e−x + 1 16. y = arctg x, y = arccotg x

Výsledky: 13. φ = arctg (2
√
2), 14. φ = π/2, 15. φ = arctg 3, 16.

φ = arctg (4/3).

1.3 Fyzikálńı význam derivace

1. Hmotný bod se pohybuje po př́ımce. Závislost jeho dráhy (v metrech) na
čase (v sekundách) je popsaná funkćı s(t) = 2t3 − 3t2 + 12t. Určete jeho
okamžitou rychlost a zrychleńı v čase t = 1 s a t = 2 s.

Výsledek: 12m/s, 6m/s2, 24m/s, 18m/s2,

2. Hmotný bod se pohybuje po př́ımce. Závislost jeho dráhy (v metrech) na
čase (v sekundách) je popsaná funkćı s(t) = t3 − 9t2 + 24t. Určete:

a) jeho okamžitou rychlost a zrychleńı v čase t = 1 s a t = 5 s,
b) časy, kdy bod měńı orientaci pohybu a čas, kdy měńı orientaci zrych-

leńı.
Výsledek: a)9m/s, −12m/s2, 9m/s, 12m/s2, b) 2 s, 4 s, 3 s

3. Mladý muž (vysoký 1.8m) s d́ıvkou (vysokou 1.7m) vedle sebe, se pohy-
buj́ı rychlost́ı 1m/s po př́ımce. V Čase t = 0 se nacházej́ı př́ımo pod lampou,
která viśı 6m nad zemı́. Určete jakou dráhu uraźı muž a st́ın temene hlavy
muže za 10 s a o kolik je rychlost st́ınu hlavy muže větš́ı než rychlost hlavy
d́ıvky.

Výsledek: 10m, 14.28m, 0.033m/s

4. Do válcové nádoby s poloměrem podstavy r = 0.3m přitéká od času t = 0
rovnoměrně voda rychlost́ı 10 litr̊u za minutu. Určete rychlost jakou se měńı
výška hladiny vody.

Výsledek: Přibližně 3.5 cm/min

5. Nádoba tvaru kužele má poloměr podstavy 30 cm a výšku 100 cm je po-
stavena vrcholem dolu. Do nádoby přitéká od času t = 0 rovnoměrně voda
rychlost́ı 3 litry za minutu. Určete rychlost jakou se měńı výška hladiny vody
v závislosti na čase. Určete jakou okamžitou rychlost́ı roste hladina v časech
1min, 8min a 27min.
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Výsledek: Přibližně 4.9/
3
√
t2 cm/min, 4.9 cm/min, 1.23 cm/min,

0.5 cm/min

6. Žebř́ık délky l je opřený o svislou stěnu. V čase t = 0 začneme dolńı
konec žebř́ıku odtahovat od zdi konstantńı rychlost́ı v m/s. Hoŕı konec se
bude stále oṕırat o zed’. Zanedbejme třeńı horńıho konce žebř́ıku o zed’ a
všechny daľśı faktory, které pohyb žebř́ıku brzd́ı. Určete okamžitou rychlost
(v závislosti na čase) horńıho konce žebř́ıku, kterou se horńı konec pohybuje.
Určete teoretikou rychlost, kterou horńı konec dopadne na zem.

Výsledek: (v2t)/
√
(l2 − v2t2), teoreticky +∞

1.4 Monotonnie a lokálńı extrémy

V následuj́ıćıch př́ıkladech najděte maximálńı intervaly, na nichž jsou funkce

ryze monotonńı a lokálńı extrémy funkćı.

1. f(x) = x3 − 3x2 − 9x+ 3 2. f(x) = x4 + 4x3 − 8x2 + 4

3. f(x) = x3

3−x2 4. f(x) =
√
4x− x2

5. f(x) = x2e−2x 6. f(x) = x3 lnx2

7. f(x) =
√
3 sinx+cos2 x, x ∈ ⟨0, 2π⟩ 8. f(x) = arctg x

x−1

9. f(x) = x− 3 3
√
(x− 1)2, 10. f(x) = 3x− 6 arctg x

Výsledky:
1. (−∞,−1⟩, ⟨3,+∞) rostoućı, ⟨−1, 3⟩ klesaj́ıćı, lok. max. f(−1) = 8, lok.
min. f(3) = −24.
2. ⟨−4, 0⟩, ⟨1,+∞) rostoućı, (−∞,−4⟩, ⟨0, 1⟩ klesaj́ıćı, lok. max. f(0) = 4,
lok. min. f(−4) = −124, f(1) = 1.
3. ⟨−3,−

√
3), (−

√
3,
√
3), (

√
3, 3⟩ rostoućı, (−∞,−3⟩, ⟨3,+∞) klesaj́ıćı, lok.

max. f(−3) = 9/2, lok. min. f(3) = −9/2.
4. ⟨0, 2⟩ rostoućı, ⟨2, 4⟩ klesaj́ıćı, lok. max. f(2) = 2, lok. min. f(0) = f(4) = 0.
5. ⟨0, 1⟩ rostoućı, (−∞, 0⟩, ⟨1,+∞) klesaj́ıćı, lok. max. f(1) = e−2, lok. min.
f(0) = 0.
6. (−∞,−e−1/3⟩, ⟨e−1/3,+∞) rostoućı, ⟨−e−1/3, 0), (0, e−1/3⟩ klesaj́ıćı, lok.
max. f(−e−1/3) = 2/(3e), lok. min. f(e−1/3) = −2/(3e).
7. ⟨0, π/3⟩, ⟨π/2, 2π/3⟩, ⟨3π/2, 2π⟩ rostoućı, ⟨π/3, π/2⟩, ⟨2π/3, 3π/2⟩ klesaj́ıćı,
lok. max. f(π/3) = f(2π/3) = 7/4, f(2π) = 1, lok. min. f(0) = 1, f(π/2) =√
3, f(3π/2) = −

√
3.

8. (−∞, 1), (1,+∞) klesaj́ıćı, lok. ext. neex.
9. (−∞, 1⟩, ⟨9,+∞) rostoućı, ⟨1, 9⟩ klesaj́ıćı, lok. max. f(1) = 1, lok. min
f(9) = −3.
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10. (−∞,−1⟩, ⟨1,+∞) rostoućı, ⟨−1, 1⟩ klesaj́ıćı, lok. max. f(−1) = 3(π/2− 1),
lok. min. f(1) = 3(1− π/2).

1.5 Konvexnost, konkávnost, inflexńı body

V následuj́ıćıch př́ıkladech najděte maximálńı intervaly, na nichž jsou funkce

ryze konvexńı a ryze konkávńı. Najděte inflexńı body funkćı.

1. f(x) = x4 − 8x3 + 18x2 + 36x+ 12 2. f(x) = 3x5 − 25x4 + 60x3 + 5x

3. f(x) = x3

3−x2 4. f(x) = x2

(x−1)2

5. f(x) = x2e−x 6. f(x) = x2 lnx3

7. f(x) = cosx+ 1
2 sin

2 x, x ∈ ⟨0, 2π⟩ 8. f(x) = arcsin 1
x

Výsledky:
1. (−∞, 1⟩, ⟨3,+∞) konvex., ⟨1, 3⟩ konk., 1, 3.
2. ⟨0, 2⟩, ⟨3,+∞) konvex., (−∞, 0⟩, ⟨2, 3⟩ konk., 0, 2, 3.
3. ⟨−∞,−

√
3), ⟨0,

√
3) konvex., (−

√
3, 0⟩, (

√
3,+∞) konk., 0.

4. ⟨−1/2, 1), (1,+∞) konvex., (−∞,−1/2⟩ konk., −1/2.
5. (−∞, 2−

√
2⟩, ⟨2+

√
2,+∞) konvex., ⟨2−

√
2, 2+

√
2⟩ konk., 2−

√
2, 2+

√
2.

6. (0, e−3/2⟩, konk., ⟨e−3/2,+∞) konvex., e−3/2.
7. ⟨0, 2π/3⟩, ⟨4π/3, 2π⟩ konk., ⟨2π/3, 4π/3⟩ konvex., 2π/3, 4π/3.
8. (−∞,−1⟩ konk., ⟨1,+∞) konvex., inf. body neex.

1.6 Asymptoty

V následuj́ıćıch př́ıkladech najděte asymptoty graf̊u funkćı (pokud existuj́ı).

1. f(x) = x3−1
x2−1

2. f(x) = x3−x2+1
x2−4

3. f(x) = lnx
x 4. f(x) = ex

x2−1

5. f(x) = arcsinx
x2−1

6. f(x) = arcsin 2x−1
x+1

7. f(x) = 3x− 2 arctg x 8. f(x) = (x+ 1) arccotg x

9. f(x) = ln x−1
x+2 10. f(x) = 3x+ cosx

x

Výsledky: 1. x = −1, y = x, 2. x = −2, x = 2, y = x−1, 3. x = 0, y = 0,
4. x = −1, x = 1, y = 0, 5. x = −1, x = 1, 6. neex., 7. y = 3x+π, y = 3x−π,
8. y = πx+ π + 1, y = 1, 9. x = −2, x = 1, y = 0 10. x = 0, y = 3x.
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1.7 Globálńı extrémy

V následuj́ıćıch př́ıkladech najděte globálńı extrémy funkćı na daných inter-

valech (pokud existuj́ı).

1. f(x) = x2−1
x2+1

, Df 2. f(x) = 3
√
(x− 1)2, ⟨−1, 2⟩

3. f(x) = x− sin 2x, ⟨0, π⟩ 4. f(x) = e−x(x2 − 1), ⟨−1, 1⟩
5. f(x) = arccotg x−1

x+1 , (−1, 1⟩ 6. f(x) = arcsin x+1
x−1 , Df

7. f(x) = 2x+ 8
x+3 , ⟨−2, 0⟩ 8. f(x) = 2x3 − 3x2 − 12x+3, ⟨−2, 3⟩

Výsledky: 1. Max. neex., min.f(0) = −1, 2. Max. f(−1) = 3
√
4, min.

f(1) = 0, 3. Max. f(5π/6) = 5π/6 +
√
3/2, min. f(π/6) = π/6 −

√
3/2, 4.

Max. f(−1) = f(1) = 0, min. f(1−
√
2) = 2e

√
2−1(1−

√
2), 5. Max. neex.,

min. f(1) = π/2, 6. Max. neex., min. f(0) = −π/2, 7. Max. f(−2) = 4,
min. f(−1) = 2, 8. Max. f(−1) = 10, min. f(2) = −17.

1.7.1 Slovńı úlohy na globálńı extrémy

1. Č́ıslo 18 rozložte na dva sč́ıtance tak, aby jejich součin byl maximálńı.
Výsledek: 9+9

2. Určete rozměry krabice s čtvercovým dnem bez v́ıka s objemem 4 litry
tak, aby jej́ı povrch byl minimálńı.

Výsledek: 20 cm x 20 cm x 10 cm

3. Ze všech nahoře otevřených válcových nádob s daným objemem V určete
tu, která má nejmenš́ı povrch.

Výsledek: Pol.pod. r = 3
√
V/π, výška v = 3

√
V/π

4. Na křivce y =
√
2x+ 4− 3 najděte bod, který je nejbĺıže bodu [7,−3].

Výsledek: [6, 1]

5. Na křivce x =
√
3y + 6− 3 najděte bod, který je nejbĺıže bodu [−3, 1].

Výsledek: [3(
√
2/2− 1),−1/2]

6. Ze všech rotačńıch kužel̊u vepsaných kouli o poloměru R vyberte ten,
který má největš́ı objem.

Výsledek: Poloměr podstavy r = (2
√
2/3)R, výška v = 4R/3

7. Ze všech obdélńık̊u vepsaných do p̊ulkruhu o poloměru r najděte ten,
který má největš́ı obsah.

Výsledek: Strany
√
2r, r/

√
2

8. Uzavřený sud o obsahu 200 litr̊u je vyroben z plechu, jehož cena pro plášt’

je 200 Kč za metr čtverečńı a 300 Kč za metr čtverečńı pro dno a v́ıko.
Určete rozměry sudu, aby pořizovaćı cena byla nejmenš́ı.
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Výsledek: Poloměr podstavy r
.
= 27.7 cm, výška v

.
= 83 cm

9. Ze všech obdélńık̊u vepsaných do elipsy o poloosách a, b vyberte ten, který
má největš́ı obsah.

Výsledek: Strany a
√
2, b

√
2

10. Do rovnoramenného lichoběžńıka o základnách z1, z2 a výšce v je vepsán
obdélńık (jedna strana lež́ı na z1) tak, aby jeho obsah byl maximálńı a to
pro:

a) z1 = 10 cm, z2 = 4 cm, v = 6 cm
b) z1 = 10 cm, z2 = 8 cm, v = 6 cm

Výsledek: Obdélńık o stranách: a) 5 cm, 5 cm, b) 8 cm, 6 cm

11. Ze všech oken , které má obvod o a má tvaru sjednoceńı obdélńıka a
p̊ulkruhu sestrojeného nad jednou jeho stranou, vyberte to, které má největš́ı
obsah.

Výsledek: Obdélńık má rozměry 2o/(4 + π), o/(4 + π)

12. Ve válcové nádoba stoj́ıćı na vodorovné podložce je hladina vody ve
výšce h. Určete v jaké výšce se má nádoba navrtat, aby voda vystř́ıkla co
nejdále na podložku. (Návod: Využijte zákon o zachováńı energie.)

Výsledek: Ve výšce h/2
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2 Lineárńı algerbra

2.1 Matice

Určete hodnost následuj́ıćıch matic.

1.

 −6 1 2
2 −1 6
3 1 4

 2.

 1 4 2
3 2 1
2 −2 −1



3.

 4 −1 2
−1 −2 6
3 1 4

 4.


1 −2 4 3
2 1 −1 4
4 −3 7 10
1 3 −5 1



5.


3 2 −1 2
1 4 3 1
4 5 3 2
1 −6 −7 0

 6.


2 1 −1 3
3 −1 2 1
1 −2 3 −2
5 −5 8 −3


Výsledky: 1. h = 3, 2. h = 2., 3. h = 3, 4. h = 2, 5. h = 3, 6. h = 2,

Určete hodnost následuj́ıćıch matic v závislosti na parametru λ.

7.

 1 1 3
2 4 1

−2 4 3λ

 8.

 −2 λ 1
1 −1 2
3 1 2


9.

 −3 −4 λ
1 2 1

−2 λ 1

 10.

 1 −2 1
−1 λ 1
λ −4 2λ+ 3


11.

 1 −λ λ
1 −1 1
2 −2 λ2 + 1

 12.

 λ −λ −λ
1 λ− 1 λ

−2 2− λ 0


Výsledky: 7. λ = −7 ⇒ h = 2, λ ̸= −7 ⇒ h = 3, 8. λ = −3 ⇒ h = 2,

λ ̸= −3 ⇒ h = 3, 9. (λ = −1 ∨ λ = −6) ⇒ h = 2, (λ ̸= −1 ∧ λ ̸= −6) ⇒
h = 3, 10. (λ = 1 ∨ λ = 2) ⇒ h = 2, (λ ̸= 1 ∧ λ ̸= 2) ⇒ h = 3, 11.
λ = 1 ⇒ h = 1, λ = −1 ⇒ h = 2, (λ ̸= 1 ∧ λ ̸= −1) ⇒ h = 3, 12.
λ = 0 ⇒ h = 1, λ = 1 ⇒ h = 2, (λ ̸= 0 ∧ λ ̸= 1) ⇒ h = 3.
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2.2 Determinaty

Vypoč́ıtejte následuj́ıćı determinanty.

1.

∣∣∣∣∣∣∣
−6 1 2
2 −1 6
3 0 4

∣∣∣∣∣∣∣ 2.

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 4
3 2 1
2 −2 0

∣∣∣∣∣∣∣
3.

∣∣∣∣∣∣∣
4 −1 2

−1 −2 6
3 1 4

∣∣∣∣∣∣∣ 4.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 2 −1
1 2 −1 1
2 1 3 1
3 2 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
5.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 −1 2
1 4 3 1
4 5 3 2
1 −6 −7 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 −1 0
3 −1 2 1
2 1 3 −2
5 2 8 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Výsledky: 1. 40, 2. −34., 3. −68, 4. 10, 5. 0, 6. −34.

Určete pro jakou hodnotu parametru λ se následuj́ıćı determinanty rovnaj́ı 0.

7.

∣∣∣∣∣ λ 1
2 −1

∣∣∣∣∣ 8.

∣∣∣∣∣ λ 1
4 λ

∣∣∣∣∣
9.

∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 2
2 λ 0
3 1 λ

∣∣∣∣∣∣∣ 10.

∣∣∣∣∣∣∣
λ 1 −3
0 1 λ
2 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣
11.

∣∣∣∣∣∣∣
λ 1 0
2 λ 1
3 λ 2

∣∣∣∣∣∣∣ 12.

∣∣∣∣∣∣∣
5− λ 6 −3

6 9− λ 0
−3 0 9− λ

∣∣∣∣∣∣∣
Výsledky: 7. λ = −2, 8. λ = ±2., 9. λ = 2, 10. λ = −2, λ = 3, 11.

λ = ±1, 12. λ = 0, λ = 9, λ = 14.

2.3 Soustavy lineárńıch algebraických rovnic

Řešte následuj́ıćı soustavy rovnic.

1.
3x1 − 2x2 = 5
x1 + 3x2 = −2

2.
2x1 + 4x2 = 6
−x1 − 2x2 = −2

3.
3x1 − x2 = 1
6x1 − 2x2 = 2

4.
5x1 − 2x2 = 1
3x1 − x2 = 1

5.
x1 − 2x2 + 3x3 = 3

2x1 + x2 − x3 = −3
3x1 − x2 + x3 = −2

6.
5x1 − x2 + 2x3 = 1
3x1 + 5x2 − x3 = 2
2x1 − 6x2 + 3x3 = 4
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7.

x1 + 2x2 − 3x3 + x4 = −5
2x1 + 3x2 − x3 + 2x4 = 0
7x1 − x2 + 4x3 − 3x4 = 15
x1 + x2 − 2x3 − x4 = −3

8.
x1 − 2x2 + 3x3 − x4 = 5

3x1 − 5x2 − 2x3 + x4 = −3
9x1 − 16x2 + 5x3 − x4 = 9

Výsledky: 1. (1,−1), 2. Řeš. neex., 3. (0,−1) + t(1, 3), 4. (1, 2), 5.
(−1, 1, 2), 6. Řeš. neex. 7. (1, 0, 2, 0), 8. (−31,−18, 0, 0) + α(19, 11, 1, 0) +
β(−7,−4, 0, 1),

Najděte řešeńı následuj́ıćıch soustav rovnic v závislosti na parametru λ.

9.
2x1 + x2 = λ
6x1 + (λ+ 4)x2 = 3λ+ 1

10.
x1 + λx2 = λ

2x1 + (λ2 − 8)x2 = λ− 2

11.
x1 + 2x2 − x3 = 3

2x1 + x2 + x3 = 0
−x1 + x2 + λx3 = 1

12.
x1 − 5x2 − 7x3 = 0

−2x1 + x2 + λx3 = −3
−x1 + λx2 + 3x3 = −1

13.
x1 − x2 + λx3 = −2

−x1 + 2x2 + λx3 = 5
λx1 + (1− λ)x2 + 2λ2x3 = 3

14.

x1 + x2 − 2x3 + 3x4 = −5
3x2 + 2x3 − 3x4 = 2

5x1 + λx2 − 4x3 + 12x4 = −7
2x1 − x2 + 3x4 = 0

Výsledky:

9. λ = −1 ⇒ řeš. neex., λ ̸= −1 ⇒
(
λ2+λ−1
2(λ+1) ,

1
λ+1

)
,

10. λ = 4 ⇒ řeš. neex., λ = −2 ⇒ (−2, 0)+α(2, 1), (λ ̸= 4∧λ ̸= −2) ⇒(
1

4−λ ,
3λ−λ2

4−λ

)
,

11. λ = −2 ⇒ řeš. neex., λ ̸= −2 ⇒
(

−λ
λ+2 ,

2λ+2
λ+2 ,

−2
λ+2

)
,

12. λ = 17 ⇒ řeš. neex., λ = 2 ⇒ (1, 3,−2)+α(1,−4, 3), (λ ̸= 17∧λ ̸= 2)

⇒
(

26
17−λ ,

1
17−λ ,

3
17−λ

)
13. λ = 2 ⇒ řeš. neex. , λ = 0 ⇒ (1, 3, 0)+α(0, 0, 1), (λ ̸= 2∧ λ ̸= 0) ⇒(

5λ+2
2−λ , λ+6

2−λ ,
2

λ−2

)
,

14. λ = −4 ⇒
(
7
3 ,−

4
3 , 0,−2

)
+ α(−4, 1, 3, 3) , λ ̸= −4 ⇒ (−3, 0, 4, 2).
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Najděte všechna řešeńı následuj́ıćıch homogenńıch soustav lineárńıch

rovnic.

15.
x1 − x2 + 2x3 = 0
3x1 + 2x2 − x3 = 0
5x1 + 3x3 = 0

16.
2x1 − x2 + 3x3 = 0
x1 + 2x2 − x3 = 0

−2x1 + 3x2 + x3 = 0

17.

3x1 + 2x2 − x3 + 4x4 = 0
2x1 + x2 + 2x3 + 2x4 = 0
x1 + x2 − 3x3 + 2x4 = 0
x1 + 5x3 = 0

18.

x1 − 2x2 + 3x3 + x4 = 0
2x1 + x2 + x3 + 2x4 = 0

−2x1 + 3x2 + x3 + 2x4 = 0
x1 + 2x2 + 5x3 + 5x4 = 0

Výsledky: 15. L ⟨(−3, 7, 5)⟩, 16. L ⟨o⟩., 17. L ⟨(0,−2, 0, 1), (−5, 8, 1, 0)⟩,
18. L ⟨(1, 2, 2,−3)⟩.

Řešte následuj́ıćı soustavy rovnic užit́ım Cramerova pravidla.

19.
2x1 + x2 = 1
x1 − 2x2 = 3

20.
x1 + 2x2 = 4

−x1 + x2 = −1

21.
sinx · g1(x) + cosx · g2(x) = cotg x
cosx · g1(x) − sinx · g2(x) = tg x

22.
ex · g1(x) + e−x · g2(x) = 0

ex · g1(x) − e−x · g2(x) = ex

1+x

23.
5x1 + 2x2 − 3x3 = −4
2x1 + 5x2 + x3 = 22

−3x1 + x2 − 2x3 = −10
24.

5x1 − 6x2 + 4x3 = 3
3x1 + 2x3 = 5
4x1 − 5x2 + 2x3 = 1

Výsledky: 19. (1,−1), 20. (2, 1), 21. (cosx + sinx, cosx cotg x −
sinx tg x), 22. ( 1

2(x+1) ,−
e2x

2(x+1)), 23. (1, 3, 5), 24. (1, 1, 1).

2.4 Vektorové prostory Rn

Rozhodněte, zda vektor v je lineárńı kombinaćı vektor̊u u1, . . . ,un. Pokud
ano, najděte tuto lineárńı kombinaci.

1. u1 = (1, 2), u2 = (−1, 1), v = (1, 5).
2. u1 = (3, 2), u2 = (−1, 3), v = (−9, 5).
3. u1 = (4,−2), u2 = (−2, 1), v = (1, 2).
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4. u1 = (−1, 3, 2), u2 = (3, 2, 1), u3 = (1,−1, 2) v = (−4, 3, 5).
5. u1 = (2, 4, 2), u2 = (−1, 2, 3), u3 = (4,−1,−5) v = (−2,−5,−3).
6. u1 = (−1, 3, 1), u2 = (4, 1,−2), u3 = (2, 0, 3) v = (−3, 8, 11).
7. u1 = (2, 1,−1), u2 = (−2, 2, 4), u3 = (3, 1,−2) v = (7, 0, 1).
8. u1 = (2, 3,−1), u2 = (−1, 1, 3), u3 = (3, 2,−4) v = (8, 7,−9).

Výsledky: 1. 2u1+u2, 2. −2u1+3u2, 3. Neńı lin. kom. 4. 2u1−u2+u3,
5. Např. −2u1 + 2u2 + u3. 6. 3u1 − u2 + 2u3, 7. Neńı lin. kom. 8. Např.
2u1 − u2 + u3.

Rozhodněte pro jakou hodnotu parametru λ je vektor v lineárńı kombinaćı
vektor̊u u1, . . . ,un.

9. u1 = (2, 1), u2 = (−1, 3), v = (3 + λ,−2).
10. u1 = (3, 2), u2 = (6, 4), v = (2λ, λ).
11. u1 = (−2,−1), u2 = (4, 2), v = (λ, 3).
12. u1 = (−1, 3), u2 = (2, λ), v = (1, 1).
13. u1 = (1,−1, 3), u2 = (2, 1, 1), u3 = (−1, 2, 3), v = (2, λ, 1).
14. u1 = (−1, 2, 1), u2 = (2, 3, 5), u3 = (−1,−2,−λ) v = (−5,−5, 5).

Výsledky: 9. Pro každé λ, 10. λ = 0, 11. λ = 6, 12. λ ̸= −6, 13. Pro
každé λ, 14. λ ̸= 3,

Rozhodněte zda dané skupiny vektor̊u jsou lineárně závislé nebo lineárně
nezávislé.

15. ⟨(−1, 2, 4), (1, 3, 2), (1, 1, 1)⟩.
16. ⟨(2,−3, 1), (−1, 4, 3), (2, 1, 1), (0, 1, 1)⟩.
17. ⟨(−3, 2, 1), (2,−1,−2), (5,−3,−3)⟩.
18. ⟨(1, 3, 2), (−2, 1, 1), (3, 1, 0)⟩.
19. ⟨(−1, 1, 2, 1), (2, 3, 1,−1), (3, 2,−1,−1)⟩.
20. ⟨(2,−1, 3, 1), (−1, 2,−1, 2), (3,−1, 2,−2), (1, 2, 1,−3)⟩.

Výsledky: 15. Lin. nez. 16. Lin. záv. 17. Lin. záv. 18. Lin. nez. 19.
Lin. nez. 20. Lin. nez.

Rozhodněte zda dané skupiny vektor̊u jsou báźı prostoru Rn.
21. ⟨(2, 3, 2), (−1, 2, 4⟩.
22. ⟨(1, 2,−1), (3, 1, 2), (−1, 2, 0)⟩.
23. ⟨(−2, 1, 1), (3,−1,−2), (2,−3,−3), (2,−1, 4)⟩.
24. ⟨(1, 1, 2), (−2, 0, 2), (−3,−1, 0)⟩.
25. ⟨(−2, 1, 1, 1), (2, 1, 2,−1), (3, 2,−1,−2)⟩.
26. ⟨(−1, 2, 3, 1), (2,−4, 1, 0), (1, 0, 2, 1), (3, 1, 0, 2)⟩.

Výsledky: 21. Ne. 22. Ano. 23. Ne. 24. Ne. 25. Ne. 26. Ano.
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Rozhodněte zda vektor v patř́ı do lineárńıho obalu vektor̊u ⟨u1, . . . ,un⟩.
Pokud ano, vyjádřete vektor v jako lineárńı kombinaci vektor̊u u1 . . . ,un.

27. u1 = (−2, 1, 3), u2 = (3, 1, 2), v = (−7, 1, 4).
28. u1 = (−1, 2, 1), u2 = (2,−1, 2), u3 = (−1, 5, 5) v = (1, 2,−3).
29. u1 = (1,−1, 2), u2 = (1, 2, 2), u3 = (1, 1,−1),u4 = (−2, 1, 1)

v = (3,−1, 3).
30. u1 = (2,−1, 1), u2 = (−1, 3, 2), u3 = (3, 2, 5) v = (−1, 2, 1).

Výsledky: 27. Ano, 2u1 − u2, 28. Ne, 29. Ano, např. 2u1 + u3, 30.
Ano, např. 2u1 + 2u2 − u3.

2.5 Operace s maticemi

Řešte dané maticové rovnice pro neznámou matici X.

1. 2A+X = 3B, kde A =

(
2 −1
3 2

)
, B =

(
1 3
2 1

)

2. 3A− 2X = B, kde A =

(
1 2

−1 3

)
, B =

(
1 8

−5 5

)

3. 2AT + 3X = B, kde A =

(
2 −1 3

−1 −1 −2

)
, B =

 7 1
1 4
9 −7


4. 3A− 2X = 2B, kde A =

 2 2 4
2 4 0

−4 2 2

, B =

 1 4 5
2 4 −2

−3 2 1



Výsledky: 1.

(
−1 11
0 −1

)
2.

(
1 −1
1 2

)
3.

 1 1
1 2
1 −1

 4.

 2 −1 1
1 2 2

−3 1 2


V následuj́ıćıch př́ıkladech vypočtěte součiny matic.

5.

(
2 3

−1 2

)
·
(

2 −1
3 1

)
6.

(
3 −1
2 1

)
·
(

2 4
−1 2

)

7.

 −1 2 0
1 1 2
0 1 3

 ·

 3 1 2
0 3 1
1 −1 2

 8.

 2 −1 1
0 2 1
3 −2 2

 ·

 1 −3 1
1 2 −1
1 0 2



Výsledky: 5.

(
13 1
4 3

)
6.

(
7 10
3 10

)
7.

 −3 5 0
5 2 7
3 0 7

 8.

 2 −8 5
3 4 0
3 −13 9


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Pokud existuj́ı najděte inverzńı matice k následuj́ıćım matićım.

9.

(
−2 1
−1 1

)
10.

(
3 4
1 2

)

11.

 −1 3 1
2 −2 −1
3 −5 1

 12.

 1 2 −2
3 5 −3
2 2 2


13.

 2 −1 3
1 2 −1
4 1 2

 14.

 3 2 −1
6 3 2

−1 1 2



Výsledky: 9.

(
−1 1
−1 2

)
10. 1

2

(
2 −4

−1 3

)
11. 1

12

 7 8 1
5 4 −1
4 −4 4


12. Neexistuje. 13. 1

5

 −5 −5 5
6 8 −5
7 6 −5

 14. 1
25

 −4 5 −7
14 −5 12
−9 5 3


V následuj́ıćıch př́ıkladech řešte maticové rovnice.

15. AX = B, kde A =

(
−2 1
3 2

)
, B =

(
−3 −5
1 4

)

16. AX+BX = C, kde A =

(
3 1

−1 2

)
, B =

(
−2 3
1 1

)
,

C =

(
14 3
9 3

)

17. AXB = C, kde A =

(
2 1
3 2

)
, B =

(
5 1
2 2

)
, C =

(
1 −1
2 1

)

18. AX = B, kde A =

 2 −1 −1
3 2 1

−1 2 2

, B =

 1 −4 2
6 1 9
1 5 2

,
19. XA = B, kde A =

 4 −1 2
−3 0 1
1 2 −1

, B =

 −1 −5 5
−1 4 −1
5 −2 5

,
20. XA− 2X = B, kde A =

 2 −1 0
3 1 2
0 2 1

, B =

 6 −5 5
3 0 0
6 −1 5

,
21. AX = B, kde A =

 0 1 1
1 0 −2
1 2 0

, B =

 5 4 2
−7 −1 0
3 7 4

,
13



Výsledky: 15.

(
1 2

−1 −1

)
, 16.

(
2 −1
3 1

)
, 17. 1

8

(
6 −15

−8 24

)
,

18.

 1 −1 2
2 2 1

−1 0 1

, 19.
 1 1 −2

0 1 2
2 1 0

, 20.
 1 2 −1

3 1 2
−3 2 1

,
21.

 2α− 7 2β − 1 2γ
−α+ 5 −β + 4 −γ + 2

α β γ

, α, β, γ ∈ R.

3 Analytická geometrie

3.1 Skalárńı a vektorový součin

1. Určtete odchylku vektor̊u u a v, kde
a) u = (−1, 2,

√
3),v = (2, 1,−2).

b) u =↔ AB,v =↔ AC, kde A = [2, 1,−1], B = [1, 2, 1], C = [3, 1, 2].
2. Vypoč́ıtejte vzdálenost bodu A = [4, 5, 1] od roviny x+ 2y − z − 1 = 0.

3. Vypoč́ıtejte vektorový součin vektor̊u u a v, kde

a) u = (2,−1, 3),v = (3, 1,−1).
b) u = (−2, 1, 4),v = (1, 2, 1).

4. Vypoč́ıtejte obsah trojúhelńıka ABC a výšku vc, kde

a) A = [2, 3,−1], B = [3,−1, 2], C = [−2, 1, 3].
b) A = [1, 2,−1], B = [−1, 1,−2], C = [2, 3, 1].

5. Vypoč́ıtejte objem rovnoběžnostěnu ABCDA′B′C ′D′ když A = [1,−1, 2],
B = [3, 0, 1], D = [2, 2, 1], A′ = [4, 1, 3].

6. Vypoč́ıtejte objem trojbokého jehlanu s vrcholyA = [3, 1, 2], B = [−1, 1, 3],
C = [2, 3, 2], D = [−2, 1, 1]

Výsledky: 1. a) φ = arccos(1/
√
6), b) φ = arccos

√
5/12, 2. v = 2

√
6,

3. a) (−2, 11, 5), b) (−7, 6,−5), 4. a) S =
√
170, vc = 2

√
85/13, b) S =√

11/2, vc =
√
11/6 5. V = 13, 6. V = 3.

3.2 Vzájemá poloha př́ımky a roviny

V následuj́ıćıch př́ıkladech vyšetřete vzájemnou polohu roviny ϱ a př́ımky
p. Pokud jsou r̊uznoběžné, najděte jejich pr̊useč́ık a odchylku. Pokud ne,
najděte jejich vzdálenost.

1. ϱ : 2x− y + z − 5 = 0, p : x = −1 + 2t, y = 1− t, z = 2 + t.
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2. ϱ : x− y + 2z − 9 = 0, p =↔ AB,A = [−2, 1, 1], B = [1, 1, 2].

3. ϱ =↔ ABC,A = [2,−1, 0], B = [1, 0, 2], C = [1, 3, 1], p : x = 2 + t,
y = −3− t, z = 1− 2t.

4. ϱ =↔ q1q2, q1 : x = 1 + 2t, y = −2 + t, z = 1− t, q2 : x = −1 + 3s,

y = 2 + s, z = −1− s, p : x = 3 + 2r, y = 1 + 2r, z = 1− r.

5. ϱ ↔ An, A = [1,−2, 3],n = (1, 2, 1), p : x = −1 + 2t, y = 1− t, z = 2.

Výsledky: 1. Různoběžné, P = [1, 0, 3], φ = π/2, 2. Různoběžné, P =
[4, 1, 3], φ = arcsin

√
5/(2

√
3), 3. Rovnoběžné, v = 1/

√
59. 4. Různoběžné,

P = [−3,−5, 4], φ = arcsin 1/(3
√
2) 5. Rovnoběžné, v =

√
3/2.

V následuj́ıćıch př́ıkladech vyšetřete vzájemnou polohu př́ımek p a q. Pokud
jsou r̊uznoběžné, najděte jejich pr̊useč́ık a odchylku. Pokud nejsou r̊uznoběžné,
najděte jejich vzdálenost.

6. p : x = 1− t, y = 4+ t, z = −1+2t, q : x = −4+3s, y = 7− s, z = 3s.
7. p : x = −1 + t, y = 3 + 2t, z = 1− t, q =↔ AB,A = [1, 3,−3],
B = [3, 7,−5].

8. p : x = 1 + 2t, y = 2 + t, z = −1 + 2t, q =↔ AB,A = [−1, 2, 1],
B = [3, 1, 2].

9. p ↔ ϱ σ, ϱ : x+ y − z + 1 = 0, σ : y + z − 1 = 0, q : x = 2 + t,
y = −1 + 3t, z = 2− 3t.

10. p : x = 2−t, y = −1−t, z = 3+2t, q : x = 1+s, y = 1+2s, z = −1+s.

Výsledky: 6. Různoběžné, P = [−1, 6, 3], φ = arccos (
√
2/
√
57), 7.

Rovnoběžné, v =
√
14, 8. Mimoběžné, v = 2, 9. Různoběžné, P = [2,−1, 2],

φ = arccos (4/
√
114). 10. Mimoběžné, v =

√
15/2.

11. Najděte bod souměrně sdružený s bodem M = [2, 2, 2] podle roviny
ϱ : x− 2y + 3z + 10 = 0.

12. Najděte bod souměrně sdružený s bodem M = [3,−1, 2] podle roviny
ϱ : 2x+ y − z − 9 = 0.

13. Najděte bod souměrně sdružený s bodem M = [1,−1, 3] podle př́ımky
p : x = 3 + 2t, y = 3 + t, z = 1− 3t.

14. Najděte bod souměrně sdružený s bodem M = [2, 1,−1] podle př́ımky
p : x = 2t, y = −5 + t, z = 5− 3t.

Výsledky: 11. M ′ = [0, 6,−4], 12. M ′ = [7, 1, 0], 13. M ′ = [1, 5, 5],
14. M ′ = [6,−7,−1],

15


