MA3G: oficidlni tahak

Fubiniova véta ve 2D: Necht g; a g2 jsou dvé (po ¢dstech) spojité funkce na intervalu [a, b], pFicemz
pro kazdy bod z € [a,b] jest g1(z) < ga(x). Pomoci funkei g1 a g2 zaved me mnozinu
M={(z,y) eR*: a<x<b, gi(x) <y < ga(x )}

Necht je ddna funkce f € C(M). Pro kazdy bod = € [a,b] definujme F(z ng( (z,y) dy. Pak lze
dvojny integral [ v J dA vyjadrit jako integrdl dvojndsobny, piesnéji
Sy fdA= [y f $ydxdy—fF d:n—f (ng(x y) dax.

Fubiniova véta (2. varianta): Obdoba pro funkce hy, ha, kde Yy € [c,d] hi(y) < ha(y), a mnozinu
M= {(z,y) €R*: c<y<d m(y) <o <ha(y)}

Véta o substituci ve dvojném integralu: Necht uzdvér N oblasti NV (tj. oblast N, k niz je piiddna
jeji hranice) v souradné soustaveé u, v se zobrazi pomoci rovnic z = z(u,v), vy = y(u,v) vzajemné jedno-
zna¢né na uzdvér oblasti M (ozn. M) v soufadné soustavé z, y. Necht funkce z(u,v) a y(u,v) maji v N

o or
spojité prvni parcidlni derivace a jakobidan J(u,v) = (;u gv (téz znacen D(u,v)) je v N rlizny od nuly.
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Necht funkce f € C(M), tj. spojitd na M. Pak [[,, f(z,y)dzdy = [[y f(z(u,v), y(u,v))|J (u,v)|dudo.

Porugeni piedpokladi na mnoziné nulové ps-miry nevadi.
Substituce ve dvojném integralu — polarni soufadnice: r = gcosp, y=pgsinp, J=p

Substituce ve dvojném integralu — zobecnéné polarni soufadnice:

r=apcosp+p, y=bpsinp+gq, J=abp,
kde a,b > 0a g € (0,1). Zobrazuje jednotkovy kruh se sttedem v po¢atku na elipsu s osami rovnobéznymi
s kartézskymi osami z a y, s poloosami délky a a b a se stiedem v bodé [p, q].

Dvojny integral — aplikace: V dalsim je mnozinou M C R? modelovéna tenkd deska v roviné zy s
plosnou hustotou o (z,y) [kgm™?].
Vypocet dvojrozmérné miry (obsahu) mnoziny ve 2D: [[, dzdy.
Vypocet objemu télesa V = {(z,y,2) € R®: (z,y) € M, f(x,y) < z < g(,y)} vymezeného grafy funkci
fag [[y(g(z,y) = flz,y))dzdy.
Hmotnost desky: m = [[,,o(z,y)dzdy [kg]
Staticky moment vzhledem k ose x: S, = [, ya ,y)dedy [kgm]
Staticky moment vzhledem k ose y: S, = [[;, zo(z,y)dzdy [kgm]
Souradnice tézisté: <Sy, Sx)
m’ m
Moment setrvac¢nosti vzhledem k ose z: I, = [[,, ylo(z,y)dedy [kgm?]
Moment setrvacnosti vzhledem k ose y: I, = [}, z?0(z,y) dzdy [kgm?]
Moment setrvacnosti vzhledem k ose z: I = [[,(2? + y*)o(z,y) dedy = I, + I, [kgm?]
Obsah S plochy P, ktera je ¢asti grafu funkce z = f(z,y), kde (z,y) € M:

S:ffM\/1+(g£> +( f) dz dy
Fubiniova véta ve 3D: Necht M = {(z,y,2) eR*: (z,y) e N A gi(z,y) <2< gg(l‘i/)}, kde g a
go jsou dvé po &astech spojité funkce na pp méfitelné mnoziné N C R2. Necht dale f € C(M). Pro kazdy

bod P = [z,y] € N definujme F(P) = ggf((g)) f(z,y, z) dz. Pak lze trojny integral [,, f dV vyjadiit takto

Sy fAV = [[[ f(x,y,2)dedydz = [y FdA = [[y F(z,y)dzdy = [y glz;/y))f(x y,z)dz dA.

Véta o substituci v trojném integralu: Necht uzavér Q oblasti Q (tj. oblast , k niz je piidana jeji
hranice) v soufadné soustavé u, v, w se zobrazi vztahy x = z(u,v,w), y=y(u,v,w), z= z(u,v,w)
vzéjemné jednoznaéné na uzaveér oblasti M (ozn. M) v soutadné soustavé x, y, z. Necht funkce z,y,z €
C1(Q) a funkce f € C(M). Pak

Ju FV = [[]yg f(2,y,2) dz dy dz
= [[[q f(2(u,v,w), y(u, v, w), z(u,v,w)) x |J(u,v,w)|dudvdw,




kde J(u,v,w) je jakobidn (téz znacten D(u,v,w)). Poruseni pfedpokladi na mnoziné nulové pg-miry
nevadi.

Substituce — cylindrické soufadnice: x = pcosp, y=psing, z=72 (¢asto z=12), J =0

Substituce — zobecnéné cylindrické souradnice:
x =apcosp+p, y=bosing+gq, z=2 (Castoz=1z), J=abo, kde a,b>0apec (0,1).

Substituce — sférické soutradnice:
x = pcosAcosy, 1y = psinAcosy, =z = psing, J = p®cose. Uhel A\ méfeny ,,na rovniku,” thel ¢
méfeny na poledniku, od rovniku na sever kladny, na jih zaporny.

Substituce — zobecnéné sférické souradnice:
x =apcosAcosp, y=DbpsinAcosyp, z=-cpsing, J=abco?®cosyp,
kde a,b,c >0 a g€ (0,1).

Trojny integral — aplikace: V dalsim je mnozinou 7" C R3 modelovano téleso a funkci o(z,y, 2)
objemova hustota materialu [kg m*3].
Objem télesa: V = [[[. dx dy dz
Hmotnost télesa: m = [[[.o(x,y,z)dedydz  [kg]
Staticky moment vzhledem k roviné xzy: Suy = [[[z0(2,y,2)drdydz  [kgm]
Staticky moment vzhledem k roviné yz: Sy, = [[[, xo(x,y,2z)dedydz [kgm]
Staticky moment vzhledem k roviné zz: Sy, = [[[yo(z,y,z)dzdydz [kgm]
Soutradnice tézisté: (Syz, SIZ, h
m’ m’ m
Moment setrvacnosti vzhledem k ose a: I, = [[[(y* + z%)o(z,y,2) dzdydz  [kgm?]
Moment setrvacnosti vzhledem k ose y: I, = [[[(z* + 2?)o(2,y,2) dzdydz  [kgm?]
Moment setrvacénosti vzhledem k ose z: I, = [[[.(z? + y*)o(z,y, z) dadydz  [kgm?]

Parametrizace ¥ kfivky C: C = {¥(t) = (z(t),y(t), 2(t)) € R®: t € [a,b]}
Te&ny vektor ke kiivce C' v bodé [¢,¥(t)]: W'(t) = (2/(1),y/(t), ()
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Véta o substituci v kifivkovém integralu 1 druhu
o fds = [2 7 (W) [ 0/() [t = [ £ (a(t), (e =) /0 T 70 T 2P .
Kiivkovy integral 1. druhu — aplikace: V dalsim symbol ¢ znaé¢i délkovou hustotu [kg m_l] a symbol
V- ma v§znam Vyrazu V() + y2(t) + 22(t).
Délka kiivky C: ¢ = f Va2(t) +y2(t) + 22(t) dt = [, ds
Hmotnost: m = fa (t)\/x2(t) + y2(t) + 2%(t)dt = [, ods [kg]
Staticky moment vzhledem k roviné zy: Sxy = fb (t ) OV ---dt = [, z0ds [kgm]
Staticky moment vzhledem k roviné xz: f y®)o(t)V - dt = Joyods [kgm]
Staticky moment vzhledem k roviné yz: Syz = ff (t ) ( )ﬁdt = [pzods [kgm]
Syz Szz Say )

Soufadnice tézisté: —= ==,
m’> m . m

(t)a V- dt = JoZ2ods [kgm?]
Woodt = [a?0ds [kgm?]
Woodt = JoyPods [kgm?]

Moment setrvacnosti vzhledem k roviné zy: I, = ff
Moment setrvacnosti vzhledem k roviné yz: I, = [

b
a
Moment setrvac¢nosti vzhledem k roviné zz: I, = fa

Moment setrva¢nosti vzhledem k ose z: I, = ff(gﬂ(t) +22(t))o(t)V - -dt = [(y* + 2*)ods [kgm?]
Moment setrvac¢nosti vzhledem k ose y: I, = f;(aﬂ(t) + 22(t)o(t)V -+ -dt = [,(2® + 2*)ods [kgm?]
Moment setrva¢nosti vzhledem k ose z: I, = f;(:cQ t) + yQ(t))o OV - dt = [(2* +y*)ods [kgm?]

+ 2(t)o(t)V - dt
ods [kgm?]

(
Moment setrvaénosti vzhledem k pocatku: Iy = f;(gﬂ (t) + 32
= [Jo(a®+y*+
Kiivkovy integral druhého druhu: fcﬁ - T ds, kde ﬁ(:z:,y, z) = (P(z,y,2),Q(x,y, 2), R(z,y,2)) je
vektorové pole, T = W/ (¢)/|[W'(t)] je jednotkovy teény vektor ke kiivce a W je parametrizace kiivky.

Hodnota integralu zavisi i na orientaci kiivky — souhlasna s parametrizaci, nesouhlasna s parametrizaci.
Jiny zapis fCF -T'ds= fCPdm+fCQdy+fcRdz = fCde+Qdy+Rdz.



Jeste jiny zépis [, F - d3.
Véta o substituci v kfivkovém integralu 2. druhu: fcﬁ Tds = ffﬁ(\lf(t)) -0 (t) dt, tedy

JePda=[JP(U@®)-2(t)dt, [oQdy=[[Q(¥W®) y(t)dt, [oRdz= [;R(¥(1)- () dt
je-li parametrizace souhlasna s orientaci. V opa¢ném piipadé fc F.-Tds=— f; F (\I/(t)) S (t) dt

Cirkulace vektorového pole F = (P, Q) po uzaviené kiivce C: fC F-Tds

Tok vektorového pole F = (P, Q) uzavienou kiivkou C: fo F - fids,
kde 7 je vektor jednotkové vngjsi normaly, pFicemz T = (Th,Ts) a i = (Tz, —T71).
Tudiz §, F' -iids = ¢, Pdy — Qdz = §,(—Q) dz + Pdy.

Gradient funkce f(z,y,z2), g(z,y): Vf =grad f = def <g‘£7 g‘g, g];), Vg = gradg def (gg) ggi)

Rotace vektorového pole F = (P,Q, R):
i ]k

w0 D 9| (R _0Q 9P OR 0@ 0P
T 9r dy 9z| \oy 0z 0z Oz 0 Oy)
P @ R
Divergence vektorového pole F = (P,Q,R): divF ¥y . F= op + — 0Q + — oRr
dr By 0z

Potencial f vektorového pole F = (P,Q,R): F =Vf =gradf & <8f, g, 8f>

Oz’ Oy’ 0z
M4-li F na oteviené mnoziné M potencial f, pak je konzervativni a pro kazdou kiivku ¢ v M s poc¢atecnim
bodem A a koncovym bodem B plati [, F-Tds= f(B)— f(A).
Postacujici podminka: Necht (a) D je jednoduse souvisld oblast(tj. kazdou uzavienou kiivku v D
Ize stahnout do bodu, pficemz béhem tohoto procesu vsechny body kiivky zistavaji v D) v R? a
(b)soufadnicové funkce P, @, R maji v D spojité parcidlni derivace, které spliuji rot F = &. Pak F
je potencialové pole v D.

Potencial f vektorového pole F = (P,Q): F =Vf =grad f def (gi g;c)
0Q OP

Plat{ analogie tvrzen jako pro F' = (P,Q, R), jen vyraz v postacujici podmince (b) m4 tvar B I
x Oy

Vypocet potencidlu f vektorového pole F= (P,Q, R): Bud pomoci kiivkového integralu 2. druhu
z bodu (napt.) A =[0,0,0] do bodu B = [z, y, z] po vhodné zvolené kiivce (napt. po ¢astech rovnobézné
se souradnymi osami), nebo VyuZitl'm toho, ze f = [ Pdz + ¢(y, z). Pak derivovdnim dle y a srovndnim
s @ urcime c;(y, z) a integraci ¢, (y, z) dle y dale upfesnime f az na funkci ¢(z). Derivovanim f dle
z a porovnanim s R ziskame ¢ (z), integraci ¢'(z) podle z dokonéime vypocet potencidlu f. Na zdvér
derivovanim f ovéfime, zda F=vV I

Parametrizace (reguldarniho elementu) plochy: Zobrazeni z M C R? do R? dané souradnicovymi

funkcemi z,y, z: X(u,v) = [z(u,v),y(u,v), z(u,v)].

. 0 0
Teéné vektory k plose v bodé X (ug,vp): Xy (up,v9) = (&L(uo’%)’ a—Z(uo,Uo), (;L(U(),UQ),) ,

Xo(uo,v0) = (gz(uo,vo), ?)?Z(Uo,vo% gi(uo,vo)>

Orientace jednoduché hladké plochy o: pomoci jednotkového normalového vektoru 7, kde 77 =
Xy (u,v) x Xy(u,v)
[ Xu(u, v) X Xy (u, v)]]

nesouhlasné s parametrizaci).

= 1 (o orientovana souhlasné s parametrizaci) nebo n = —1 (o orientovéna

Plosny integral skaldrni funkce f na plose P, ktera je obrazem oblasti B pii parametrizaci X:
def
ffpde—effB ( )HX (u, v)xX(u V)|l du dv



Obsah S(P) plochy P: S(P) = [[5 || Xu(u,v) x X,(u,v)|| dudo.

Plosny integral skalarni funkce — aplikace:
Plocha P a o(X) jeji plosnd hustota v bodé X = [z, v, z].
Hmotnost plochy P: m = [[,0(X)dS
Statické momenty plochy P vzhledem k souradnicovym rovindm (viz indexy u S):
Sey = [[Jpz0(X)dS, S,.= [[pzo(X)dS, Si.= [[pyo(X)dS.
Tézisté plochy P: T = [Syz, %, ﬁ
m’  m’ m
Momenty setrvacnosti plochy P vzhledem k souradnicovym rovindm (viz indexy u S):
Joy = ffp 20(X)dS, Ju. = ffp y?o(X)dS, J,.= ffp 2?0(X)dS
Momenty setrva¢nosti plochy P vzhledem k osdm soutadnic:
Jo = [[p(* +2)o(X)dS, Jy = [[p(a® +2%)o(X)dS, J. = [[p(z? +y*)o(X)dS
Moment setrvaénosti plochy P vzhledem k po¢atku souradnic: Jo = [[,(z* + y* + 2%)o(X) dS

Plosny integral vektorové funkce F na plose P orientované jednotkovym normaélovym vektorem 7,

tj. tok vektorového pole F plochou P: [/p F.d5% [Ip F.ids.

Plosny integral vektorové funkce F na plose P, kterd je obrazem oblasti B pii parametrizaci X:

[pF-dS = [[; F(X(u,v)) (Xu(u,v) x Xy(u,v)) dudv

Orientace uzaviené plochy: smérem vné, jestlize jeji jednotkovy normélovy vektor mifi ve vSech
bodech plochy, ve kterych existuje, do vnéjsku plochy. V opatném piipadé fikame, ze uzaviend plocha
je orientovana smérem do svého vnitiku.

Gaussova-Ostrogradského véta: Necht F= (P, @, R) je spojité vektorové pole se spojitymi parcidlnimi
derivacemi na vnitfku Int P uzaviené plochy P orientované smérem vneé.
Pak fffInthidexdydz = ffPF -nndS.

Gaussova-Ostrogradského véta — aplikace: Napf. vypocet objemu V = [ fT drdydz télesa T =
Int P, kdy stac¢i pouzit libovolnou funkci F takovou, aby div F = 1.

Orientace kiivky na plose: Necht P je orientované plocha a necht K je uzaviend jednoduchd koneéné
po astech hladks kiivka na P. Rekneme, ze K je kladné orientovéna vzhledem k orientované ploge P,
jestlize — sledovano ze strany vnéjsi normadly — pri probihdni kiivky K v kladném smyslu zustava cdst
plochy P uzaviend kiivkou K po levé strané.

Stokesova véta: Necht P C D C R? je orientovand neuzaviend plocha, jejiz okraj je uzaviend jed-
noduchd kiivka K kladné orientovans vzhledem k P. Necht F je spojité vektorové pole se spojitymi
parcidlnfmi derivacemi v D. Potom ¢ F - tds = | [prot F'-7idS, kde t zna¢i jednotkovy teény vektor
kiivky K.
Greenova véta: Necht P C D C R? je uzaviend plocha orientovana smérem ven a funkce
f(X) = f(x1,22,23), g(X) = g(x1,x2,x3) jsou spojité v D véetné parcidlnich derivaci dle z1, 9, x3.

0 0
Pak / ! gdxydasdrs = // fgn; dS — // I g dz; dzg das, kde 7 = (n1, na, n3)

Int P OTi P mep O

atr=1,2,3.

karl

k+#—1

1 a® . .
—ds =1In|z|; a®dx = a (a>0, a#1) sinx dx = — cos x; cos z dx = sin x;
x na

/ dz cot / dz t / dz arct / 7dx arcsi
= — x; =tgux; = arctg x; = arcsin x
sin? &% cos? z &% 14 22 &% V1 — 22

ng My

1,1
Gaussova-Legendrova numericka integrace: / / f(z,y)dxdy =~ Z Z Wz, wy, f(Ti,Y5);
-1/l i=1 j=1

Zikladni neurcité integrily (bez integraéni konstanty): / #Fde =

pro n = 1 integra¢ni bod ¢; = 0 s vahou wy, = 2, pro n = 2 integracni body t; = —1/\@, to = 1/\/§
s vahami wy, = wy, = 1, pro n = 3 integraéni body t; = —v/3/V5, to = 0, t3 = V/3/V/5 s vahami
wy, = wy, = 5/9, wy, = 8/9. Integraéni bod(y) jak ve sméru z, tak ve sméru y.



