MA3G 1. 1. 2023 Jméno a prijmeni:

Priklad 1 (29 b.): Najdéte maximdlni oblasti v R3, pro néz je vektorové pole

2
f:( Y +32+3, 2v/Ty + 2z cosy, 3x+28iny+22>

2\/x
definované. V kazdé oblasti ovétte, ze je v ni splnéna postacujici podminka pro to, aby
pole f bylo potencidlni. Urcete potencial pole f takovy, aby v bodé A = [1,0,2] mél
hodnotu 7.

Piiklad 2 (27 b.): Na plose (geografickém lichobézniku)
or={(x,y,2) ER} | 2? + > + 22 =1 A2 <0 A 2> —1/V2 A 22 <1},
kde r > 0 je dany parametr, vypocitejte plosny integrél funkce f(z,y,2) = (2 + y?) 2.

Piiklad 3 (16 b.): Urcete préci vykonanou pusobenim sily
f= (m+y,8z—2y2 —IB,x—zQ)
1
po kiivce ¢ = {[x,y,z] ERY: 22 —dy=0 A z= §xy} z bodu A = [2,1,1] do bodu
B =10,0,0], kiivka ¢ je tedy orientovana od A do B.
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“Nutnd podminka pro udéleni zépoctu — aspon 15 bodu.

(Reseni na dalsi strance.)
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Reseni piikladu 1: Vidime, ze kvili v/ a 1//z musi byt splnéno x > 0, tj.
Df = {(ZL‘,y,Z) S Rg x> 0}7

jde tedy jen o jednu oblast.
Oblast Dy je jednoduse souvisld. Zbyva ovéfit, ze rot f = o. Slozky vektorové funkce
f oznacme po fadé P, () a R. Pocitejme
i j k
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Pole f tedy je potencialni.
Postupny vypocet potencidlu ¢. Nejprve integrujme napiiklad slozku P dle x

go(:c,y,z):/de—i—wl(y,z):/(%+3z+3) dz + Y1 (y, 2)

= Vay? + 32z + 3z + 1 (y, 2).

0
7 rovnosti e () odvodime

dy
2\/— ad}l o
Ty + 8—y(y,z) = 2\/ry + 2z cosy,
o
dy
U1y, 2) = 2zsiny + ¥o(2),
o(x,Y,2) = Voy® + 3xz + 3z + 2zsiny + Py(2).

(y,2) = 2z cosy,

0
7 rovnosti 9@ _ R odvodime!

0z
d
3x + 2siny + %(2) =3x + 2siny + 2z,
d
L2y =22,
Po(2) = 2% + ¢,

olz,y,z) = \/Ey2+3xz+3x+2,zsiny+z2+c, ceR.

Spravnost nalezeného potencidlu lze potvrdit ovérenim rovnosti Vo(z,y, z) = f(x,y, 2).
V bodé A =[1,0,2] mé byt 7= ¢(1,0,2) =6+3+4+ ¢, odtud ¢ = —6 a p(x,y, 2) =
Vay? + 3z + 3wz + 2zsiny + 22 — 6.

Reseni piikladu 2: Plocha o, je éasti kulové plochy (sféry). Casti, kterd je vymezena
rovinou yz a dvéma rovinami rovnobéznymi se souradnou rovinou xy, viz obr. 1.

Plochu muzeme parametrizovat vyrazy, které zname ze substituce do sférickych soutrad-
nic, tj. s vyuzitim vztahti x = rcosAcosy, y = rsinAcosp, 2z = rsing. Plochu o,
tedy budeme parametrizovat zobrazenim

G(r; A, @) = (rcos Acos p, rsin A cos @, rsin ).

TFunkee 15 zévis{ jen na proménné z, proto uz nepouzijeme znaceni pro parcidlni derivaci.



OBRAZEK 1. K prikladu 2. Plocha o,, kde r = 1.

Rozsahy A € (7/2,37/2) a ¢ € (—7/4, 7/6) lze odvodit napf. ivahou nebo z nacrtku,
pripadne vypoctem z nerovnosti vymezujicich plochu

>0, >0
<0 = rcoshcosp <0 =7

cosA <0 = \e (n/2,31/2);
z>—r/\/§ = Tsing0>—r/\/§ = sing0>—\/§/2 = o> —m/4,

2z<r = 2rsinp<r = sinp<1/2 = ¢ <7/6.

Nez zaéneme integrovat, spoc¢teme?

HGA(ra )‘7 (10) X GL,O(T; )‘790)||
= [[(=rsin Acos p,rcos Acosp,0) X (—rcos Asin ¢, —rsin Asin p, r cos p)||
= [[(rcos Acosprcosp — 0, 0+ rsin A cos@rcos g,
rsin A cos @ rsin Asin ¢ + rcos A cos ¢ r cos Asin )|
= [|(r* cos Acos? g, r? sin A cos? @, 1% sin® A cos psin ¢ + 1% cos® A cos @ sin @) ||

= [|(r* cos A cos? ¢, r?sin A cos? @, 1% cos @ sin )|

= \/ 4 cos? A cost p 4 r4sin? X cos? p + 4 cos? psin? ¢

=72 \/0054 @ + cos? psin? p = r? \/C082 ¢(cos? p + sin? ) = r? cos ¢,

kde jsme vyuzili rovnosti sin? A + cos? A\ = 1, sin? ¢ 4+ cos?>¢ = 1 a toho, 7Ze pro ¢ €
(—m/4, 7/6) je cosp > 0.
Funkci f vyjadiime v proménnych A, ¢ a s parametrem r, transformovanou funkci

o~

oznac¢ime f. Konkrétné
Flr A @) = ((rcos Acos )? + (rsin Acos p)?) rsin ¢

= (7“2 cos? 90) rsin¢ = 7 sin @ cos® ¢

2Jde délku normalového vektoru daného vektorovym soucinem tecénych vektoru ziskanych parcialni
derivaci funkce G podle A a .



Nyn{ jiz miZeme integrovat?

3n/2 /6 n/6
// fds = / / 3 sin  cos? w12 cos pdpd = 7r7"5/ sin ¢ cos® p dyp
or T —7/4

/2 —7/4
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coz je hledany vysledek.

Reseni piikladu 3: Obecné muzeme mit dvé cesty k cili. Pokud je pole f potencidlni,
staci najit jeho potencial a praci spocitat jako rozdil potencialu v koncovém a pocatecnim
bodé kiivky. Pole f vSak potencidlni neni, musime tedy postupovat jinym zpusobem,
tj. definovat a spocitat ktivkovy integral druhého druhu.
Nejprve uréime néjakou parametrizaci W kiivky c. Zvolme napiiklad x = ¢ a zbyvajici
vztahy dopocitejme:
1, 1, 1 1,
=1, yY=-x —4t, Z—zxy—8t.
Ktivka ¢ spojuje body A a B. Pro t = 0 dostavame bod B, bodu A dosdhneme pfi t = 2,
tj. t €10,2] ac(¥(0)) = B, ¢(¥(2)) = A. Parametrizace ¥ tedy je nesouhlasnd s orientaci
krivky c.
Soufadnicové funkce pole f ozna¢me po tfadé P, Q a R a vyjadieme je v parametru t,
také stanovme zavislost infinitezimalni zmény soutadnic x, y a z na infinitezimalni zméné
parametru ¢

W

1
P:x+yzzt2—|—t, dr = 1dt;

2 1 1
=8z -2 2 =13 - ' P = ——t! dy=—tdt;
Q=82—-2y" —x 16 gt dy=gtds
R:x—f:t—itﬁ dz:§t2dt
64 8
Ktivkovy integral druhého druhu pocitany s parametrizaci W
/f-deZ/de+/Qdy+/Rdz
2771 1 1 1 3
= 24t — ) =t t——1%) 22 ) de
(G () o (- at) 8
2 1 1 3 3
= b4t — o+ 23— —— 8 ) dt
/0(+4 16 +8 8 - 64
1 1 1 3 3 2 2 2 3 1 19
==+ =t -t - —— | =24 =,
{2 UED) 6-16° 32 8-9-64 |, tT37373737%

Vime, ze parametrizace VU je nesouhlasnd s orientaci ktivky c. Tecné vektory ke krivce
orientované dle zadani tedy maji orientaci opa¢nou, nez je orientace teénych vektoru
pocitanych pomoci derivace parametrizace VU, a jejich skalarni soucin s vektorovym polem
f (zdsadni myslenka kiivkového integrdlu druhého druhu) mé opacéné znaménko, nez

19
s jakym byl proveden vypocet. Hledand prace tudiz ma hodnotu —€.4

3Po transformaci soufadnic integrujeme soucin f(r, X Q)GA(T5 A, @) X Gy (15X, )|
4Povsimnéte si, ze volba @ = 2t vede k parametrizaci y = t2, z = t3, kde t € [0,1], s niz je vypocet
integralu jednodussi. Vysledek je ovSem shodny. Vhodnou volbou parametrizace si lze uSetfit praci.



