MA3G Zadani a rfeSeni

Priklad 1 (29 b): Defini¢ni obor vektorového pole
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f= < + 322 + 2%, + 4zy2* In 2)
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je tvofen nékolika neomezenymi oblastmi (tj. otevienymi souvislymi mnozinami) v R?. Najdéte
a matematicky zapiste maximdlni oblast €, pro niz plati (zdroven), ze pole f je definovéno na
Q a ze bod [1,—1,1] € Q. Neovétujte, zda v Q je splnéna postacujici podminka pro to, aby
pole f bylo potenciélni, ale naleznéte jeho potencial ¢ takovy, ze ¢(A) = 8(1 + 7), kde bod
A = [1,7/2,1]. Zkontrolujte sprdvnost vypocteného potencialu .

Resend: Vidime, ze x # 0, z # 0, avsak y € R. Odtud
Q={[r,y,2]eR: >0 ANz >0} =(0,400) x R x (0, +00).

Nalezeni potencidlu. Ozna¢me f = (P,Q, R).
1 .
o= / ( + 322 + y24z> dz =Inz + zy2% + 23 + c(y, 2).
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Derivovanim ¢ dle y a srovnanim s ) dostaneme

cosy
ey, 2) = —,

siny

cly.2) = ¥ +d(2),

¢ =1Inz + zy2¥ + 23 + g +d(2).

Derivovanim ¢ dle z a srovnanim s R dostaneme
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d(z) =

(=1,
d(z) =lnz + K,

o(z,y, 2) Zlnx+xy24z+x3+w+lnz+lf
z

:ln(:nz)+:zy24z+x3+w+K, K eR.
z

1
Srovnanim ¢(A) =In1+ 224 +13+ 1 + K = 8m+2+ K s hodnotou 8(1+7) dostavame K = 6.

Derivovanim se ovéii, ze Vo = f.

Priklad 2 (27 b): Necht uzaviend plocha P tvoif hranici kulového vrchliku T = {[z,y, 2] €
R3: 22 +9% + 22 <4 Az > 1} aje orientovdna smérem vné. Spocitejte tok vektorového pole
F = (x3, Y3, z2) plochou P. [Pozndmka: Uvédomte si, ze tok plochou lze poéitat riznymi a vypocetné
ruzné slozitymi zpusoby, napiiklad téz dle Gaussovy-Ostrogradského véty.]

Reseni: Vyuzijeme Gaussovu-Ostrogradského vétu [[, F-ndS = [[f, . »div F dz dydz a cylin-
drické soufadnice © = pcosp, y = ogsing, z =2 J = g, kde ¢ € (0,27), r € (0,V3) a
z € [1,4/4 — ¢?]. Pak Pdiv F = 322 + 3y + 2z a (oznaéme tok w)

2 V3 pa/4—0?
w = /// divFdzdydz = / / / (30% 4 22)pdz dpdep.
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Piiklad 3 (16 b): Pomoci vhodné parametrizace kiivky ¢ = {[z,y,2] € R® : 22 —y -2 =
0 A z=2x+ y} urtete préici vykonanou pusobenim sily

Yy
f = <Za *7y)
x
po kiivce ¢ z bodu A = [2,2,4] do bodu B = [1,—1,0]; kiivka ¢ je orientovand od A do B.

[Pozndmky: (a) Pti definovan{ parametrizace vdm muze pomoci nacrtek kolmého prumétu kiivky c
do roviny zy. (b) Nezapomeite na vztah parametrizace a orientace kiivky.]

Resend: V roviné zy je priumétem kiivky parabola y = 22 —2. Parametrizaci ® zvolime napiiklad
takto

=t y=t>-2 z=t>4+t-2, te[l,2], «®(1)) =B, c(®(2)) = A4,

parametrizace je nesouhlasnd s orientaci kiivky.

Obecny vztah
/f-fds:/de+/Qdy+/Rdz.
Méme

P=z=t"+t-2 de=1dt; Q=y/z=t*—-2)/t, dy=2t; R=y=t>—-2, dz=2t+1,

tedy (v rovnosti & se nesouhlasnd parametrizace projevi znaménkem minus)
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