
MA3G Zadáńı a řešeńı

Př́ıklad 1 (29 b): Definičńı obor vektorového pole

f =

(
1

x
+ 3x2 + y24z,

cos y

z
+ x24z,

1

z
− sin(y)

z2
+ 4xy24z ln 2

)
je tvořen několika neomezenými oblastmi (tj. otevřenými souvislými množinami) v R3. Najděte
a matematicky zapǐste maximálńı oblast Ω, pro niž plat́ı (zároveň), že pole f je definováno na
Ω a že bod [1,−1, 1] ∈ Ω. Neověřujte, zda v Ω je splněna postačuj́ıćı podmı́nka pro to, aby
pole f bylo potenciálńı, ale nalezněte jeho potenciál ϕ takový, že ϕ(A) = 8(1 + π), kde bod
A = [1, π/2, 1]. Zkontrolujte správnost vypočteného potenciálu ϕ.

Řešeńı: Vid́ıme, že x 6= 0, z 6= 0, avšak y ∈ R. Odtud

Ω = {[x, y, z] ∈ R : x > 0 ∧ z > 0} = (0,+∞)× R× (0,+∞).

Nalezeńı potenciálu. Označme f = (P,Q,R).

ϕ =

∫ (
1

x
+ 3x2 + y24z

)
dx = lnx+ xy24z + x3 + c(y, z).

Derivováńım ϕ dle y a srovnáńım s Q dostaneme

c′y(y, z) =
cos y

z
,

c(y, z) =
sin y

z
+ d(z),

ϕ = lnx+ xy24z + x3 +
sin y

z
+ d(z).

Derivováńım ϕ dle z a srovnáńım s R dostaneme

d′(z) =
1

z
,

d(z) = ln z +K,

ϕ(x, y, z) = lnx+ xy24z + x3 +
sin y

z
+ ln z +K

= ln(xz) + xy24z + x3 +
sin y

z
+K, K ∈ R.

Srovnáńım ϕ(A) = ln 1+
π

2
24 +13 +

1

1
+K = 8π+2+K s hodnotou 8(1+π) dostáváme K = 6.

Derivováńım se ověř́ı, že ∇ϕ = f .

Př́ıklad 2 (27 b): Necht’ uzavřená plocha P tvoř́ı hranici kulového vrchĺıku T = {[x, y, z] ∈
R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 4 ∧ z ≥ 1} a je orientována směrem vně. Spoč́ıtejte tok vektorového pole
F = (x3, y3, z2) plochou P. [Poznámka: Uvědomte si, že tok plochou lze poč́ıtat r̊uznými a výpočetně

r̊uzně složitými zp̊usoby, např́ıklad též dle Gaussovy-Ostrogradského věty.]

Řešeńı: Využijeme Gaussovu-Ostrogradského větu
∫∫
P F ·ndS =

∫∫∫
IntP divF dx dy dz a cylin-

drické souřadnice x = % cosϕ, y = % sinϕ, z = ẑ J = %, kde ϕ ∈ (0, 2π), r ∈ (0,
√

3) a

z ∈ [1,
√

4− %2]. Pak P divF = 3x2 + 3y2 + 2z a (označme tok w)

w =

∫∫∫
IntP

divF dx dy dz =

∫ 2π

0

∫ √3
0

∫ √4−%2

1
(3%2 + 2ẑ)% dẑ d%dϕ.
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Poč́ıtejme

w =

∫ 2π

0

∫ √3
0

[
3%3ẑ + %ẑ2

]√4−%2
1

d%dϕ

=

∫ 2π

0

∫ √3
0

(
3%3
√

4− %2 − 3%3 + %(4− %2)− %
)

d%dϕ

=

∫ 2π

0

∫ √3
0

(
3%3
√

4− %2 − 4%3 + 3%
)

d%dϕ

= 2π

∫ √3
0

3%3
√

4− %2 d%+ 2π

∫ √3
0

(
−4%3 + 3%

)
d% = w1 + w2.

Zaved’me substituci

4− %2 = t ⇒ −2%d% = dt, meze: 0 7→ 4,
√

3 7→ 1

a pokračujme

w1 = 3π

∫ 4

1
(4− t)

√
t dt = 3π

[
8

3
t3/2 − 2

5
t5/2
]4
1

= 3π

[
64

3
− 64

5
−
(

8

3
− 2

5

)]
= 3π

[
128

15
− 34

15

]
= 3π

94

15
=

94

5
π;

w2 = 2π

[
−%4 +

3

2
%2
]√3
0

= 2π

[
−9 +

9

2

]
= −9π;

w = w1 + w2 =
94

5
π − 45

5
π =

49

5
π.

Př́ıklad 3 (16 b): Pomoćı vhodné parametrizace křivky c = {[x, y, z] ∈ R3 : x2 − y − 2 =
0 ∧ z = x+ y} určete práci vykonanou p̊usobeńım śıly

f =
(
z,
y

x
, y
)

po křivce c z bodu A = [2, 2, 4] do bodu B = [1,−1, 0]; křivka c je orientovaná od A do B.
[Poznámky: (a) Při definováńı parametrizace vám může pomoci náčrtek kolmého pr̊umětu křivky c

do roviny xy. (b) Nezapomeňte na vztah parametrizace a orientace křivky.]

Řešeńı: V rovině xy je pr̊umětem křivky parabola y = x2−2. Parametrizaci Φ zvoĺıme např́ıklad
takto

x = t, y = t2 − 2, z = t2 + t− 2, t ∈ [1, 2], c(Φ(1)) = B, c(Φ(2)) = A,

parametrizace je nesouhlasná s orientaćı křivky.
Obecný vztah ∫

c
f · ~T ds =

∫
c
P dx+

∫
c
Qdy +

∫
c
R dz.

Máme

P = z = t2 + t− 2, dx = 1 dt; Q = y/x = (t2− 2)/t, dy = 2t; R = y = t2− 2, dz = 2t+ 1,

tedy (v rovnosti ♠ se nesouhlasná parametrizace projev́ı znaménkem minus)∫
c
f · ~T ds

♠
= −

∫ 2

1

(
t2 + t− 2 + 2t2 − 4 + (t2 − 2)(2t+ 1)

)
dt = −

∫ 2

1

(
2t3 + 4t2 − 3t− 8

)
dt

= −
[

1

2
t4 +

4

3
t3 − 3

2
t2 − 8t

]2
1

= −
[
8 +

32

3
− 6− 16−

(
1

2
+

4

3
− 3

2
− 8

)]
= −

(
−14 +

32

3
+ 8− 1

3

)
= −

(
−6 +

31

3

)
= −13

3
.

Vykonaná práce je −13

3
.


