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ABSTRAKT:

Cilem dizertacni prace je navrhnout statistické postupy pro detekovani zmény stfedni hodnoty
rocniho chodu pratokovych fad. Pod pojmem "ro¢ni chod" se zde rozumi vektor o 365 sou-
fadnicich, jehoZ komponenty tvofi denni primérné priitoky. Rozhodnuti, zda miZeme sezénni
chovani fady povaZovat za staciondrni, je v rdmci matematické statistiky nejcastéji zaloZzeno na
testovani hypotéz. Hlavnim cilem prvni ¢asti prace je navrhnout statistické testy, které by byly
schopny zménu ve stfedni hodnot€ ro¢niho chodu odhalit.

Pokud se detekuje zména v sezonnim chovani, zajima nds, k jakému typu zmény doslo. To
znamend odhadnout stfedni hodnotu vektoru primérnych dennich tokt odpovidajici jednomu
kalendafnimu roku pfed i po této zméné.

Vzhledem k tomu, Ze jednim z hlavnich ryst detekované zmény je posun jarni kulminace,
je cilem préce také navrhnout statistické metody k odhadu doby, kdy k jarni kulminaci dochazi,
tj. odhadnout argument maxima vektoru stfednich hodnot ro¢niho chodu.

Velmi ddlezité je nejen navrhnout statistické metody, ale také je pouZit pro zpracovani re-
alnych dat. V naSem pfipadé€ jsme zpracovavali idaje z vodomérnych stanic na 18 malych Ces-
kych tocich, které byly vybrany tak, aby pritoky byly co nejméné ovlivnény lidskou ¢innosti.
Pro problém detekce vice zmén jsme navrzenou metodu pouZzili na denni primérné pratoky
Dunaje v Bratislavé. Aplikace naSich postupt na redlnd data pak ukazuji, které z navrzenych

metod jsou vhodné a které naopak jsou méné vhodné pro detekci studovanych nestacionarit.
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ABSTRACT:

The aim of the dissertation thesis is to propose statistical methods for analyzing stationarity
of discharge series annual cycle. The analyzed data are daily mean values in several years and
under the name "annual cycle" we understand a vector of 365 coordinates whose components
are daily mean discharge values. The decision on stationarity of seasonal behavior is based
on hypotheses testing and the aim of the first part of the thesis is to propose statistical tests
suitable for detection of changes in the mean vector of annual cycles. As the time period, when
the discharge time series is measured, is relatively short we propose methods for reducing
a dimension of the problem. In addition to the two-sample tests we suggest application of
change-point methods. If any change in seasonal behavior is detected, we estimate the mean
vector of annual cycle before and after the change using non-parametric as well as parametric
approach.

Since one of the main features of the observed changes is a shift of the spring time, the
aim of the thesis is also to propose statistical methods for estimating the time when the peak
culmination occurs, i.e., estimate the argument where the vector of the mean values of the
annual cycle attains its maximum.

We do not only propose statistical methods for studying the stationarity of seasonal beha-
vior of time series but we also apply them for a real data analysis. In our case, we analyze the
data from 18 water gauge stations of small Czech rivers selected in a way that the discharge
is not affected by human activity. As we also suggest a method for detecting more than one
change, we apply it to the discharge series of the Danube River in Bratislava.

Application of our methods to the real data sets shows which of the proposed methods
are appropriate, or on the other hand, which are less suitable for a detection of the studied

nonstationary behavior.
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Kapitola 1
Uvod

m

"Globdlni oteplovani" je jev, o jehoZ existenci pochybuje jen mélo klimatologti a hydrologi.
V National Geographic z dubna 2017 autori predkladaji jasna fakta. Je prokazatelné, Ze na
svété dochdzi k oteplovani. Vedra v roce 2016 pfekonala historicky rekord v roce 2015, ktery
pro zménu piekonal rekord z roku 2014. Priimérné hodnoty teploty na zemském povrchu z roku
2016, které byly sestaveny z méfeni provedenych na tisicich meteorologickych stanicich, b6-
jich a lodich, byly o 1,69 °F (tj. 0 0,94 °C) vyssi neZ primérné hodnoty za 20. stoleti. DruZice
zkoumajici atmosféru rovnéZ zaznamenaly jasny trend oteplovani. Navic El Niilo pfidav4 k re-
kordu z minulého roku do¢asné uvolnéni tepla z Pacifiku. Zadna piirodni piicina (slune&ni
cyklus, sopecné erupce apod.) vSak nevysvétluje trend oteplovani, ktery probihd minimélné
polovinu stoleti. Naproti tomu antropogenni sklenikové plyny, které se hromadi v atmosfére,
zpusobuji ohfivani zemského povrchu. Prestoze mezi védci nalezneme i odpirce tohoto tvr-
zeni, da se zjednodusené fict, Ze 9 z 10 védct na zaklad€ svych vyzkumi existenci globdlntho
oteplovani potvrzuje. O sklenikovém efektu vime jiZ od 19. stoleti. V roce 1896 §védsky fyzik
Svante Arrhenius predpovédél, Ze oxid uhliCity ze spalovaného uhli by mohl oteplovat planetu.
Jak je tedy tento jev odborniky vysvétlovan a co v§e zptsobuje?

Globdélni oteplovani spocivad ve zvySovani primérné teploty na zemském povrchu v da-
sledku zvyseni koncentraci sklenikovych plynd v atmosféfe. Sklenikové plyny (oxid uhlicity,

ves v

methan, oxid dusny, freony) propoustéji ¢ast infracerveného slunecniho zéareni (10 az 80 %,
v zévislosti na oblacnosti), které dopadd na zemsky povrch a ohiiva ho. V noci naopak brani
uniku tohoto tepla zpatky do vesmiru. ZvySovanim koncentraci sklenikovych plyni v atmo-
sféfe unikd méné tepla do vesmiru a vice ho zlstdva v atmosfére. V porovnani s rokem 2000
je dnes jiz téméf viemi védci tento fenomén uzndvan. Objektivnim méfenim bylo dokazéano,

Ze v atmosféfe roste obsah nékterych sklenikovych plyni a primérna teplota atmosféry stoupa.

Tim dochazi k tani ledovci, stoupd hladina oceand, méni se proudéni v oceanech, coz ovliv-
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fuje celkové klima i pocasi, viz Wetherald (2010). Diskuze se nyni vedou pfedev§im o mife
lidského zavinéni na tomto stavu a moznostem, jak zamezit dal§imu negativnimu vyvoji. Tento
jev jiz zasédhl i politické sféry. Emise antropogennich sklenikovych plynti jsou kontrolovany
tzv. Kjétskym protokolem (podepsdn v r. 1997, Gcinnost od r. 2005) a Rdmcovou tmluvou
(podepsdna 1992, tcinnost od r. 1994). Montrealsky protokol (podepsany 1987, ic¢innost od
r. 1989) o latkach poskozujicich ozénovou vrstvu kontroluje pouZiti halonti a freonii. Neméné
vyznamnd je také PafiZskd dohoda o sniZovani emisi oxidu uhlicitého z roku 2016.

Podle experti z MFF UK se globdlni oteplovani nevyhyba ani Ceské republice. Do roku
2040 ma primérna teplota vzduchu nardst minimalné o 1°C a za pétapadesat let ma potom
stoupnout az o 2,5 stupné. Cechy tak v budoucnosti ekaji teplejsi zimy, ubude mrazovych
a ledovych dni. Bude také a7 o dvé& tietiny méné snéhu v horskych oblastech (Sumava, Krko-
nose, Jeseniky atd.). Naopak v 1ét€ otepleni pfinese zvySené mnozstvi tropickych dnti a noci.
V Ceské republice jiz zaznamenali odbornici n&které z klimatickych zmén. Obvykle byvaji na
jafe feky po tani snéhu plné vody, v roce 2014 se pritoky nékterych fek na jafe pohybovaly
na historickych minimech (nof. povodi horniho Labe, horni Vltavy. Berounky, Ohfe a Opavy).
Kvili hrozbé sucha vznikla dokonce i expertni skupina, kterd s Vyzkumnym ustavem vodo-
hospodatskym (VUV TGM, v.v.i.) piipravuje strategii na udrzeni vody v krajing.

Velké mnozstvi védcid ve svEte 1 u nds se zabyva predikci chovani pritokovych fad pomoci
klimatologickych a hydrologickych modelti, viz napt. Nohara et al. (2006), Hanel et al. (2013),
Hanel et al. (2014). Méné z nich se snaZi pomoci statistickych metod detekovat probihajici
zmény v jiz naméfenych rfadach. Sem patii napt. clanky Milly a Dunne (2005), Dai et al. (2009),
Irmak et al. (2012), Pekarova et al. (2003). Nejcastéji se studuje existence trendl bud’ v ronich
nebo mésicnich primérnych pritocich, viz napt. Kliment et al. (2011), Ledvinka a Lamacova
(2015).

Predkladand prace se zabyva metodami pro detekci zmén v sezénnim chovani fad a déle
odhady, k jaké zméné (zméndm) Casovych fad doslo. Detekce zmén sezénniho chovéni byla
studovana napf. v ¢lancich Stewart (2005), Ye et al. (2004), Villarini et al. (2011).

Prace je zaméfena predev§im na studium pritokovych fad. Statistické postupy popsané
v praci by se samozifejmé daly pouZit i pro jiné Casové fady, nicméné my jsme je aplikovali
vyhradné na pritokové fady, pficemZ se jednalo o asové fady prumérnych dennich pritokd
méfené v urcité stanici béhem nékolika po sobé jdoucich let.

Vzhledem ke stfiddni ro¢nich obdobi ma vektor pramérnych dennich pritokd fek v Ceské
i Slovenské republice sezénni charakter. Vektor primérnych dennich pritoki uréuje ro¢ni chod.

Nejvodnatéjsim obdobim je jaro, kdy taje snih. V 1été se Casto vyskytuje obdobi se silnymi
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srazkami a to také zptisobuje pomérné vysoké odtoky. Obrazek ilustruje sezénni chovani
pomoci prub€hu priméri (za celé sledované obdobi) primérnych dennich pritoki feky Bélé.
Stejné jako i v dal$ich obrazcich na ose x jsou vyneseny kalendafni dny v roce, na ose y pritoky

vm3/s.

0 50 100 150 200 250 300 350 400

Obrazek 1.1: Primérny ro¢ni chod feky BEIE.

Rozhodovani, zda studovand fada neméni v Case svoje stochastické chovani, je v rdmci
matematické statistiky obvykle zaloZeno na testovani hypotéz, kde nulova hypotéza tvrdi, Ze je
fada staciondrni. Stochasticky model stacionarniho chovani se miZe volit parametricky nebo
neparametricky. My jsme obvykle pouzivali parametrické modely, pficemzZ jsme pfedpokla-
dali, Ze vektory prumérnych dennich pritoki v jednotlivych letech jsou nezavislé vektory. To
je samoziejmé zjednodusujici pfedpoklad, protoZe denni pritoky na konci kalendainiho roku
a denni pritoky z pocatku nasledujiciho kalendainiho roku jsou zcela jisté zavislé. Domnivame
se ale, Ze tato zdvislost nenf natolik silnd, aby ovlivnila vysledky statistické analyzy.

Po stanoveni nulové hypotézy je tieba urcit alternativni hypotézu. Alternativni hypotéza
v detekci bodu zmény tvrdi, Ze stacionarita fady byla porusena urcitym danym zpdsobem.
V praci se vénujeme predev§im zméné stfedni hodnoty. Tato zména miize byt rizného typu,
a proto existuje celd fada riznych testl, pficemz kazdy mdze byt vhodny pro jiny typ zmény.

Odbornici také rozliSuji mezi zménou nahlou a zménou postupnou. Pfi pouziti modelt
s ndhlou zménou se predpoklidda, Ze ke zméné doslo bud’ v jednom ¢asovém okamZiku, nebo

Castéji, v néjakém kritkém (vzhledem k celkové dobé méfeni) Casovém obdobi. V modelech
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pro postupnou zménu se predpokladd, Ze se zacal v ur€itém okamZiku v asové fadé projevovat
néjaky trend. V na$i praci se zabyvame predevSim ndhlymi zménami. Poznamenejme vSak,
Ze postupy pro detekci ndhlé zmény Casto detekuji i postupné zmény a naopak. Samoziejmé
v pfipadé, Ze typ skute¢né zmény neodpovidd zméné predpoklddané v alternativni hypotéze,
postup ztraci svou silu, tj. je schopen detekovat jen "vyrazné vétsi zmeény".

Pokud méame alespoti pfibliznou pfedstavu, v kterém casovém obdobi ke zméné mohlo do-
jit, miZeme pro zamitnuti nulové hypotézy pouZit testové statistiky zndmé z dvouvybérovych
testl. Je zfejmé, Ze pouZitd dvouvybérova testova statistika zamitd nulovou hypotézu i tehdy,
kdyz se skutecny bod zmény neshoduje presné s o¢ekdvanym bodem zmény. V takovém pfi-
padé ovSem opét pouZity postup ztraci svou silu. JestliZe nevime, kde ke zméné doslo, je lepsi
pouZit postupy, které byly navrZzeny v odvétvi matematické statistiky, zndmé pod ndzvem ana-
Iyza bodu zmény, anglicky "change point analysis". Testové statistiky, které se pro detekci
bodu zmény pouZivaji v rdmci analyzy bodu zmény, odpovidaji maximdlni hodnoté dvouvy-
bérovych testovych statistik. Jini autofi ddvaji pfednost testovym statistikdm, které odpovidaji
sumam jednotlivych dvouvybérovych testovych statistik. V nasi praci se zaméfujeme prede-
v§im na testové statistiky maximalniho typu. Ze zahranicnich praci, které se zabyvaji analyzou
bodu zmény, pfipomeiime alesponi Jandhyala et al. (2012).

V fadé se samoziejmé mize vyskytovat i vice nez jedna zména. Vice zmén je moZno dete-
kovat jen tehdy, pokud je fada dostate¢né dlouhd a mezi jednotlivymi zménami jsou dostatecné
velké Casové odstupy. Pri detekci vice zmén se nejcastéji postupuje sekvenéné. To znamen4,
Ze odhali-li se jedna zména, fada se rozd€li na dvé Casti, tj. pfed zménou a po ni, a pak se
analyzuji obé ¢asti oddélené. Najde-li se alesponi v jedné z téchto Casti zména, fada se opét
rozdéli atd. Antoch a Jaruskovd (2013) navrhli jiny postup, pomoci kterého se detekuje vice
zmén soucasne.

Pokud v fadé byla odhalena zména v jejim sezénnim chovani, je dilezité charakterizovat,
v Cem tato zména spociva. Z tohoto diivodu pouZivame neparametrické i parametrické metody
pro odhad primérného ro¢niho chodu pred a po zméné. Vzhledem k tomu, Ze Castym rysem
nestaciondrniho chovéni fad je posun jarnich kulminacnich pritokd smérem k pocatku kalen-
darniho roku, zabyvdme se v nasi préci i postupy, jak bodové a intervalové odhadnout, kde

sttedn{ ro¢ni chod nabyvé svého maxima a také posun poloh maxim pro dva Casové tseky.
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Kapitola 2

Popis dat a popis pouzitych

vypocetnich prostiredku

V nasi préci jsme analyzovali primérné denni pritoky 18 malych ¢eskych fek. Profily, v kte-
rych bylo méfeni provadéno, byly vybrany tak, aby pritoky nebyly piili§ ovlivnény lidskou
¢innosti. To znamend, Ze se nad méficimi stanicemi uZ nenachdzely Zddné prehrady ¢i nddrZe.
V takovém piipadé mohou byt zmény zjisténé v jejich stochastickém chovani nejspis pripsany
pravé klimatickym zméndm. Pfed tim, neZ jsme fady zacali studovat my, byla data analyzovéna
z hydrologického hlediska v rdmci grantu KLISPO podporovaného Narodni agenturou pro vy-
zkum v zem&d&lstvi Ministerstva zem&d&lstvi CR (2007-2011), viz Satrapa a Zukal (2012).

Tabulka[2.1Judévé ndzvy toka i stanic a také Easové obdobf, pro které jsme data analyzovali.
V prvnim sloupci je uveden ndzev feky spolu s ndzvem stanice. Druhy a tfeti sloupec ukazuji
pocatecni a konec¢né roky pozorovani, ctvrty sloupec udava roky, kdy ddaje chybély. Paty slou-
pec udava pocet let, po ktery byly idaje analyzovany. Délka studovanych fad se pohybuje mezi
50 az 90 lety. Obrézek [2.T] ukazuje polohu vSech 18 stanic.

Z4kladnimi zpracovdvanymi ddaji byly denni primérné priitoky méiené v m3/s. V nasi
praci jsme pracovali s kalendainimi roky, to znamend, Ze kazdy rok zacal 1. ledna a skoncil
31. prosince. Vynechali jsme data odpovidajici 29. tnoriim, abychom méli 365 hodnot pro
kazdy rok. Zpracovavand data tak méla formu matice, s 365 sloupci a s poctem fadkd, ktery

odpovidal poctu let, v kterych bylo méfeni provadéno.
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TOK - STANICE pocC. rok | posl. rok | chybéjici roky | pocet rokd
BELA - KVASINY 1941 2007 67
BLANICE - BL. MLYN 1953 2008 56
BRODECKA - OTASLAVICE 1941 2007 67
CELADENKA - CELADNA 1953 2007 55
DOUBRAVA - SPACICE 1952 2006 55
JIZERKA - DOLNI STEPANICE 1923 2008 86
KYJOVKA - KYJOV 1951 2008 58
MORAVA - VLASKE 1950 2008 59
MUMLAVA - JANOV-HARRACHOV 1941 2008 68
DIVOKA ORLICE - KLASTEREC N. O. | 1938 2006 69
OTAVA - REJSTEIN 1911 2007 1920-1930; 75

1937-1947

PORUBKA - VRESINA 1953 2008 56
ROZNOV. BECVA - HORNI BECVA 1955 2008 54
SVRATKA - BOROVNICE 1925 2007 67
UPA - HORNI MARSOV 1931 2006 1940-1948 67
VLARA - POPOV 1956 2008 53
VYDRA - MODRAVA 1931 2007 1940-1948 68
ZDOBNICE - SLATINA N. Z. 1945 2007 63

Tabulka 2.1: Prehled stanic

V oddilu ktery je vénovan vicenasobnym zménam, jsme pak zpracovavali denni prd-

mérné pritoky Dunaje v Bratislavé z let 1901 - 2009. Tato data byla poskytnuta Slovenskym

hydrometeorolgickym tdstavem.

Abychom byli schopni popsané metody k analyze dat pouZit, museli jsme pfipravit fadu

vypocetnich programd. Programy byly napsany jako makra v prostfedi Matlab. Zpracovani

pak probihalo na osobnich pocitacich.
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Obrazek 2.1: Mapa stanic

toky prumér | medidn | minimum | maximum | smérodatnd odchylka
BELA 1.1162 | 0.7040 | 0.0460 51.9000 1.3554
BLANICE 0.9331 | 0.5680 | 0.0200 64.7000 1.2469
BRODECKA 0.3323 | 0.1420 | 0.0000 21.8000 0.6864
CELADENKA | 0.8241 | 0.4500 | 0.0200 46.5000 1.4090
DOUBRAVA 1.6949 | 1.0100 | 0.0430 56.9000 2.3331
JIZERKA 1.3348 | 0.8000 | 0.1020 39.5000 1.6844
KYJOVKA 0.2711 | 0.1750 | 0.0200 9.5000 0.3799
MORAVA 1.9617 | 1.4000 | 0.1900 92.0000 1.9045
MUMLAVA 1.9251 | 1.1200 | 0.1000 63.8000 2.3468
ORLICE 3.2949 | 2.0700 | 0.1700 108.0000 4.1106
OTAVA 8.1370 | 5.8500 | 0.4400 164.0000 7.6899
PORUBKA 0.2522 | 0.1100 | 0.0010 26.0000 0.6322
ROZNOV.BECVA | 0.3093 | 0.1460 | 0.0008 16.0000 0.5498
SVRATKA 1.4812 | 0.9000 | 0.0290 55.4000 1.9326
UPA 2.6053 | 1.7300 | 0.2200 75.3000 2.6950
VLARA 1.4893 | 0.6800 | 0.0060 106.0000 2.8713
VYDRA 3.3674 | 2.2500 | 0.2000 82.0000 3.5874
ZDOBNICE 1.9258 | 1.1900 | 0.0760 55.8000 2.3955

Tabulka 2.2: Popisna statistika 18 ¢eskych rek.
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tok

primér

median

minimum

maximum

smérodatnd odchylka

DUNAJ

2052.6

1848

580

10285

972.52

Tabulka 2.3: Popisna statistika pro Duna;.

20




Kapitola 3

Jednoduché testy na zjiSt’ovani zmeény

v Fadé prumérnych roc¢nich prutoku

Jak jsme uvedli v Gvodu, je cilem nasi prace navrhnout statistické postupy pro detekci zmén
v sezonnim chovani fad. Myslime si vSak, Ze diive neZ se zaCne analyzovat stacionarita se-
z6niho chovani fad, je nutné se zamyslet nad tim, zda se neméni fada primérnych rocnich
pratokd. Z tohoto divodu zde uvedeme tfi jednoduché testy, které byvaji soucasti zakladniho
kurzu matematické statistiky a které je mozno pouzit pro detekci piipadnych nestacionarit fad
primérnych ro¢nich pratoki. Prvni dva testy jsou dvouvybérové a tiet{ je test na existenci line-
arniho trendu ve stiedni hodnoté. Ve vsech tiech testech se predpokada, Ze studované veliciny,
zde prumérné ro¢ni pritoky, tvorfi posloupnost nezavislych ndhodnych velicin.

Pro detekci nestacionarniho chovani fady primérnych rocnich priitoki by samoziejmé bylo
lepsi pouzit "sofistikované" testy vytvorené pro detekci bodu zmény za predpokladu, Ze polohu
bodu zmény nezndme. Tyto testy jsou vSak mnohem komplikovanéjsi. Vzhledem k tomu, Ze
namétem predklddané prace neni detekce nestacionarit v fadé primérnych rocnich pritokd,
tyto testy zde neuvddime, a ani jsme je pro naSe data nepouZili.

Jak uZ bylo feCeno, miiZe nastat situace, kdy se celd fada X1, ..., X rozdéli na dvé ¢asti:
X1, ., XnaXnt1, -, Xngm, N = n+m), pfiCemzZ prvni ¢4st je staciondrni (jeji Cleny se
fidi rozdélenim s distribu¢ni funkci Fj(x)) a rovnéz jeji druhd Cést je staciondrni (jeji Cleny se
fidi rozdélenim s distribu¢ni funkci F»(x)), pfi¢emz v8ak rozdéleni prvni a druhé ¢asti se 1isi,
tj. F1(x) # Fy(x) pro n&jaké x € R'. Tomuto typu zmény se iik4 nahld zména.

Pokud zndme bod zmény n, miizeme pouzit néjaky dvouvybérovy test. Dvouvybérovy test
je schopen casto detekovat piripadnou zménu, i kdyZ k ni dochdzi v jiném Case neZ v Case n.
V takovém piipadé ma ale mensi silu. Pokud Cas, v kterém miize dojit ke zméné, neznime,

je nejlépe volit n = N/2. Tak jsme postupovali v piipadé primérnych ro¢nich pritokd i my.
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Pokud mame néjakou ptedstavu, Ze by ke zméné€ mohlo dojit v néjakém jiném Case ng, pak
samozfejme rozdélime fadu v tomto bodé.

Nejcastéjsim typem zmény je zména stfedni hodnoty, pripadné zména rozptylu. Odpovida-
jici problémy testovani hypotéz pro pripad, Ze primérné rocni pritoky povazujeme za vybéry
z normalniho rozdéleni, uvadime niZe. Pro velké hodnoty n a m se daji testy pouzit (diky cent-
raln{ limitn{ vété) i pro vybery z jiného nez normalniho rozdéleni. Pfipomenme, Ze pfi aplikaci
dvouvybérovych testli postupujeme tak, Ze prvni vybér tvori fada Xi,..., X, a druhy fada

Xn—i—la ceey Xn+m-

3.1 Dvouvybérové testy pro shodnost parametra vybéru normal-
niho rozdéleni

Uvazujme ndhodny vybér (Xi, ..., X,,) o rozsahu n z rozdéleni N(ju1,07) a nihodny vy-

bér (Y1,...,Ym) o rozsahu m z rozdéleni N (ug,03). Necht ndhodné vybéry (X1, ..., X,)

a(Yy,...,Y,,) jsou nezavislé.

a) Test shodnosti parametru stfednich hodnot dvou nezavislych vybéri

Nulova hypotéza: Hy : pu1 = o
Alternativa: Ay # pe
Nulovou hypotézu Hy zamitdme (za predpokladu o2 = o3), jestliZe:
X-Y
| | Vitm—2,—" S taln+m—2, (1)
V(n—1)s(z) + (m — 1)s(y) n+m 2

ta [n+m — 2] je 100 § % horn{ kvantil ¢ rozdéleni o n + m — 2 stupnich volnosti, kde v ozna-

T:

¢uje hladinu vyznamnosti testu. Ve shora uvedenych vzorcich jsme znadili X = Y"1 | X;(n)/n,
Y = Y0 Yi(m)/m, s3(2) = Y0 (X - X)/(n - 1), s2(y) = S0 (Y - V) /(m — 1).
Pokud je n a m velké, miizeme pouZit asymptotické zamitaci pravidlo, kde nahradime kvantil
t-rozdéleni odpovidajicim kvantilem normdlntho rozdéleni. Jak bylo fecené, pokud pifipadny
bod zmény nezndme, je nejlepsi pfi testovani volit n = m a délit Casovou fadu na dvé stejné

z Mz

dlouhé casti. Tak jsme postupovali v naSem pripadé. Pokud n + m bylo liché, volili jsme
prvni ¢ast o 1 rok delsi neZ ¢ast druhou. Vysledky pro jednotlivé toky jsou uvedeny v Ta-
bulce[3.1] V této tabulce ¢ oznatuje hodnotu testové statistiky 7', p oznacuje p-hodnotu p¥islus-
ného testu, tj. p = P(T > t) a t, oznaCuje pfislusny 2.5% horn{ kvantil Studentova rozdélen{

o n + m — 2 stupnich volnosti.
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toky t o P X Y | pocet dat

BELA -0.8437 | 1.9966 | 0.4019 | 1.0917 | 1.1580 67

BLANICE 1.0554 | 2.0040 | 0.2959 | 0.9710 | 0.8940 56

BRODECKA 1.0579 | 1.9966 | 0.2940 | 0.3539 | 0.3128 67

CELADENKA 0.0087 | 2.0049 | 0.9931 | 0.8394 | 0.8389 55

DOUBRAVA -0.7583 | 2.0057 | 0.4516 | 1.6404 | 1.7513 55

JIZERKA 1.3463 | 1.9883 | 0.1818 | 1.4002 | 1.2858 86

KYJOVKA 2.0764 | 2.0025 | 0.0266 | 0.3040 | 0.2425 58

MORAVA 0.8507 | 2.0017 | 0.3984 | 2.0015 | 1.9014 59

MUMLAVA -3.0516 | 1.9960 | 0.0033 | 1.7717 | 2.0738 68

ORLICE -1.2980 | 1.9960 | 0.1987 | 3.1572 | 3.4366 69

OTAVA -0.9811 | 1.9908 | 0.3296 | 8.0809 | 8.5419 75

PORUBKA 2.1189 | 2.0040 | 0.0386 | 0.2875 | 0.2197 56
ROZNOV.BECVA | -0.5669 | 2.0057 | 0.5732 | 0.3047 | 0.3159 54

SVRATKA 0.2213 | 1.9893 | 0.8254 | 1.4882 | 1.4684 83
UPA 0.8085 | 1.9960 | 0.4217 | 2.6690 | 2.5147 67
VLARA 2.2634 | 2.0066 | 0.0278 | 1.6320 | 1.3246 53
VYDRA -0.3048 | 1.9949 | 0.7614 | 3.3568 | 3.4293 68

ZDOBNICE 0.4314 | 1.9990 | 0.6677 | 2.0640 | 1.9924 63

Tabulka 3.1: Vysledky testovani - test shodnosti stfednich hodnot (pro ro¢ni primérné priitoky).

Porovndme-li p-hodnoty s hodnotou 0.05 nebo hodnotou testové statistiky ¢ s prisluSnym
kvantilem ¢, vidime, Ze pfi testovani shodnosti stfednich hodnot byla pouze pro 4 stanice
(Kyjovka, Porubka, Vlara, Mumlava) nulovad hypotéza zamitnuta na hladin€ vyznamnosti o =
0.05.

b) Test shodnosti rozptyld dvou nezavislych vybért:

Nulovéd hypotéza: Hy : 0% = 03

Alternativa: A:o? £ o3
Nulovou hypotézu Hj zamitdme, jestliZe:

; _ mar((@). £*(y)
min(s2(@), ()

kdev; = n—lavy = m — 1, jestlize s%(x) > s%(y), 1 = m — Lavy = n — 1, jestlize

> F% [Vl,VQ], (3.2)

s%(z) < s%(y). Zde Fa[v1, 1] je 100 §% horni kvantil I rozdéleni o v a v stupnich volnost,
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a a oznacuje hladinu vyznamnosti testu. Vysledky testu shodnosti dvou rozptylt pro dvé Casti
casové fady, kde jsme opét provedli stejné déleni jako pfi testovani shody stfednich hodnot,
jsou shrnuty v Tabulce [3.2] V Tabulce oznaCuje f hodnotu testové statistiky F, dile p
oznacuje p-hodnotu, tj.p = P(F > f), Fj, oznacuje 2.5% horni kvantil F’' rozdéleni o n — 1

am — 1 stupnich volnosti.

toky f Fy D s?(z) | $*(y)
BELA 2.2375 | 2.0023 | 0.0234 | 0.1451 | 0.0649
BLANICE 1.4212 | 2.1397 | 0.3607 | 0.0629 | 0.0894

BRODECKA 1.9239 | 2.0023 | 0.0644 | 0.0338 | 0.0176

CELADENKA | 1.9961 | 2.1609 | 0.0780 | 0.0785 | 0.0393

DOUBRAVA 1.0636 | 2.1839 | 0.8771 | 0.3030 | 0.2848

JIZERKA 1.0902 | 1.8415 | 0.7805 | 0.1637 | 1.1502
KYJOVKA 1.0834 | 2.2821 | 0.8453 | 0.0100 | 0.0108
MORAVA 1.0778 | 2.1010 | 0.8415 | 0.1998 | 0.2153

MUMLAVA 1.0922 | 1.9953 | 0.8015 | 0.1763 | 0.1614

ORLICE 1.1996 | 1.9953 | 0.6028 | 0.8710 | 0.7261

OTAVA 1.1193 | 1.8907 | 0.7267 | 5.2904 | 4.7267

PORUBKA 2.2624 | 2.1512 | 0.0370 | 0.0201 | 0.0089
ROZNOV.BECVA | 1.3693 | 2.1839 | 0.4258 | 0.0062 | 0.0045
SVRATKA 1.2539 | 1.8604 | 0.4720 | 0.1881 | 0.1500

UPA 1.7102 | 1.9953 | 0.1264 | 0.7895 | 0.4617
VLARA 1.8432 | 2.1943 | 0.1254 | 0.3227 | 0.1751
VYDRA 2.6152 | 1.9744 | 0.0061 | 1.4453 | 0.5527

ZDOBNICE 2.3320 | 2.0486 | 0.0212 | 0.6181 | 0.2650

Tabulka 3.2: Testovani hypotéz - test rovnosti rozptyli (pro ro¢ni primérné pritoky).

Porovnanim p-hodnoty s hodnotou 0.05 nebo porovndnim hodnot f s prislusSnym kvanti-
lem F}, vidime, Ze nulova hypotéza o shodnosti rozptylti byla zamitnuta pro 4 stanice (Bél4,

Porubka, Vydra, Zdobnice).
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3.2 Existence linearniho trendu ve stifedni hodnoté casové rady

Dals{ dvaha nés vede k tomu, Ze se miZeme ptat, zda stfedni hodnota naméfené fady nevyka-
zuje trend. Nejjednodussim typem trendu je linedrni trend. Opét je zfejmé, Ze test na existenci
linedrniho trendu ve stfedni hodnoté bude Casto zamitat hypotézu o stacionarité i tehdy, kdyZz
trend nebude linedrni, ale bude napiiklad rostouci nebo klesajici. Test, ktery uvddime, je nejjed-
nodussim testem existence trendu v jednoduché linedrni regresi, kde predpoklddame normalni
rozdéleni uvaZovanych veli¢in, pficemZ jejich rozptyl se s asem neméni. Opét pfipomeiime,
Ze pokud je pocet dat velky, mlizeme pouZzit test i pro data, kterd nejsou vybérem z normélniho
rozdéleni.
Predpoklddejme, Ze jsme naméfili v ekvidistantnich Casech ¢1, ..., ¢y hodnoty X (t1), ...,

X (tn). V naSem ptipadé t1, ..., tx odpovidaji jednotlivym roktim a X (¢1), ..., X (tx) roénim

pramérnym prutoktim. Pfedpoklddejme, Ze data odpovidaji modelu linearni regrese
X(ti) =bo+bit;i +e;, i=1,...,N,

kde {e;} jsou nezévislé stejné rozdélené veliCiny s rozdélenim N (0, 0?). Rozhodnuti, zda
primérné ro¢ni pritoky vykazuji linedrni trend, miZeme provést pomoci testovani hypotéz.

V tomto pfipadé¢ stanovime nulovou hypotézu Hj a alternativni hypotézu A nasledovné:

Nulova hypotéza: Hp: by =0
Alternativa: A:b #0

Nulovou hypotézu Hy zamitdme, jestlize:

b
p = ol > ta[N — 2], (3.3)
3131 2

kde by je odhad metodou nejmensich ¢tvercl parametru by, tj.

j_ in(ti = DX (%)
Sty (t —1)?

Sp, je odhad smérodatné odchylky odhadu by, tj.

)

_ o
8131 = ~ 2,
\ Zi:l(ti —1)
pficemz
1 N
N 2 2 2
o= ~ _ 2 Z (Xl — (bo + blti» .
=1

Vysledky testd pro jednotlivé stanice jsou obsazeny v Tabulce (3.3
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Druhy sloupec udavé absolutni hodnoty pfislu§nych t—statistik, viz vzorec (3.3), tfeti 2.5%
horni kvantily, ¢tvrty odpovidajici p—hodnoty. V patém sloupci nalezneme odhady parametru

b1 a v poslednim sloupci odhad jeho smérodatné odchylky.

~

toky t tio P b1 S,

BELA 0.0015 | 1.9966 | 0.9988 | 0.0000 | 0.0116

BLANICE 0.0305 | 2.0040 | 0.9758 | -0.0004 | 0.0117

BRODECKA 0.1615 | 1.9966 | 0.8722 | -0.0009 | 0.0057

CELADENKA | 0.0096 | 2.0049 | 0.9924 | 0.0001 | 0.0104

DOUBRAVA 0.2651 | 2.0057 | 0.7920 | 0.0062 | 0.234

JIZERKA 0.2638 | 1.9883 | 0.7926 | -0.0029 | 0.0110

KYJOVKA 0.4695 | 2.0025 | 0.6405 | -0.0020 | 0.0042

MORAVA 0.0206 | 2.0017 | 0.9837 | -0.0004 | 0.0184

MUMLAVA 0.5267 | 1.9960 | 0.6001 | 0.0076 | 0.0144

ORLICE 0.1889 | 1.9960 | 0.8507 | 0.0059 | 0.0314

OTAVA 0.1221 | 1.9908 | 0.9031 | 0.0068 | 0.0068

PORUBKA 0.1390 | 2.0040 | 0.8900 | -0.0007 | 0.0053

ROZNOV.BECVA | 0.1741 | 2.0057 | 0.8624 | 0.0006 | 0.0032

SVRATKA 0.0661 | 1.9893 | 0.9475 | -0.0008 | 0.0118

UPA 0.2350 | 1.9960 | 0.8149 | -0.0060 | 0.0255
VLARA 0.2767 | 2.0066 | 0.7831 | -0.0063 | 0.0228
VYDRA 0.0093 | 1.9949 | 0.9926 | -0.0003 | 0.0315

ZDOBNICE 0.2351 | 1.9990 | 0.8149 | -0.0058 | 0.0247

Tabulka 3.3: Testovani hypotéz - test existence trendu.

Vsechny p-hodnoty jsou vyrazné vyssi nez 0.05. Statisticky test neprokdzal existenci line-

arniho trendu ani pro jednu stanici.
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Kapitola 4

Detekce zmény prumeérného roc¢niho

chodu - test pro znamy bod zmény

Kapitola [ je vénovédna nejjednodussimu dvouvybérovému testu stacionarity sezénniho cho-
vani pratokovych fad. Sezénni chovani fady je uréeno vektorem dennich primérnych pritokd
v jednom kalenddinim roce. Zdkladnim problémem tedy je, zda jeho vektor stfednich hodnot
zGstava béhem doby méfeni stdle stejny.

V této kapitole budeme predpoklddat, Ze Cas, v kterém doslo ke zméné chovani Casové
rady, zname. Jak uz bylo feCeno, pokud je zména dost velka, miize takovy test detekovat zménu

i v pripad¢, ze k ni doslo v jiném neZ oCekavaném Case n.

4.1 Test zmény ve stredni hodnoté - dvouvybérovy problém

Nyni popiSeme test pro testovani shody stiednich hodnot dvou vybért, jejichZ prvky jsou na-
hodné vektory. Jednd se opét o dvouvybérovy problém.

Podobné jako v jednorozmérném piipadeé budeme predpokladat, Ze oba vybéry X1, ... X,
1Y1,...,Y,, maji p—rozmérné normdlni rozdéleni se shodnou varian¢ni matice 3. Zajima
nas, zda jejich stiedni hodnoty gtz a pty jsou shodné.

Testujeme tedy nulovou hypotézu Hy proti alternativé A:

Ho:pro = py At pg # py.

Pokud zndme varian¢ni matici X, pak testova statistika ma tvar:

T2 = nimm()’( — V)2 (X -Y). 4.1)

27



Tato testov4 statistika ma za platnosti H rozdéleni x? o p stupnich volnosti, kde p je dimenze

{X;} a{Y;}. Nulovou hypotézu na hladiné « zamitdme, jestlize
T > xalp), 4.2)

kde x2[p] je @100 % horni kvantil x? rozdéleni o p stupnich volnosti.

Pokud matici X' nezndme, nahrazujeme ji odhadem:

m

N(Xi- X)X - X))+ (Y- Y)Y, - YT
i=1 i=1

~ 1
>=-—
n+m-—2

Nulovou hypotézu Hy zamitame, jestlize

-2
s EM D b 1),
n+m-—p—1
kde F,,[p,n+m —p — 1] je @100 % horni kvantil F' rozdéleni o p a n + m — p — 1 stupnich
volnosti, viz Anderson (1984).

Pokud n i m jsou velké, mizeme diky konzistenci odhadu 3 pouzit zamitacf pravidlo @2).

4.2 Pouziti testu pro shodu strednich hodnot k detekci zmény roc-

niho chodu

Rocni chod je v nasem pifipadé popsan vektorem o 365 souradnicich, kde kazda sloZka tohoto
vektoru odpovida dennimu primérnému pritoku daného kalendafniho roku. (V analyze jsme
vynechali pfestupné 29. dnory, takZe kaZzdy rok je skuteéné reprezentovdn vektorem o 365
soufadnicich.) Zakladni otdzkou je, zda stochastické chovani téchto vektori se béhem doby
méfeni nezménilo.

Uvazujme velmi jednoduchy pripad poruseni staciondrniho chovéni posloupnosti. Pfedpo-
kladejme, Ze jsme fadu X1, ..., X y rozdélili na dvé ¢asti Xq,..., X, a X,41,..., Xntm
(N = n + m). Stacionarita mdZe byt poruSena tak, Ze prvni posloupnost X1, ..., X, je sta-
ciondrni a druhd posloupnost X 41, ..., Xn4+m je také staciondrni, ale stochastické chovani
prvni a druhé Casti se vzdjemné liSi. Poznamenejme, Ze budeme opét predpoklddat, Ze vek-
tory praimérnych dennich pratokd X,; = (X;1,... ,Xi365)T, i=1,...,N =n+m, jsou
nezavislé.

Chceme-li detekovat zménu ve stfedni hodnoté (za predpokladu, Ze se variancni matice
neméni), ktera by mohla nastatat v ¢ase n, mizeme pouzit postup z piedchozi kapitoly, kde
roli prvniho vybéru hraji primérné denni pritoky v prvnim obdobi X, ..., X, aroli druhého
vybéru hraji primérné denni pritoky v druhém odbobi Y1 = X,11,..., Y = Xnim.

Testova statistika ma pak, viz (4.1)), tvar:
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T? = X - XMy (X*-X* 43
n+m( ) ( ); 4.3)
kde e ) —
X*:EZXZ-, X"==)Y X,
=1 i=n+1
N 1 n n+m
T X - XX = X 3G - X)X = X
=1 i=n+1

Nulovou hypotézu zamitdme, plati-li (4.2).

Pokud nevime, kde by k pifipadné zméné mohlo dojit, volime nejéastéji n = N/2. V jiném
piipadé miZeme mit pfedstavu, Ze ke zmén¢ doslo napiiklad bliZze konci sledovaného obdobi.
V tom piipadé volime n > N/2.

Dvouvybérovy test, ktery jsme pravé popsali, je teoreticky moZné pouZit pro vektory den-
nich primérnych pritoki v po sob€ jdoucich kalendarnich letech. Jestlize vSak n a m nebudou
velké, nebude mozné spolehlivé odhadnout kovarian¢ni matici X, a tedy provést popsany test
o shodnosti dvou vektorii stiednich hodnot. Kromé toho test, jehoz cilem je detekce zmény
stfedni hodnoty alespon jedné soufadnice (zména stfedni hodnoty jednoho kalendainiho dne),
bude mit velmi malou silu, protoZe pocet parametrd (365) je mnohem vétsi neZ pocet analyzo-
vanych vektord, ktery odpovida poctu let, v kterych byla méfeni provadéna.

Nasim cilem je tudiZ porovnavat stiedni hodnoty dvou vektord s nizZ§im poctem soufadnic,

tedy snizit dimenzi tlohy.
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Kapitola 5

Redukce dimenze

Redukovat dimenzi tlohy miZeme tak, Ze transformujeme pozorované vektory pomoci linedrni
transformace na vektory s mensim po¢tem souradnic. Pro vektory vzniklé linedrni transformaci
pak budeme testovat shodu jejich stfednich hodnot. Pfesnéji fe¢eno, redukce dimenze spociva
v nahrazeni vektori X1, ..., X1+, 0 p soufadnicich vektory V'1,..., V1., o k soufadni-
cich, kde V; = (c(l)TXi, 27X, ..., c(k)TXZ-)T, i=1,...,n+macl),...,ck)
jsou vhodné zvolené vektory konstant. To znamend, Ze studujeme vektory, jejichZ soufadnice
jsou uréitym zpisobem zvolené linedrni kombinace sloZek ptivodnich vektord, pficemZ se voli
k << p. (V naSem piipade€ p = 365.) To znamen4, Ze se zajimadme jen o nekteré specialni typy
zmén stfedni hodnoty sledovanych vektord. Pokud se nulova hypotéza o shodnosti stfednich
hodnot transformovanych vektord zamitne, budou i pivodn{ vektory mit odli$né vektory stfed-
nich hodnot. Na druhé strané je ziejmé, Ze timto postupem nejsme schopni odhalit jakoukoliv
zménu ve vektorech stfednich hodnot.

Necht’ vektory X,..., X, jsou nezdvislé se stfedni hodnotou g4 a vektory Y = X, 11,. ..
Y, = X,4m jsou nezdvislé se stiedni hodnotou e,,. Piedpokldddme, Ze varianéni matice
obou vybérl je shodnd a ozname ji Y. Uvazujme matici, jejiz fadky jsou tvofeny vektory
c()T,... c(k)T, pak V'1,..., V,, jsou opét nezévislé se stfedni hodnotou C'ptp a Vii1,.. .,
V tm jsou nezdvislé se stfedni hodnotou Cp,,, pficemZ variancni matice obou vybéri je
CXCT. Odtud plyne, Ze misto, abychom testovali nulovou hypotézu p, = [y oproti al-
ternativé pz # iy, testujeme nulovou hypotézu Cu, = Cpuy oproti alternativé Cu, #
Cy. Ziejmé pokud Cu, # Cpy, pak také p, # py. Na druhé strané ale z rovnosti
Cupy = Cuy neplyne g, = py. Zilezi tedy na nadi intuici, jakym zplisobem vybereme
c(1),...,c(k) tak, abychom piipadny rozdil ve stfednich hodnotich vektord X1,..., X,
aYi = X,41,..., Y = Xp4m detekovali. DileZité je také vybrat spravny pocet vektord.

Tato volba je subjektivni a zalezi pouze na zkuSenosti s podobnym typem dat.
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5.1 Pouziti dvouvybérovych testia pro prutokové rady

Jak uZ bylo dffve feceno, volba ¢asu n, ve kterém fadu vektorti V'q, ..., V y délime na dvé ¢asti
Vi,e..wVaaVi, ..., Vi, je subjektivni. Pro lepsi porovnani vysledkl jsme zvolili Cas
n tak, aby délicim bodem fad byl rok 1997. Vzhledem k tomu, Ze fady nejsou stejné dlouhé,
a zacatek i konec sledovaného obdobi je pro kazdou fadu rizny, odpovida rok 1997 v kazdé
radé jiné hodnoté n. VSechny tabulky s vysledky, které jsou uvedené v Kapitole 5, odpovidaji
tomu, Ze hodnota n byla zvolena tak, aby uvazovanym bodem zmény byl pravé rok 1997.

Tabulka [5.1{uvadi, kolik je pro jednolivé stanice méfeni do roku 1997 a kolik po ném.

toky pred r. 1997 | po roce 1997
BELA 57 10
BLANICE 45 11
BRODECKA 57 10
CELADENKA 45 10
DOUBRAVA 46 9
JIZERKA 75 11
KYJOVKA 47 11
MORAVA 48 11
MUMLAVA 57 11
ORLICE 60 9
OTAVA 65 10
PORUBKA 45 11
ROZNOV. BECVA 43 11
SVRATKA 73 10
UPA 58 9
VLARA 42 11
VYDRA 58 10
ZDOBNICE 53 10

Tabulka 5.1: Pocet let pfed rokem 1997 (vCetné) a po ném.
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5.2 Nahrazeni dennich prumérnych prutoka prumérnymi mésic-

nimi prutoky

Studium primérnych mési¢nich pritoki je v hydrologii velmi popularni. Nicméné délky mé-
sict nesleduji presné mésicni cyklus (tj. dobu od novu do novu, ktera trva cca 29,5 dne tzv.
"synodicky mésic"), ale jsou dany uméle historickym rozhodnutim nasich predk. (V gregori-
anském kalendari trva délka mésice 28 aZ 31 dni, odtud nas dnesni "kalendarni mésic"). Zména
se napriklad miiZze projevit uprostied mésice nebo se fada zméni v urcitém obdobi, které neza-
¢ind presné pocatkem mésice a nekonci s koncem téhoZ nebo néjakého nasledujiciho mésice.
Proto se zmény v roénim chodu v analyze mési¢nich primérnych pritoki nemusi projevit
nebo se projevi jen tak malo, Ze pouzity statisticky test miZe povazovat rozdilnost ve stfedni
hodnoté v prvnim a druhém obdobi za nevyznamnou. V ¢lanku JaruSkova (2013) ukdzala, Ze
testy zmény zaloZené na primérnych mésicnich pritocich jsou obvykle nejslabsi ve srovnani
s analyzou zaloZenou na zméné koeficientti Fourierovy fady nebo pii pouZziti metody hlavnich
komponent, které jsou popsany v ndsledujicich kapitolach.

Nicméné je vhodné si uvédomit, Ze prechod od dennich primérnych pritoki k mésic-

nim primérnym priitokim odpovidd shora uvedenému popisu redukce dimenze, kde ¢(1) =

1
37(1, o 1,000,007 e(12) = 3—1(0, ..., 0,1,..., )T, atedy primérné mésicni pri-
SN—— SN——
31-krét 334-krat
toky v i-tém roce jsou c(1)' X, ..., c(12)T X;.

Vyhodou detekce zmény zalozené na primérnych mésicnich pritocich je také snadna in-
terpretovatelnost vysledki statistické inference. Pokud zamitneme nulovou hypotézu, pak ndim
analyza zdroven ukaZe, v kterych mésicich ke zméné doslo.

Tabulka udava vysledky testu shody vektoru stfednich hodnot mési¢nich primért pro
obdobi do roku 1997 a po ném. V prvém sloupci je ndzev toku, v druhém hodnota prislusné
testové statistiky. Treti sloupec uddva p— hodnotu, pouZijeme-li asymptotické y? rozdéleni.
Poznamenejme, Ze pokud bychom pouZili pfesné rozdéleni, byly by odpovidajici p—hodnoty

vetsi.
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toky test.stat. | p—hodnota (asymp.)
BELA 17.6 0.1279
BLANICE 35.6 0.0004
BRODECKA 25.0 0.0147
CELADENKA 25.7 0.0117
DOUBRAVA 24.9 0.0153
JIZERKA 30.0 0.0028
KYJOVKA 13.6 0.3257
MORAVA 23.8 0.0219
MUMLAVA 71.6 0.0000
ORLICE 29.8 0.0030
OTAVA 32.7 0.0011
PORUBKA 16.0 0.1900
ROZNOV. BECVA | 234 0.0247
SVRATKA 9.4 0.6727
UPA 27.2 0.0072
VLARA 16.1 0.1854
VYDRA 25.2 0.0139
ZDOBNICE 17.6 0.1272

Tabulka 5.2: Vysledky porovnani testu shody vektoru stiednich hodnot primérnych mési¢nich

pritoki do r. 1997 a po ném.

5.3 Redukce dimenze pomoci aproximace Fourierovou radou

Myslenka redukce dimenze pomoci aproximace Fourierovou fadou spoc¢iva v aproximaci vek-
torti dennich pritokd béhem jednoho roku pomoci periodické funkce. Pro vybrané [ uvazujme
nejmensi Fourierovy frekvence {27 r/365,7 = 1,...,l}. Ddle pro ¢ = 1,..., N, nahra-
dime vektory dennich méfeni X; = (X;1,...,Xi365)7 vektory o L = (2I + 1) slozkich
V, = (ﬁu,//l\i(l),éi(l), . .,A\i(l), Ei(l))T, i = 1,...,n, jejichZ soufadnice jsou odhady
Fourierovych koeficientt m;, A;(1), B;(1),..., A;(l), B;(l) ve Fourierové rozvoji, ziskané
metodou nejmensich ctverci:

2mgr
365

2myr
2 Y
365

I
mij =mi+ Y Ai(r)cos + Bi(r)si j=1,...,365.
r=1
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Pro odhady parametri metodou nejmensich ¢tverca plati:

365

M = (1/365) Y Xij,
j=1
365

Ai(r) = (2/365) Y X, cos(2mjr/365),
j=1

365
Bi(r) = (2/365) Y _ X;; sin(2mjr/365),
j=1

i=1,...,Nar=1,...,l.

Opét se tedy jedna o nahrazeni vektori X, (vektord dennich primért) vektory V; =
()X, ..., e(20+ 1)X)T, i = 1,..., N, pficemz vektory c(1),...,c(2l + 1) jsou vo-
leny ndsledovné: ¢(1) = z=(1,...,1)7, ¢(2) = 55=(cos(27/365), ..., cos(27r))T, c(3) =
= (sin(27/365), ..., sin(21)) ", ..., e(21) = gk (cos(2w1/365), ..., cos(2w D))", e(21+
1) = = (sin(271/365),.. ., sin(27rl))T. Statistiku a zamitaci pravidlo pak pouZijeme pro
vybéry {V1,..., V., } a{Vpi1,..., V N=nim}, kde p nahradime 2] + 1.

Metoda pro detekci zmény funguje dobfe, pokud miizeme oCekavat, ze proi = 1,..., N,
vektory stfednich hodnot £ X; = (u;1,. .. ,M¢7365)T mohou byt relativné dobfe aproximo-
vény vektory (m;1,...,m;z365)". Vzhledem k tomu, Ze ro¢ni cyklus pritokii dzce souvisi
s rotaci Zemé kolem Slunce, miZeme predpokladat, Ze vektory stfednich hodnot jsou periodic-
kou funkci indexu Casu j ve smyslu, Ze 11 1 a 1; 365 jsou si blizké. Navic miZzeme predpoklddat,
Ze pribéh rocniho cyklu je pomalu se ménici funkce s malym poctem "vrchold a ddoli". Odtud
vyplyva, Ze modelovani rocnich chodli pomoci Fourierovy fady je Casto velmi dobré. Pocet [
Fourierovych frekvenci je volen subjektivné. Ze zkuSenosti s chovanim ro¢niho cyklu evrop-
skych tek vime, viz Jaruskova (2013), Ze je obvykle dostacujici volit 1 < [ < 3. Obrazek
ukazuje na piikladu feky Bé€lé, jak dobfe aproximuje Fourierova rada, kde [ = 3, ro¢ni chod.

Tabulka udava vysledky testu pro [ = 3. V prvnim sloupci je ndzev toku, ve druhém

hodnota testové statistiky a ve tfetim piislusnd p—hodnota.
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Obrazek 5.1: Aproximace ro¢ntho chodu pomoci Fourierovy fady s [ = 3 pro feku Bélou.

toky test. stat. | p—hodnota (asymp.)
BELA 10.1 0.1203
BLANICE 25.8 0.0002
BRODECKA 7.2 0.3054
CELADENKA 13.8 0.0314
DOUBRAVA 12.6 0.0503
JIZERKA 21.0 0.0018
KYJOVKA 6.6 0.3594
MORAVA 17.1 0.0088
MUMLAVA 30.7 0.0000
ORLICE 222 0.0011
OTAVA 20.1 0.0027
PORUBKA 7.0 0.3214
ROZNOV. BECVA | 125 0.0515
SVRATKA 75 0.2750
UPA 152 0.0186
VLARA 6.3 0.3900
VYDRA 14.5 0.0241
ZDOBNICE 8.6 0.1970

Tabulka 5.3: Vysledky testovani pro 3 Fourierovy frekvence (délici rok je 1997).
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5.4 Redukce dimenze metodou hlavnich komponent

Metoda hlavnich komponent je nejcastéji pouZivanou metodou pro sniZzeni dimenze analyzo-
vanych vektort. Pfedpoklddejme, Ze nezévislé vektory X1,..., Xy (N = n + m) s nulovou
stfedni hodnotou maji shodnou varian¢ni matici X'. Pfedpoklddejme, Ze matice X' je pozitivné
definitn{ a vSechna jeji vlastni ¢isla jsou vzajemné rtizna. Tyto vlastni ¢isla miZzeme uspotadat
podle velikosti Ay > A > --- > \j,. OznaCme u1, ..., u, vlastni vektory odpovidajici vlast-
nim &islim A\ > A > --- > A, Pak vektory V; = (u?Xi,...,ngi)T,i =1,...,N,
kde k << p, jsou nezavislé vektory s nulovou stfedni hodnotou a varian¢ni matici X', =
diag(A1, . .., Ag). Ve skutecnosti viak matici X nezndme a musfme ji nahradit odhadem X,
kde ¥ je vybérova kovarianéni matice zaloZend na vektorech pozorovani X, ..., X 4m-
Vlastni ¢isla Ay, ..., A\ miZeme odhadnout pomoci k nejvétSich vlastnich ¢isel Xl, . ,Xk
matice X a vlastni vektory w1, ..., u, pomoci vlastnich vektor w1, . .., uj matice 3, které
odpovidajf k nejvétsim vlastnim &slim A, ..., Ag. Vektory V; = (uF X, ..., uT X,;)7 tak
nahradime vektory V; = (4] X;,..., a1 X;)T,i = 1,..., N = n + m. Je ziejmé, Ze tato
situace se li$i od situace, kterou jsme popsali v Gvodu této kapitoly, protoZe zde pracujeme
s linedrnimi kombinacemi souradnic pozorovanych vektord, ale koeficienty v linedarni kombi-
naci jsou opét funkcemi pozorovanych vektord. Limitni rozdéleni statistiky je opét x?
rozdé€leni o k stupnich volnosti, a tedy pro zamitnuti stacionarity mizeme opét pouzit (4.2).

Pfi aproximaci pomoci metody hlavnich komponent nahrazujeme vektory dennich méteni
X, v =1,...,n, vektory, jejichZ sloZky jsou linedrni kombinaci sloZek X; s nejveét§simi roz-
ptyly, a hleddime zménu v jejich stfednich hodnotidch. MiiZzeme se ptit, pro¢ metoda hlavnich
komponent miiZze dobie fungovat pro detekci zmény. Divod je nasledujici. JestliZe existuje po-
mérné velkd zména ve stfedni hodnoté nékterych linedrnich kombinaci dennich méteni, potom
je jejich vybérovy rozptyl velky. Proto s velkou pravdépodobnosti bude tento vektor zahrnut
do souboru £ linedrnich kombinaci s nejveétsimi rozptyly. Pro podrobnéjsi vysvétleni viz Aston
a Kirch (2012). Pocet k uvazovanych linearnich kombinaci je volen subjektivné. Podle naSich
zkuSenosti stac¢i obvykle vybrat 6 < k < 12.

Tabulka udava vysledky testu pro £ = 6. V prvnim sloupci je nazev toku, ve druhém

hodnota testové statistiky a ve tfetim piislusnd p—hodnota.
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toky test. stat | p—hodnota (asymp.)
BELA 11.7 0.0679
BLANICE 17.6 0.0073
BRODECKA 13.3 0.0388
CELADENKA 1.6 0.9524
DOUBRAVA 13.8 0.0323
JIZERKA 11.0 0.0876
KYJOVKA 2.6 0.8565
MORAVA 14.0 0.0294
MUMLAVA 21.9 0.0013
ORLICE 11.7 0.0701
OTAVA 14.9 0.0212
PORUBKA 7.8 0.2546
ROZNOV. BECVA 0.8 0.9911
SVRATKA 3.5 0.7377
UPA 6.8 0.3437
VLARA 2.6 0.8624
VYDRA 11.4 0.0761
ZDOBNICE 8.9 0.1781

Tabulka 5.4: Vysledky testovani pro metodu hlavnich komponent pro k£ = 6 a rok déleni 1997.
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Kapitola 6

Neparametricky odhad stredni
hodnoty rocniho chodu pred a po
zmeéné a odhad posunu mezi dobami,
kde stredni roc¢ni chody nabyvaji

svého maxima

V pfedchozim textu jsme ukdzali, Ze pouZijeme-li pro rozhodovédni o stacionarité sezénniho
chovani pritokovych fad testovani hypotéz, je nulova hypotéza, ktera tvrdi, Ze stfedni rocni
chod je staciondrni, zamitnuta pro vice neZ tfetinu analyzovanych fad. Pfesnéji feeno, stfedni
hodnota vektoru dennich priimérnych pritokl z pocatku naseho pozorovani (tj. do roku 1997)
se 1isf od stfedni hodnoty vektoru dennich primérnych pritokl z konce naseho pozorovani
(tj. od roku 1997). Pfijmeme-li zavery testovani hypotéz, Ze se stfedni rocni chod v pribéhu
méfeni zmenil, chtéli bychom zjistit, jakym zptisobem ke zméné doslo. To znamenad, Ze bychom

chtéli odhadnout primérny roéni chod pred a po zméné.

6.1 Jadrovy odhad regresni funkce

Nyni vysvétlime, jak se obvykle provadi neparametricky odhad regresni funkce. Popsany po-
stup se nejcasteji nazyva jadrovy odhad regresni funkce, viz Antoch a Vorlickova (1992).
V kapitoldch ] a[5| jsme oznacovali pismenem n pocet roki v prvnim obdobf, pismenem m

pocet rokti v druhém obdobi a pomoci N = n+m celkovy pocet sledovanych rokt. V nasledu-
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jicich oddilech, pokud nebude feceno jinak, bude znacit n pocet pozorovani prvki v jedné fadé
(v nasf aplikaci pak v jednom daném roce, tj. konkrétné n = 365), m bude znacit odhadovanou
funkci a N pocet roki, na zdkladé které se odhad funkce provadi.

Predpoklddejme, Ze v Casovych okamzicich t1,...,t, € [0, T| pozorujeme posloupnost

{X(t;)}. Veliciny {X (t;)} spliiuji vztah:

X(tj) = m(tj) + e(tj), j=1...,n, (6.1)

kde m(t) je néjaka deterministickd funkce definovand na intervalu [0, 7] a {e(t;)} je posloup-
nost ndhodnych veli¢in s nulovou stfedni hodnotou. Jedn4 se tedy o regresni model s regresni
funkcei m(t).

V modelu (6.1) se regresni funkce nejcastéji odhaduje pomoci jadrového odhadu, tedy

neparametricky. Jadrovym odhadem regresni funkce v bodg ¢, tedy hodnoty m(ty), je:

to—t;
2 {ilto—t,|<h} K( % J) X(t5)
to—t; )
2 {jilto—ts1<h} K( 2 ])

Je ziejmé, Ze jadrovy odhad je vaZzenym primérem hodnot { X (¢;)}, kde jsou véhy defino-

m(to) =

vany pomoci jadrové funkce K (), definované na intervalu [—1, 1]. Jadrova funkce je jakdkoliv
nezdporna funkce splitujici | _11 K(z)dz = 1.

Velmi Casto se pouZivd jadrovad funkce, kterd odpovidd hustoté useknutého normdlniho
rozdéleni. V takovém piipadé mluvime o gaussovském filtru. Dal$im Casto pouzivanym jadrem

je Epanechnikovo jadro, kde funkce K () je ddna nasledovné:

K(x) = %(1 —2?), zel[-1,1].

Tuto jaddrovou funkci jsme v neparametrickém odhadu stfedni hodnoty ro€niho chodu pouZili

1 my.

6.2 Odhad stredni hodnoty ro¢niho chodu

V tomto oddile popiSeme, jak se provadi jaddrovy odhad stfedniho rocniho chodu za cel€ sle-
dované obdobi. V nésledujicim textu budeme prezentovat vysledky jadrového odhadu stfedni
hodnoty ro¢niho chodu pro dvé obdobi, kde délicim bodem je rok 1997.

Zacnéme popisem, jak by se pomoci jadrového odhadu odhadovala regresni funkce pro
jeden kalendéini rok. Nejprve se interval [1, 365] pfevede linearni transformaci na interval
[0, 1], a tedy se pfedpokldda, Ze Casové okamziky, v kterych je fada méfena, jsou rovny ¢; =

j/365,j = 1,...,365, a hodnota X (t;), j = 1,...,365, odpovidd primémému dennimu
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pratoku v j—tém kalendafnim dni. (Tento krok je Cisté technicky a nebylo by ho tfeba prova-
dét.) Dilezit4 je vSak volba parametru h, kterému se anglicky fikd "bandwidth", a Cesky "$itka
okna". V naSem piipade jsme volili o~ = 0.05. Abychom mohli odhadnout hodnotu funkce
m i na zacdtku a konci intervalu [0, 1], pfidali jsme hodnoty z konce intervalu pied bod O
a hodnoty z pocatku za bod 1.

Nyni pfedpoklddejme, Ze v Casovych okamzicich t; = j/365, j = 1,...,365 jsou zndmy
hodnoty nejen v jednom kalendédfnim roce, ale v N po sobé jdoucich letech. Oznacme X;(t;),
j=1,...,365,i=1,..., N, hodnotu primérného denniho pritoku v kalendafnim dnu j

v roce 7. Pfedpoklddejme, Ze X;(t;) spliuji regresni model se stejnou regresni funkei m:
Xi(tj) :m(tj) + ei(t]’), 7=1,...,365, +=1,...,N,

kde {e;(t;)} jsou nezavislé, stejn& rozd&lené a maji nulovou stfedni hodnotu a rozptyl o2.
Nasim cilem je odhadnout regresni funkci m. MiZeme postupovat bud’ tak, Ze provedeme
jadrovy odhad regresni funkce pro kazdy rok zvlast’, a tyto jadrové odhady zprimérujeme,
nebo spocteme prumérné dennf pritoky v danych kalendéinich dnech za celé sledované odbobi
i =1,..., N, apak provedeme jadrovy odhad funkce m zaloZeny na téchto primérech. To

znamend, ze odhadneme m(ty) nasledovné:

to—t; \ 5
Z{j;\to—tj|§h} K( Oh J) X(t5)
to—t; ’

2 {Gilto—t;1<h} K( T J)

kde X (t;) = (1/N) SN, X;(t;). Vzhledem k tomu, Ze jadrovy odhad je vaZeny pramér,

m(to) =

budou se odhady pfi pouziti obou metod shodovat.

6.3 Neparametricky odhad strednich hodnot ro¢niho chodu pred
a po roce 1997

V predchozich kapitolach jsme porovnavali sezénni chovani pritokt pred rokem 1997 a po
ném. V mnoha pfipadech jsme zjistili, Ze toto chovanf je statisticky vyznamné odlisné. (Rok
1997 jsme zvolili proto, Ze pti detekovdni zmény se rok 1997 zdal byt Casovym bodem, ve
kterém dochézelo ke zméné nejCastéji, viz nasledujici kapitoly.)

Z. tohoto divodu jsme rozdélili data dennich pritokd pro kazdou stanici na soubor dat pred
rokem 1997 a po roce 1997 a zplisobem popsanym v predchozim textu jsme odhadli zv1ast
primérny ro¢ni chod pred rokem 1997 a po ném. Nasledujici obrazky ukazuji takto odhadnuté

ro¢ni chody, a tedy ilustruji, k jakému typu zmény doslo. Uvadime jen obrazky pro ty stanice,
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Obrazek 6.1: Odhady stfednich ro¢nich chodd - Blanice.

v kterych byla testy detekovdna zména ve stfedni rocnim chodu. Ve vSech obrazcich odpo-
vid4 Cerchovand ¢ara odhadu stfedniho rocniho chodu pfed rokem 1997 a tu¢né ¢ara odhadu

sttedntho ro¢niho chodu po roce 1997.

6.4 Neparametricky odhad polohy maxima stfedniho ro¢niho chodu

Studiem obrazki az zjistime, Ze jednim z ndpadnych ryst, kterym se ro¢ni chod pied
rokem 1997 a po roce 1997 1isi, je posun Casu, v kterém dochazi k maximalnimu priitoku, smé-
rem k zacatku kalendafniho roku, viz Hordkova a Jaruskova (2016). Postup pro neparametricky
odhad argumentu maxima regresni funkce navrhli v ¢ldncich Gasser a Miiller (1984) a Miiller
(1985).

Piedpokladejme opét, Ze okamziky pozorovédni jsou ekvidistantni. V naSem piipadé ¢; =
J/365, j =1,...,n = 365. Veli¢ina X (j/n) oznaCuje naméfenou hodnotu v Case t;. Navrh
Gassera a Miillera (1984) spocivé v nepatrné obméné tvaru jadrového odhadu hodnoty funkce
v bodé ty. Misto odhadu m(ty) navrhli pouZit odhad

j+0.5

ﬁz(tg):% 3 /" Wo(t(’;“)dux(g’/n).

” 7=0.5
{Glto=2ZI<h}

Dale navrhli, aby byla pouZivana funkce:

105

Wo(z) = %(1 —2?)? pro z€[-1,1].
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Obrazek 6.2: Odhady stfednich ro¢nich chodu - Jizerka.
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Obrazek 6.3: Odhady stfednich ro¢nich chodl - Morava.
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Obrazek 6.4: Odhady stfednich ro¢nich chodl - Mumlava.

10
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Obrazek 6.5: Odhady stfednich ro¢nich chodt - Orlice.

44



20

Obrazek 6.6: Odhady stfednich ro¢nich chodt - Otava.
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Obrizek 6.7: Odhady stfednich ro¢nich chodi - Upa.
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Obrazek 6.8: Odhady stfednich ro¢nich chodu - Vydra.

Konstanta h opét odpovida Siti okna. Vzhledem k tomu, Ze plati
j+0.5 ~

Jrae W a2 ()

n

kde 5] € [%, #}, je zfejmé, Ze odhad m(ty) je velmi podobny odhadu m(ty), kde
Wo(z) je jadrova funkce.

Odhad navrzeny Gasserem a Miillerem (1984) vSak umozni také odhad prvni a druhé de-
rivace funkce m, a odtud pak bodovy a intervalovy odhad argumentu maxima funkce m. Pro

prvni a druhou derivaci funkci Wy (x) plati:

/ 105
WO(:L') = ﬁ(_‘r + 2$3 - lﬁ)a x € [_17 1]
a
" 105
Wy () = — (=1 + 622 — 521, = €[-1, 1].

16
Za odhad prvni a druhé derivace funkce m v bodg ¢y, kde ty = mg/n pro néjaké mg, miizeme

brat
to.n+n.h—0.5 j+0.5

=g S (e x (i)

j=to.n—n.h+0.5 n

a za odhad druhé derivace

to.n+n.h—0.5 Jj+0.5

W =gs 3 [ W )arx(im)

j=to.n—n.h+0.5 n
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Bod maxima funkce m je pak odhadovan jako argument to, kde m (tg) = 0. Takovych bodii
muze byt samoziejmé vic. My vybereme takovy, aby v ném odhad funkce m(t) mél nejvétsi
hodnotu. Zku$eni obornici v oboru jadrovych odhadti doporucuji, aby se §ife okna volila v za-
vislosti na n, pficemzZ by se neméla volit stejnd pro odhad pribéhu funkce a pro odhad pri-
béhu derivace. Nejcastéji doporucuji, aby Sife okna pro odhad pribéhu funkce byla zvolena
hn = n~Y/T a pro derivaci h,, = n=/9. Ze vatahu ' (o) = 0 za predpokladu, Ze {e(t;)}

2

2, Gasser a Miiller odvodili

jsou stejné rozdélené nezdvislé ndhodné veli¢iny s rozptylem o
asymptotické chovani odhadu argumentu maxima:

U?'Vl )

to ~ N(ty, ——
0 (07 nh%[m//(to)]Q

(6.2)

kde o2 je rozptyl chyb {e(j/n)}, m (to) je druha derivace funkce m v bodé tg a V' =

I [Wo(2)]2dz = 1%. Hodnoty 62 am” () nezndme a musime je odhadnout.

6.5 Neparametricky odhad posunu mezi dobami, kde dochazi k ma-

ximu stredniho ro¢niho chodu

V nésledujicim textu se budeme snaZit odhadnout posun mezi dobami, kde doch4zi k maximu
ro¢niho chodu. Predpokldadejme, Ze data v prvnim i v druhém obdobi mohou byt modelovana
neparametrickym regresnim modelem, pficemZ je regresni funkce vyjadfujici primérny ro¢ni
chod v daném kalendéainim roce stejnd pro vSechny roky v prvnim obdobi (pfed rokem 1997)

a obdobné je stejnd pro vSechny kalendaini roky v druhém obdobf (po roce 1997):

Xi(t;) = m1(j/365) + ei(j/365), j=1,...,365 i=1,...,n,

Xi(t;) = ma(j/365) + ei(j/365), j=1,...,365, i=n+1,...,N=n+m,

kde n je nyni poCet rokt v prvnim obdobi a m je pocet rokti v druhém obdobi. (Zde jsme se na

chvili vrtili k na§emu ptivodnimu znaceni.) Funkce m;(t) a ma(t) jsou definované na inter-

valu [0, 1]. Postupem popsanym v piedchozim textu miZzeme odhadnout argumenty maxima

funkce mq(t) i mo(t). Odhad posunu mezi dobami, kde dochdzi k maximu ro¢niho chodu,

odhadneme jako rozdil argumentu maxima funkce mq (t) a argumentu maxima funkce ma(t).

Ozna¢me odhad prvniho argumentu Zo(1) a odhad druhého argumentu #o(2). Necht” odhady
2 2

jejich rozptyld jsou S5.1) 2 552" Diky tomu, Ze vektory dennich pritokd v prvnim obdobi

a vektory dennich pritokti v druhém obdobi povazujeme za nezavislé, a diky asymptotické
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normalité odhadli argument maxima v jadrovych odhadech, miZzeme zkonstruovat piiblizny

95% interval spolehlivosti nasledovné:

o~ ~ 2 2 i T 2 2
(to(1) —t(2) — 2 2 ) + 5?0(2),750(1) —t9(2) +2 %) + 5?0(2)).

Tabulka[6.1]ukazuje odhad posunu doby, kdy dochdzi k maximélnimu pritoku, a jeho 95%
asymptoticky interval spolehlivosti. V prvnim sloupci je ndzev toku. V druhém sloupci je dan
odhad poradi dne (v ramci kalendéiniho roku), pro ktery byl odhad primérného ro¢niho chodu
nejvyssi pro obdobi do roku 1997. Ve tretim sloupci je tentyZ odhad, ale pro obdobi po roce
1997. Ve ¢tvrtém sloupci je odhad posunu kalendarniho dne (rozdil mezi hodnotou v prvnim
a druhém sloupci), v kterém dochdzelo v prvnim a druhém obdobi k maximalnimu pritoku,
tj. odhad posunu ¢asu kulminac¢niho pritoku. V patém sloupci je odhad smérodatné odchylky
odhadu posunu doby kulmina¢nich pratoki. V Sestém sloupci je dolni mez 95% intervalu spo-

lehlivosti pro ¢asovy posun kulminacnich pritoki mezi dvéma obdobimi a v sedmém sloupci

Jje obdobné horni mez 95% intervalu spolehlivosti pro tentyZ casovy posun.
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tok max do 1997 | max od 1997 | rozdil | s.odch. | dolni mez | horni mez
rozdilu

Béla 96 92 4 39 -3.7 11.7
Blanice 96 88 8 3.7 0.6 154
Brodecka 88 85 3 2.3 -1.6 7.6
Celadenka 103 94 9 3.5 2.0 16.0
Doubrava 86 84 2 2.7 -3.5 7.5
Jizerka 111 96 15 2.8 9.3 20.7
Kyjovka 88 85 3 39 -4.9 10.9
Morava 104 99 5 2.9 -0.8 10.8
Mumlava 120 112 8 2.3 34 12.6
Orlice 99 92 7 3.8 -0.6 14.6
Otava 125 116 9 3.7 1.7 16.3
Porubka 80 83 -3 5.8 -14.6 8.6
R. Beéva 94 90 4 4.1 -4.2 12.2
Svratka 91 86 5 2.5 -0.1 10.1
Upa 124 116 8 1.7 4.6 11.4
Vlara 79 83 -4 3.8 -11.5 3.5
Vydra 127 120.2 7 2.3 2.4 11.6
Zdobnice 95 94 1 33 -5.7 7.7

Tabulka 6.1: Tabulka odhadti argumentti maxim prfed a po roce 1997.

6.6 Model s odliSnym stfednim chodem pro ruzné roky

Model, ktery uvaZuje stejnou regresni funkci ve vSech letech, neni patrné tplné realisticky.
Z tohoto dlivodu jsme jeSté uvazovali model, kde ro¢ni chody jsou ndhodné funkce a polohy
jejich maxima jsou tudiZ ndhodné veli€iny. O stfednich hodnot4ch poloh maxim jsme ptfedpo-
kladali, Ze jsou v prvnim obdobi (do roku 1997) stejné a rovnéz jsou stejné v druhém obdobi
(po roce 1997). O rozptylech poloh maxim 0]2- jsme piedpoladali, Ze je mozné je odhadnout po-
moci (6.2). Stfedni hodnoty umisténi maxim v prvnim i druhém obdobi jsme odhadovali jako
vazené praméry s vahami dmérnymi 1/ 832..

Za velmi obecnych predpokladlii maji vaZzené priméry asymptoticky normélni rozdélent,
a je tudiZ moZno zkonstruovat 95% asymptoticky interval spolehlivosti. Dal§i pouZitelnou me-

todou pro odhad intervalu spolehlivosti je bootstrap. Bootstrapovy interval spolehlivosti jsme
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konstruovali ndsledovné. Nejprve jsme pro kazdy rok neparametricky odhadli polohu maxima.
Tyto odhady jsme rozdélili na dva soubory - odhadnuté polohy maxim pro prvni obdobi a od-
hadnuté polohy maxim pro druhé obdobi. Z obou soubori jsme vytvareli bootstrapové vybéry
(vybéry s opakovdnim z naméfenych dat) a pocitali hodnotu odhadu stfedni hodnoty pro prvni
obdobi i pro druhé obdobi a rozdil mezi témito odhady. Postup jsme mnohokrit opakovali.
Jako dolni mez 95% bootstrapového intervalu spolehlivosti jsme vzali 2.5% empiricky kvantil
a jako horni mez 97.5% empiricky kvantil bootstrapovych odhadl rozdilu stfednich hodnot.
Vic o metodé bootstrap viz Efron a Tibshirani (1993).

Tabulka [6.2] uvadi dolni a horni meze 95% intervalu spolehlivosti pro posun doby (ve
dnech), ve kterych odhadujeme, Ze dochdzi k jarnimu kulmina¢nimu pritoku. V druhém a tre-
tim sloupci je dolni a horni mez 95% asymptotického intervalu spolehlivosti pro posun doby
(ve dnech), ve kterém dochazi k jarnimu kulmina¢nimu pritoku. Ve ¢tvrtém a patém sloupci
jsou opét dolni a horni meze 95% intervalu spolehlivosti pro posun ziskané metodou bootstrap.

Je vidét, Ze intervaly jsou velmi Siroké. Odhad je tudiZ velmi nepfesny.

50



tok d. mez (asym) | h. mez (asym) d. mez (bootst) | h. mez (bootst)
Béla -8.6 41.7 -5.5 41.5
Blanice -3.2 35.8 -0.7 36.0
Brodecka -7.6 39.7 -4.9 39.6
Celadenka 3.7 26.9 -1.8 26.7
Doubrava -16.5 28.7 -13.2 28.1
Jizerka 8.8 47.1 11.2 47.0
Kyjovka 2.3 43.6 -0.4 42.8
Morava -7.0 33.9 -3.7 35.1
Mumlava -1.2 40.2 3.3 40.8
Orlice -15.8 30.0 -11.9 28.8
Otava -8.5 524 -3.7 53.5
Porubka 17.7 58.9 19.1 57.9
R. Beéva -4.6 25.6 -3.7 25.1
Svratka 2.7 37.2 -0.8 36.6
Upa 4.7 8.9 4.9 8.2
Vlara -21.8 21.6 -20.2 20.5
Vydra -6.5 57.5 2.7 55.9
Zdobnice -11.9 38.9 -8.3 39.6

Tabulka 6.2: 95% intervaly spolehlivosti pro posun doby jarni kulminace ve dnech v obdobi do

roku 1997 a po ném.
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Kapitola 7

Odhad stredni hodnoty roc¢niho chodu
pred a po zmén€ pomoci periodické
funkce a odhad posunu mezi dobami,
kde rocni chody nabyvaji svého

maxima

7.1 Odhad stredni hodnoty ro¢niho chodu a odhad argumentu ma-

xima stredni hodnoty ro¢niho chodu pomoci periodické funkce

V kapitole [5]jsme se kromé jiného zabyvali i postupy, ve kterych se regresni funkce modeluje
pomoci periodické funkce, to znamend pomoci linedrni kombinace sint a kosind s nékolika
malo nejmensimi Fourierovymi frekvencemi. V mnoha piipadech postacovalo uvazovat pouze
tfi Fourierovy frekvence. Tento model budeme pouZzivat také v této kapitole. Stejné jako v pred-
chozim textu { X;(t;)} odpovidaji dennim primérnym pratokim méfenym v roce i v kalendai-
nim dni j, tj. t; = j/365.

Ptredpokladejme opét regresni model ve tvaru
Xi(tj):m(tj) + €i(tj), j=1,...,365 i=1,...,N,

kde vektory {(e;(1/365),...,e;(1)),i = 1,..., N} jsou nezdvislé, stejnd rozd&lené, a maj
nulovou stiedni hodnotu a varian¢ni matici X'. (VSimnéme si, Ze v tomto modelu mohou byt

primé&rné pritoky v jednom kalenddfnim roce zavislé veliCiny. Na druhé strané ale je vari-
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ancni matice vektoru primérnych dennich pritoku stejnd pro vSechny analyzované roky.) Nyni
ovSem predpoklddame, Ze regresni funkce m(t), t € [0, 1], je ddna parametricky jako ur¢itd

periodicka funkce:
m(t) = p+ Ajcos 2t + Bysin 2wt + Agcos 4t + Basin 4wt + Ascos 67t + Basin 67t. (7.1)

Koeficienty u, A1, Bi, ..., B3 predstavuji regresni parametry. Pfedpokladejme, Ze funkce
m nabyva na intervalu [0, 1] pouze jednoho maxima, a to ve vnitfnim bodé [0, 1], ktery ozna-
¢ime ty. Déle predpokladejme, Ze derivace funkce m (oznacme ji g = m) nabyva v bodé tg
hodnoty nula, tj. g(to) = m’ (tg) = 0.

Vzhledem k tomu, Ze odhady regresnich parametrti na zakladé dat pouze z jednoho kalen-
dafniho roku jsou linedrnimi funkcemi téchto dat, miZeme parametry shora uvedeného modelu

odhadnout nasledovné:

w
ot

6
i = (1/365) 3 X(j/365),

—

<

365

Ay = (2/365) S X (j/365) cos(2mj/365),
j=1

R 365

Az = (2/365) Y X (j/365) cos(677/365),
j=1
365

Bs = (2/365) Y X (j/365) sin(67j/365).
=1

<
I

Matici X odhadneme pomoci rezidualnich vektort {r; = (r1,...,7i365) i = 1,..., N},

kde

rij = Xi(t;) — i — Ajcos(2m/365) — . .. — Bssin(6m5/365), i = 1,..., N, j =1,...,365.

Nésledovné X' = + Zfil r;r!. Varianéni matice vektoru (X(1/365),..., X(l))T je pak
> /N. Odtud plyne, Ze odhad varian¢ni matice vektoru (fz, El, §1, . ,23, ]§3)T muZe byt
spocten takto: (22:)2B(3/N)B7, kde

365
1 1 1
21 4
COS3ge COSgg= ... COS 2T
= in 2T i A ;
B sin g5 singge ... sin2m
61 127
COS 35=  COS3gs ... COS 61
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Pro funkci g, tj. derivaci funkce m, plati: g(t) = —2m A; sin(27t)+27 By cos(27t)—4mw Ay sin(47t)+
41 By cos(4mt) —6m As sin(67t)+6m B3 cos(67t). Vztah g(t, A1, . . ., B3) definuje implicitné
funkci tg = G(Ay,. .., Bs), pficemZ plati

9g 99

0G __8A1 oG __333
=g =%

0A; 5 0B3 e

Definujeme odhad to jako feSeni rovnice g(tAo, ﬁl, e Eg) = 0 nebo ty = G(gl, e Eg)

Pro velky pocet rokti NV ma vektor (21, cee §3)T asymptoticky normalni rozdéleni
A — A
\/N ~ N (07 ZCS) )
B; — B3

kde X¢cg = (%)QB(_DEB(_DT a B(_y) je matice B po vynechani prvniho fddku. PouZi-

tim A—metody lze ukdzat, Ze v N (%\0 — to) md asymptoticky normdlni rozdéleni s rozptylem

2 _ (0G oG oG IG\T X : 2 4 z
oy = (54 55;,)%cs(5470 -+ -+ 3m;) - Ve skuteCnosti rozptyl o7 nezndme a musime ho

nahradit konzistenstnim odhadem

~2

g~ =

to

0G  ~ ~ 0G  ~ ~ \a 0G  ~ ~ 0G  ~ ~ \T
—(Ay,...,B3),...,—(A1,...,B3) |2 —(Ay,...,B3),...,—(A1,...,B
(aAl( 1 ) 3)7 78B3( 1, P 3)) CS(aAl( 1 ) 3)7 78B3( 1, P 3)) )

kde icg = (%)QB(_l)i B(_l)T.

7.2 Odhad posunu mezi dobami, kde dochazi k maximu roc¢niho

chodu, v regresnim modelu s periodickou regresni funkci

V nésledujicim textu se budeme opét snaZit odhadnout posun mezi dobami, kde stfedni rocni
chody nabyvaji svého maxima. Nyni ovSem predpokladejme, Ze data v prvnim i v druhém
obdobi mohou byt modelovana regresnim modelem s periodickou regresni funkci, pricemz je
regresni funkce vyjadiujici primérny ro¢ni chod v daném kalendafnim roce stejnd pro vechny
kalendarni roky v prvnim obdobi (pfed rokem 1997) a obdobné je stejnd pro vSechny roky

v druhém obdobi (po roce 1997):

Xi(t;) = mai(j/365) + €;(j/365), j=1,...,365, i=1,...,n,
Xi(t;) = ma(j/365) + €(j/365), j=1,...,365, i=n+1,...,N=n+m,

kde n je nyni pocet rokti v prvnim obdobi, m je pocet roki v druhém obdobi a N = n +m
je celkovy pocet vSech roku. (Zde jsme se opét na chvili vratili k nasemu ptivodnimu znaceni.)

Funkce m (t) a ma(t) jsou definované na intervalu [0, 1] pfedpisem (7.1).
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Postupem popsaném v predchozim textu miZeme odhadnout argumenty maxima funkce
mq (t) i mg(t). Odhad posunu mezi dobami, kde dochdzi k maximu ro¢niho chodu, odhadneme
jako rozdil argumentu maxima funkce m;(¢) a argumentu maxima funkce ms(t). Oznaéme
odhady t&chto argumentti maxim jako Z(1) a £y (2). Dile oznaéme odhady jejich rozptylt s%o

(1)

a stg @) Diky tomu, Ze vektory dennich priitoki v prvnim obdobi a vektory dennich priitoki
0

v druhém obdobi povazujeme za nezavislé, a diky asymptotické normalité¢ odhad argumentt

maxima, kterou jsme dokdzali pomoci A metody, mtizeme zkonstruovat priblizny 95% interval

spolehlivosti ndsledovné:

(z?o(l) —t0(2) = 2y/s2 | 2 o To(1) —to(2) +24 /52 |+ 5%0(2))-

V Tabulce [/.1|jsou uvedeny tdaje, které byly ziskdny pouZitim shora uvedeného modelu.
V prvnim sloupci je ndzev toku. V druhém sloupci je ddn odhad pofadi dne (v rdmci kalendar-
niho roku), pro ktery byl odhad priimérného ro¢niho chodu nejvyssi pro obdobi do roku 1997.
Ve tietim sloupci je tentyZ odhad, ale pro obdobi po roce 1997. Ve ¢tvrtém sloupci je odhad
posunu kalendarniho dne (rozdil mezi hodnotou v prvnim a druhém sloupci), v kterém docha-
zelo v prvnim a druhém obdobi k maximalnimu pritoku, tj. odhad posunu ¢asu kulmina¢niho
pritoku. V patém sloupci je odhad smérodatné odchylky odhadu posunu doby kulminaénich
prutokd. V Sestém sloupci je dolni mez 95% intervalu spolehlivosti pro ¢asovy posun kulminac-
nich pritokd mezi dvéma obdobimi a v sedmém sloupci je obdobné horni mez 95% intervalu
spolehlivosti pro tentyZ asovy posun.

Vsimnéme si, Ze spoctené intervaly spolehlivosti pro odhad posunu doby, v které dochazi
k nejvétsimu pritoku, jsou relativné dlouhé. To je zplisobeno nejen ndhodnym chovanim roc-
nich chodi v jednotlivych letech, ale i chybou modelu. Ro¢ni chody nejsou jisté presné dany
linedrn{ kombinaci sind a kosinti odpovidajicim tfem nejmensim Fourierovym frekvencim.

Na druhou stranu si v§imnéme, Ze odhad posunu je pro vSechny stanice kladny, coZ vy-
povida o tom, Ze jarni kulminace opravdu zacind v poslednich letech dfive. To jisté jesté pod-
trhuje fakt, Ze pro 11 z 18 studovanych stanic neobsahuje 95% interval spolehlivosti nulu.
Pokud bychom tedy na hladiné vyznamnosti 0.05 testovali, zda dochdzi k posunu jarnich kul-
minacnich priitokt pfi pouZiti shora popsaného modelu, pak bychom pro 11 z 18 tokd nulovou

hypotézu, ktera tvrdi, Ze k posunu nedochdzi, zamitli.
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tok max do 1997 | max od 1997 | rozdil | sm. odch. | dolni mez | horni mez
rozdilu
Béla 95.4 85.6 9.9 6.3 -2.8 22.5
Blanice 101.3 86.7 14.6 5.0 4.7 24.5
Brodecka 87.5 84.2 3.2 1.0 1.2 5.2
Celadenka 105.0 90.5 14.5 6.0 2.5 26.6
Doubrava 83.5 73.4 10.1 7.3 -4.5 24.7
Jizerka 111.8 92.2 19.6 7.6 4.4 347
Kyjovka 90.2 85.8 4.4 11.8 -19.3 28.1
Modrava 108.3 93.5 14.7 5.9 3.0 26,4
Mumlava 117.7 102.8 14.9 44 6.1 23.8
Orlice 100.2 82.8 17.4 6.3 4.8 29.9
Otava 123.1 106.0 17.0 5.8 54 28.7
Porubka 84.0 79.9 4.1 8.4 -12.7 20.9
R. Becva 94.4 80.7 13.8 6.4 1.0 26.5
Svratka 89.5 75.9 13.6 7.4 -1,1 28.3
Upa 121.0 109.1 11.9 5.5 0.8 23.0
Vydra 125.1 114.2 10.9 5.1 0.7 21.1
Vlara 73.3 70.2 3.1 7.6 -12.2 18.3
Zdobnice 97.5 86.9 10.6 6.5 2.4 23.5

Tabulka 7.1: Odhady doby (ve dnech), kdy dochézi k jarni kulminaci.
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Kapitola 8

Testovani existence bodu zmény

pouzitim metod analyzy bodu zmény

8.1 Testova statistika maximalniho typu

Metody bodu zmény se pouZzivaji ke zjisténi, zda pozorovana posloupnost X, ..., X y je sta-
cionarni nebo zda ji 1ze rozdélit na dvé ¢asti X1,..., X, a Xp41,. .., X N=ntm. které jsou
staciondrni, ale jejich rozdéleni je vzdjemné odlisné. Na rozdil od Kapitoly 4 se vSak predpo-
klad4, Ze Cas, ve kterém ke zméné miZe dojit, je predem nezndmy. (Stejné jako v prfedchozim
budeme predpokladat, Ze X1, ..., X jy jsou nezavislé.)

V ramci matematické statistiky se opét rozhoduje pomoci testovani hypotéz. Proto je tfeba
nejprve nalézt vhodnou testovou statistiku. Jednim ze zplsobu, jak se testova statistika hleda,
je nasledujici tivaha.

Predpokladejme nejprve, Ze pokud ke zméné dochdzi, pak k ni dojde v Case k, ktery je
pfedem znam. V takovém pripadé se posloupnost X, ..., X y rozdéli na dvé posloupnosti
X1,..., XraXgs1,. .., XN Jestlize serozdéleni X1,..., X a Xgy1,..., X v liSi pouze
v hodnoté né€jakého parametru rozdéleni 6, a jinak je stejné, pak chceme testovat nulovou hy-
potézu, kterd tvrdi, Ze hodnota parametru v prvni i druhé ¢asti je stejnd (atedy Xq,..., Xn
je stacionarni) proti alternative, kterd tvrdi, Ze parametr odpovidajici prvni a druhé ¢asti ma
rizné hodnoty. V takovém pfipad¢ se jednd o dvouvybérovy parametricky test. Pro specialni
ptipad testovani shody dvou stiednich hodnot vybért z vicerozmérného normélniho rozdéleni
byl postup popsén v sekci {1}

Oznac¢me obecné testovou statistiku pro testovani shora popsaného dvouvybérového para-
metrického testu jako U (k). Nulovd hypotéza se zamitd, pokud U (k) je pfili§ velké. To zna-

mend, Ze prekroci néjakou kritickou hodnotu.
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Vrat'me se v8ak k situaci, Ze ¢as k nezndme. V takovém piipadé miZeme spocitat U (k) pro
kazdou hodnotu k a dostaneme tak posloupnost testovych statistik U (1), ..., U (N —1). Je pfi-
rozené zamitnout nulovou hypotézu tehdy, jestlize alespori jedna ze statistik U (1), ..., U(N —

1) je velkd, coZ znamend, Ze nds zajima

k). 1
1ggn§]>§_1U( ) (8.1)

Timto zptsobem ziskdme testovou statistiku takzvaného maximalniho typu.
Nékdy ptedpokldddme, Ze ke zméné nemohlo dojit v prvnich a poslednich [3N] ¢asovych

okamzicich (kde 0 < 8 < 1 je malé). V takovém piipadé pouZijeme statistiku:

max U(k). (8.2)
[BN]<k <N—[BN]

K nalezeni pravidla pro zamitnuti nulové hypotézy musime znat chovéni testové statistiky
za platnosti nulové hypotézy. Najit presné rozd€leni testové statistiky maximalniho typu je vSak
velmi obtizné. Z tohoto divodu se snazime najit kritické hodnoty alespon pfiblizné.

K nalezeni pfibliznych kritickych hodnot slouzi tfi zakladni metody, viz Antoch et al.
(2002):

e Metoda zaloZend na Bonferroniho nerovnosti

e Metoda asymptotického rozdéleni

e Metoda zaloZend na permuta¢nim principu

Metoda zaloZena na Bonferroniho nerovnosti

Pro libovolny systém jeva A, ..., A, plati

P( 6 4) < iP(Ai). (8.3)

Nyni pro libovolné redlné z definujme jevy A = {U(k) >z}, k=1,..., N.Pak

N-1 N-1
P(,_max  U(k) > ) = P< H (U(k) > x}) < ; PUK)>z) (84

Predpoklddejme, Ze vSechny statistiky U (k) maji stejné rozdéleni. Zvolime-li nyni x rovné
a/(N — 1) - 100% hornimu kvantilu u, /v _1y statistiky U(k), tedy P(U(k) > uq/(n-1)) =
a/(N —1), pak

N—-1

P(1§1£n§z)§_1 U(k) > tayn-1)) < 2 P(U(k) > tayn-1)) = @,

a tedy u,/(n—_1) Je konzervativni kritickd hodnota. (Skutecna kritickd hodnota je mensi nebo

rovna této hodnoté.)
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PouZiti kritickych hodnot ziskanych z Bonferroniho nerovnosti se doporucuje, pokud N je

malé (zhruba feCeno N < 100).

Metoda asymptotického rozdéleni

V tomto piipadé se snaZime zijistit limitni chovéani statistik a pro N blizici se
nekone¢nu. Statistika (8.1) obvykle konverguje k nekoneénu, ale je mozné zjistit, jak rychld
je konvergence. Statistika (8.2) md limitn{ rozdéleni. Problém spocivd v tom, Ze piesné roz-
déleni limitni ndhodné veliCiny je opé€t natolik sloZité, Ze neni moZné ho vyuZit pro zjiSténi
asymptotickych kritickych hodnot. Nicméné velmi Casto mizeme pouZit pfiblizné chovani li-
mitni ndhodné veliiny pro velké hodnoty argumentu, tj. takzvané chovani chvostu ndhodné

veliciny.

Metoda zaloZena na permutacnim principu

Pro ziskan{ pfibliznych kritickych hodnot, postupujeme nasledovné. Posloupnost dat mno-
hokréat po sobé ndhodné zpermutujeme (napiiklad 1000 000 krét). Z kazdé ziskané permutace
spocteme hodnotu statistiky (8.1)), respektive (8.2). Ze ziskané mnoZiny hodnot testové sta-
tistiky spoéteme o 100% empiricky horni kvantil. Ten pak slouzi jako odpovidajici kritickd
hodnota. Antoch a Huskova (2001) dok4zali, Ze pro velké rozsahy vybéru N pro piipad de-
tekce zmény ve stfedni hodnote€ ndhodného vektoru se takto ziskana priblizna kritickd hodnota
blizi ke spravné kritické hodnoté, a to jak za platnosti nulové hypotézy, tak i alternativy.

Permutacn{ testy jsou testy, které jsou velmi blizké postupiim zaloZenych na metodé boot-
strap. Na rozdil od bootstrapu se v permutacnich testech provadéji vybéry bez opakovani.

Vyhodou postupti zaloZenych na statistikdich maximalniho typu je, Ze v pfipadé zamitnuti
nulové hypotézy ihned ziskdvdme odhad Casu, v kterém ke zméné doSlo. Timto odhadem je

argument, v kterém posloupnost testovych statistik {U (k) } nabyva svého maxima.

8.2 Test shody stiredni hodnoty posloupnosti nahodnych vektoru

Problematikou detekce bodu zmény stfedni hodnoty ndhodnych vektort a jejim pouZitim v kli-

matologii se zabyvali naptiklad Horvéth et al. (1999) nebo Jaruskova (2010).
Predpokladejme, Ze pozorujeme posloupnost nahodnych vektorti X1, ..., X n. Pro jedno-

duchost ptedpokladejme, Ze vSechny vektory jsou nezdvislé a maji p-rozmérné normdlni roz-

déleni se stejnou varian¢ni-kovariancni matici . Stfedni hodnota £ X; = p,, i =1,..., N.
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Hy:py == pp, t1=1,...,N; (8.5)
A3k € {1,...,n—1} takové, Ze
By=- = Py, (8.6)
By =" = BN, ale  pps 7# pyey g

Pouzijeme-li postup popsany v oddile[8.1] bude mit testovd statistika tvar:

- k'(N_k) o * _**TA_l o * - kx
U—lgl%aﬁ_lT(Xk—Xk) (X — X)), (8.7)
respektive
k(N_k) % kX T"—1 o * T
U = max — (X, — X Y (X, - X)), (8.8)
8) =,  SEC S XS (X X))
kde
1 1 N
X, == X;, X.= X,
R X X 2

Pouzijeme-li Bonferroniho nerovnost, pak nulovou hypotézu zamitdme na hladin€ vyznam-
nosti a, jestlize U > x2y_1y(p). kde X2 v (p) je @/ (N — 1) - 100% horni kvantil x*-
rozdéleni o p stupnich volnosti. Pfipomeiime, Ze uvedeny postup by byl zcela spravny, pokud
bychom matici X' znali. Pokud matici 3’ nahradime matici x , maji jednotlivé statistiky rozdé-
leni %2 jen piiblizné. Nicméné chyba, kterou se takto dopustime, je relativné mal4.

Pokud N je velké, mlizeme pouzit asymptotické chovani a (8.8). Csorgé M. and
Horvath L. (1997) dokéazali, ze

P(U > 2loglogN—l—plogloglog]\f—ﬂogf(g)—i—2t> — 1—exp{—2¢7'} as N — oo,
(8.9)
D Bi(t) +--- + By(t)

Uup) = ﬁgr?gfi—ﬁ =1 as N — oo, (8.10)

kde {B;(t),0 <t <1},i=1,...,pjsou nezdvislé Brownovy mustky.

Pro velkd u plati

Bi(t) +---+ B,(?) 8 1 Vo
P, = —a—y— 2v) ~ (o ) st g (1 2);
(8.11)
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kde @() je distribu¢ni funkce standardniho normdlniho rozdéleni.

Limitni chovéni (8.9) a (8.10) spolu s muZeme pouZit k nalezeni pfibliznych kritic-
kych hodnot testu, pokud je NV velké.

Posledni moZnosti je pouZzit permutacni princip, ktery byl popsan v sekci[8.1] viz Huskova
(1998).

Je ziejmé, Ze shora uvedeny test je mozné pouZit nikoliv pouze pro pivodni vektory, jejichZ
slozky jsou denni primérné pritoky, ale také pro libovolnou posloupnost nahodnych vektort,
které vznikly redukci dimenze ptivodnich vektort, to je naptiklad pro posloupnost primérnych
mésicnich pritokd, Fourierovy koeficienty a hlavni komponenty, viz Berkes et al. (2009) nebo
Aston a Kirch (2012).

Vhledem k tomu, Ze analyzované fady ro¢nich pritokd jsou velmi kratké, jsou metody pro
detekci bodu zmény pouZitelné jen s obtiZemi. Ze vSech shora popsanych postupti pro rozhod-
nuti, zda se sezénni chovani fady nezménilo, je asi nejvhodnéjsi odhad p—hodnoty pomoci per-
mutaéniho principu. Tabulka uvadi pfiblizné p—hodnoty odpovidajicich testd pro stanice,
pro které alespon jednou byla nulova hypotéza zamitnuta na hladiné vyznamnosti « = 0.1.
Poznamenejme, Ze odhady p—hodnot v Tabulce [8.1] nejsou pfili§ pfesné. Na druhé strané se
seznam stanic, které metoda detekce bodu zmény identifikovala jako fady, kde mohlo dojit ke
zméné sezénniho chovani, pomérné dobfe shoduje se seznamem stanic, kde jsme detekovali

zménu délenim fady na dvé &asti, pficemz délicim bodem byl rok 1997.

tok metoda hlav. komp. | metoda aprox. Four. fadou | metoda més. primért
Blanice 0.03 0.005 0.1
Celadenka nezamitame H nezamitime H 0.1
Doubrava 0.08 nezamitame H nezamitame H
Jizerka 0.1 0.1 0.1

Morava 0.01 nezamitame H 0.1
Mumlava 0.08 0.03 0.01

Orlice nezamitame Hy nezamitidme Hy 0.1

Otava 0.04 0.05 0.09

Vydra 0.08 0.1 0.1

Tabulka 8.1: PfibliZné p—hodnoty ziskané pomoci permutaéniho principu.

Jak u7 bylo feceno, ziskame pfi pouziti shora uvedeného postupu také odhad bodu, v kterém
(nebo v blizkosti kterého) doslo ke zméné. V ptipadé€ analyzovanych fad pomoci metod analyzy

bodu zmény byl nejvérohodnéjsim bodem zmény rok 1997.
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Kapitola 9

Detekce vice zmeén

Predpoklddejme opét, Ze v ekvidistantnich ¢asovych okamZicich: =1, ..., N pozorujeme po-
sloupnost p—rozmérnych vektora {X;}. Zajimd nds opét stacionarita této posloupnosti. Spe-
cidln€ se zajimame o to, zda vektor stiednich hodnot této posloupnosti p; = E X; zGstava
béhem doby méfeni stale stejny, tj. u; = pproi =1,..., N.

V predchozich kapitoldch jsme zkoumali situaci, kdy se vektor stfednich hodnot v néjakém
neznamém casovém okamziku ndhle zméni. MliZe se ovSem stt, Ze takovychto zmén miiZe na-
stat vic. Pokud jsou zmény dost velké a jsou od sebe dostateéné vzdalené, pak testovd statistika
maximdlniho typu navrzend pro testovani nejvyse jedné zmény, nabude velké hodnoty i v pri-
padé vice zmén, a tedy nulova hypotéza o neménnosti vektoru stfednich hodnot se zamitne.
Pokud v8$ak zmény nejsou dostateéné velké, miize se stat, Ze stacionaritu nezamitneme, ackoliv
fada neni stacionarni. To znamena, Ze postup zaloZeny na testové statistice navrZzené pro de-
tekci jedné zmény ztraci silu. To znamend, Ze v nékterych pripadech nezamitneme stacionaritu,
ackoliv fada nenf staciondrni.

Pokud bychom pfedem tusili, ke kolika zménam teoreticky muize ve vektoru stfednich hod-
not dojit, mohli bychom navrhnout testovou statistiku, kterd by méla vétsi silu, a tedy by odha-
lila i mens$i zmény ve vektoru stfednich hodnot.

Vidéli jsme, Ze v pripadé jedné zmény byla testova statistika maximalniho typu odvozena
z dvouvybérovych testovych statistik. Specidlné testova statistika byla maximem posloupnosti
dvouvybérovych testovych statistik, kde maximum bylo uvazovéno pfes vSechny ¢asové oka-
mziky, v kterych by se mohla fada zménit. Pokud predpoklddame, Ze v fadé doslo k vice nez
jedné zméné, je zakladnim stavebnim kamenem testova statistika pro testovani shody vektort
strednich hodnot vice souborl. Postupy, které se zabyvaji t€émito typy problémi, patii do Casti

matematické statistiky zndmé pod ndzvem Analyza rozptylu, viz Andél (1985).
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9.1 Detekce d boda zmény v pripadé, kdy je znamo, v kterych ca-

sovych okamzicich by se rada mohla ménit

Pfedpoklddejme, Ze méfend fada se rozpadd na d+1 dsekdi X 1,..., X, ..., Xp 41,..., XN,
uvnitf kterych zGstava vektor stfednich hodnot stejny. Zajima nds, zda se vektor stfednich hod-
not pro nékteré dva tseky lisi.

Podobné jako v pfedchozim textu rozhodnuti miZzeme zaloZit na testovani statistickych

hypotéz. Nulovou hypotézu
Hy: X, =p+e, i=1,...,N, 9.1)
testujeme proti alternativé.

A:Xi:ﬂl+ei; 1=1,...,n1,

X = py + e, 1=n1+1,...,n9, (9.2)

Xi:ud+1+ei7 Z‘:nd—i_lw"?]\h

p; # w1 alespon pro jedno ¢, 1 <i <d.

Vektory 1, ..., g1 jsou neznamé. Nahodné vektory {e;} jsou nezavislé stejné rozdélené
s nulovym vektorem stfednich hodnot a varian¢ni matici 3.

JestliZze jsou vSechny délky dsekd ni,ns — ni,..., N — ng zndmé, jedna se o problém
analyzy rozptylu ve vicerozmérném piipadé, kde se testuje, zda je vektor stfednich hodnot
d + 1 soubort stejny. Testova statistika ma tvar:

d+1

Clnt.ona) =Y (Yk. - X..)Tz—l (Yk. - Y) 9.3)
k=1

kde p—rozmérmy vektor X ;. = (X.(1),...,X.(p)) odpovidd vektoru priméri pres k—ty

X (
dsek, jehoz slozky jsou Xp.(5) = Y0500 ) Xi(4)/ (ner1—nk),J = 1, .., p. Vektor priméri
pies viechny Casové okamZiky jsme oznacili X = (X(1),...,X(p)) se slozkami X (j) =
Zfil Xi(4), 7 =1,...,p. Pokud matice X' neni zndmd, nahrazujeme ji konzistentnim odha-
dem.

Pokud jsou viechny tseky velké, m4 testov4 statistika (9.3) rozdéleni x? o d x p stupnich

volnosti, viz Anderson (1984).
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9.2 Detekce d bodu zmény v pripadé, kdy neni znamo, v kterych

c¢asovych okamzicich by se rada mohla ménit

Ve vétsing piipadi netusime, kde by se fada mohla zménit. V tom piipadé testujeme nulovou
hypotézu
Hy: X;=p+e, 1=1,...,N, 9.4)

proti alternativé

Ay existuji. 1<n; <no<...<ng<n takové,ze
Xi:[l,l—i-ez', 1=1,...,nq,

X;=py+ e, 1=n1+1,...,n9, 9.5)

Xi:“d+1+ei> i:nd+17"'aN7

W; # ;1 alesport projedno i, 1 <i <d.

Kdybychom pfi vybéru testové statistiky postupovali stejné jako v piipad€ jedné zmény, de-
finovali bychom testovou statistiku jako maximum testovych statistik (9.3)) pfes viechna moznd
déleni n; < no < -+ < ng.

Musime si v8ak uvédomit, Ze pro stanoveni hodnoty testové statistiky je tfeba odhadnout
vektor stiednich hodnot pro kazdy tisek. Aby tento odhad byl kvalitni, je tieba, aby v kazdém
tseku bylo dostate¢né mnozstvi dat. Z tohoto diivodu misto statistiky maximalniho typu, kde
se pocitd maximum pro vSechna déleni asového tseku i = 1,..., N, uvazuji se jen ta déleni,
pro kterd kazdy dsek obsahuje alespon € IV dat, pficemZ 0 < € < 1 je néjaka malé kladné Cislo.
Testova statistika mé v takovém pripad¢ tvar:

X2 = max X2(n1, N %) (9.6)

1<ni<na2<...<ng<N
anI—EN-" n2_n12[€N]7 ceey N_ndZ’VEN]

Testova statistika je pak zaméfend jen na detekci takovych zmeén, které jsou od sebe ¢ IV

Casovych okamziki vzdalené.

9.3 Dvé zmény - Dunaj

Pritokové tady, které jsme studovali az doposud, jsou prilis kratké, aby v nich bylo mozno
detekovat vice zmén. Proto se v tomto oddile budeme zabyvat pritokovou fadou, kterd byla

méfena vice nez sto let. Jednd se o pritokovou fadu Dunaje, pro kterou jsme v dob€ jeji analyzy
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méli dostupné priméry dennich pritokid z obdobi 1901 - 2009. Pfipomenime, Ze zkoumanim
pritokti Dunaje se vénovali také Pekarova a Pekar (2006).

Stejné jako v pfedchozim textu nds zajima stacionarita sezénniho chovéani. Zménu (zmény)
sezénniho chovani zde budeme detekovat pomoci mésicnich primérnych pritoki. Jak uz bylo
feceno, testy zalozené na mési¢nich primérech byvaji Casto nejslabsi, na druhé strané jsou
dobfe interpretovatelné. Z obrazku priméru mési¢nich primérnych pritokt v prvém a druhém
obdobi vidime ihned, k jakému typu zmény dochézi.

Nejprve pouZijme test pro detekci jedné zmény, popsany v kapitole 8. Vykreslime-li si
posloupnost statistik (9.1)), pak vidime, Ze velké hodnoty nabyva pro pofadi 20 - 40 (roky 1921
- 1941) a pro poradi 70 - 90 (roky 1971 - 1991). Znamena to, Ze v obou téchto obdobich se
sezénnost vyrazn¢ ménila.

PouZijeme-li pro detekci dvou zmén test popsany v predchozim oddile s hodnotou € =
0.15, pak testova statistika nabyva hodnoty y? = 48.1. Pomoc{ simulaci jsme odhadli odpovi-
dajici p hodnotu, kterd byla pfiblizné rovna 0.1. Déle jsme odhadli, Ze se sezénnost nejvyraznéji

ménila kolem roku 1923 (poradi 22) a roku 1974 (poradi 73).
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Obrazek 9.1: Pribéh testovych statistik pro detekci zmény vektoru stiednich hodnot primér-

nych mésic¢nich pritokd Dunaje.
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Obrazek 9.2: Priméry mésicnich primérnych pritokd do roku 1923 (Cerchovand ¢ara) a od

roku 1923 (plnd Céra).
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Podivejme se nyni na obrazky, které ndm ilustruji, o jakou zménu se jednalo. V obou pfipa-
dech dochazi v druhém obdobi k nérdstu stfedni hodnoty primérnych mési¢nich pritokt pro
mésice unor - duben. Tato zména je po roce 1974 jesté spojena s posunem jarni kulminace smé-
rem k pocatku kalenddiniho roku. Jedna se o stejny jev, ktery jsme pozorovali také u Ceskych
fek. Pro Dunaj vSak nenf zcela jasné, zda ditvodem tohoto posunu je skutecnost, Ze srazky jiz
nejsou zadrZzovany ve snéhové pokryvce béhem delsi doby, jak tomu bylo v prvni poloviné dva-
catého stoleti, nebo zda se jednd o umélé zasahy lidi, ktefi v zimnim a ¢asném jarnim obdobi
vypoustéji nadrZe a prehrady tak, aby byly schopny zadrzet vysoké jarni pritoky zptisobené

tanim sné€hu.
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Obrazek 9.3: Priméry mésicnich primérnych pritoki do roku 1974 (Cerchovand ¢ara) a od

roku 1974 (plna Céra).
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Kapitola 10

Odhad spolecného bodu zmény

10.1 Metoda pro odhad spolecného bodu zmény

V kapitole [5| jsme pro testovani shody dvou tsekl vicerozmérné Casové fady uvazovali délici
bod odpovidajici roku 1997. To mélo nasledujici divod. V pfipad¢, Ze jsme studovali kazdou
stanici oddélené a pouZivali jsme testovou statistiku maximdlntho typu pro detekci zmény,
pak posloupnost testovych statistik, jejichZ maximum hleddme, nabyvala velmi Casto svého
maxima bud’ v bod€ odpovidajici roku 1997 nebo blizko n¢ho.

V této kapitole budeme predpokladat, zZe se vSechny studované fady méni ve stejny Ca-
sovy okamzik k* (pfipadné se nekteré nemusi ménit viibec). Cilem je spolecny bod zmény £*

odhadnout. Nejcastéji se bod zmény odhaduje nasledovné:

R
k* = argmax; <, <, Z UD k), (10.1)
=1

kde {U®W(k), k =1,..., N1} je posloupnost testovych statistik odpovidajich [—té stanici, viz
sekce 8.2
Pro model, ktery odpovida situaci, kde dochdzi ke zméné vektoru stiednich hodnot po-

sloupnosti ndhodnych vektorta X 51)7 ey X g\l,):

M1 7 Mo,
maji statistiky {U")(k)} za predpokladu, Ze vektory {egl)} jsou nezdvislé stejné rozdélené fi-
dici se vicerozmérnym normalnim rozdélenim s nulovym vektorem stfednich hodnot a variancné-

kovarian¢ni matici E(l), tvar:

U (k) = M(YZ(” _ YZ*(Z))T(i(l))fl (Y;;(l) _ YZ*(Z))>
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kde vektor Yz(l) je vektor, jehoZ slozky jsou priméry odpovidajich sloZek vektori X gl), ey
X ,(Cl), a dale vektor YZ*(D je vektor, jehoZ slozky jsou priméry odpovidajich sloZek vektorti

l l o)
xV xS

je odhad varian¢né-kovariancni matice. Index [ pak oznacuje, Ze pra-
cujeme s [-tou stanici.
Poznamenejme, Ze za predpokladu, Ze jsou fady pro rizné stanice nezavislé, je odhad bodu

zmény (10.1)) maximalné vérohodnym odhadem.

10.2 Odhad spolecného bodu zmény pro malé ceské toky

Je zfejmé, Ze shora popsany postup pro odhad spolecného bodu zmény vektoru stiednich hod-
not je mozny pouZzit napiiklad pro vektory mési¢nich primérd nebo vektory Fourierovych ko-
eficientu, a tak podobné.

Pro studované pritokové fady malych Ceskych fek, které byly popsany v kapitole [2} jsme
pouzili shora definovany zptisob odhadu k*v pripadé, Ze se vySetiuje stabilita sezénniho cho-
véni pomoci vektord primérnych mési¢nich pritokd. Obrézek [10.1]ukazuje priibéh souctu po-
sloupnosti testovych statistik {U")(k)} pro viech I = 1,..., R = 18 fek. V tomto piipadé je
odhadnut bod zmény rokem 1973. (Posledni hodnotu neuvazujeme.)

Obrazek ukazuje pribéh souétu posloupnosti testovych statistik {U ) (k)}, kde je sou-
cet tvoren jen témi R = 12 fadami, pro které byla nulova hypotéza, kterd tvrdi, Ze posloupnost
vektoru stiednich hodnot je stile stejnd, zamitnuta. V tomto pripadé je odhadnut bod zmény

rokem 1997. (Posledni hodnotu neuvaZujeme.)
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Obrazek 10.1: Soucet posloupnosti testovych statistik pro detekci zmény vektoru stiednich

hodnot pro vSech 18 analyzovanych pritokovych fad.
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Obréazek 10.2: Soucet posloupnosti testovych statistik pro detekci zmény vektoru stfednich
hodnot pro 12 priatokovych fad, pro které byla hypotéza o stacionarité sezénniho chovani za-

mitnuta.
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Kapitola 11

Zaver

Cilem ptfedklddané price bylo navrhnout statistické metody pro detekci zmény sezénniho cho-
vani ¢asovych fad. Jednd se o metody, které kombinuji postupy matematické statistiky zndmé
pod nazvem Detekce bodu zmény, viz Antoch et al. (2002), s postupy navrZzenymi pro zpra-
covéni funkciondlnich dat, viz Ramsay a Silverman (2005). Metody byly s vyjimkou kapitoly
o vicendsobnych zménach (zde byla pouZita pritokova fada Dunaje v Bratislavé) pouZity pro
pritokové fady 18 malych Ceskych toki. Pro aplikaci metod byla vytvofena makra v ramci
sofwaru Matlab.

Analyzované prutokové fady byly vybrany Doc. Satrapou tak, aby pritokové fady v ur-
¢enych profilech nebyly ovlivnény lidskou ¢innosti. Jinak feceno, data pochazela z méficich
stanic, nad kterymi se nenachdzeji zadné vodni nadrze, kde by se s pritoky uméle manipu-
lovalo. Jednalo se tedy o méfici stanice na fekach blizko jejich pramene, kde jsou primérné
denni pritoky obvykle velice nizké. Takovato data jsou pro statistické zpracovani pomoci me-
tod detekce bodu zmény jen velmi mélo vhodnd. Rady jsou totiZz pomérné krétké a maji velkou
variabilitu. Jedna z hlavnich otazek, na kterou se snazila dat prace odpovéd’, byla, zda je mozné
navrZzené postupy pouZit i na takovéto fady. Ukdzalo se, Ze je lze pouZit vcelku s dspéchem.
Stejné dobte 1ze pouzit i metody k odhadu stfednich ro¢nich chodil a bodovych odhadii poloh
jejich maxim. NavrZzené metody pro intervalové odhady (intervaly spolehlivosti) posunu mezi
polohou maxima pted a po zméné neddvaly smysluplné vysledky.

Do price byla také zatazena kapitola tykajici se detekce a odhadu vicendsobnych zmén.
Tato Cast navazuje na praci Antoch a Jaruskova (2013) a ukazuje, jak 1ze metody navrZzené
témito autory zobecnit pro detekci vice zmén ve stfedni hodnoté ndhodnych vektori. Metoda
detekce vicendsobnych zmén ve stfedni hodnoté vektoru je novd, nebyla nikdy publikovana.
Pouziti pro detekci zmén v sezénnim chovani pritokt Dunaje ukédzalo, Ze se d4 dspé$né pouZit.

Posledni metoda, kterd byla do prace zarazena, umozinuje odhad spocteného bodu zmény
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v piipadé, Ze sledujeme vice ¢asovych fad soucasné, a kterou jsme aplikovali jednak na vSechny
analyzované malé Ceské reky, jednak na feky, pro které bylo pfedem ukdzano, Ze v nich do-
chazi ke zméné sezénniho chovani. Hlavni piinos prace spocivd v tom, Ze podava rozsihly
prehled metod vhodnych k detekci a popisu zmén v sezéonnim chovani pritokovych rad. Apli-
kace metod pak ukazala, které metody jsou vhodné i pro relativné kratké rady a naopak, které
nedédvaji smysluplné vysledky. Pfedev§im se ukazalo, Ze pro fady krat$i nez 100 let neni pri-
li§ vhodné pouziti asymptotickych postupti (tj. pfibliznych asymptotickych kritickych hodnot
a asymptotickych intervali spolehlivosti). V takovém piipadé je vhodné&jsi pouZit tzv. "resam-
pling" techniky, to znamend metody zaloZené na bootstrapu nebo permutacnim principu. Na

téma dizertace vzniklo nékolik ¢lankd, z nichZ citujme Hordkova a Jaruskova (2016), Hordkova

a Jaruskova (2015), Jaruskova et al. (2015), Horakova et al. (2012).
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