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Abstrakt

Predkladana disertacni prace je zaméfena na modelovani pocatecniho rovnovazného
stavu membranové konstrukce bez ohledu na pouzity materidl. V celkovém slozi-
tém procesu navrhovani kompletni membranové struktury se jedn& o prvni tvar
membrany, ktery se dale analyzuje v zavislosti na zvolenych materialech a klima-
tickych podminkach umisténi konstrukce. Membrana je v této praci modelovana
plochou v trojrozmérném prostoru. Prace vychéazi jednak z minimalizace plosného
funkcionalu a jednak z rovnice rovnovahy. Pro vybrané sou¢asné metody modelovani,
jmenovité metodu sité, metodu hustoty sily a metodu hustoty plosného napéti, je
sestaven vlastni program v softwaru Maple a uvedeny ptiklady, které jsou vystupy
z téchto programi. Déle je podrobné rozpracovana metoda aktualizovanych refe-
ren¢nich konfiguraci a upravena pro pouziti isogeometrickych prvki zaloZzenych na
neuniformnich racionalnich B-sline funkcich. Pro uvedené metody modelovani je vy-
brana tloha na zborceném ¢tytihelniku, kterou lze vSemi metodami tspésné fesit,
abychom docilili jejich vzajemného srovnani.

Klicova slova: pocateéni rovnovazny stav, membranova konstrukce, minimélni
plocha, metoda kone¢nych prvki, isogeometricka analyza.

Abstract

The thesis is devoted to the modelling of the initial equilibrium state of a mem-
brane structure without reference to used material. In whole complicated process of
the form-finding of the membrane structure this is the first shape of the membrane
that is consequently analysed depending on the chosen material and on the clima-
tic conditions of the place, where the structure is intended to locate. The initial
equilibrium state of the membrane is modelled by a surface in the three dimensi-
onal space. The thesis starts from the minimalization of the area functional or is
governed by the equilibrium equation. For the selected contemporary methods of
the modelling, namely grid method, force density method and surface stress density
method, the own programmes are proposed in the software Maple and the number of
applications as the outcomes of those programmes is presented. Further the update
reference strategy method is elaborated and modified to the isogeometric elements
based on the non-uniform rational B-splines. The problem with a warp quadrilateral
boundary is selected to compare the mentioned methods, because it is successfully
solvable by all of them.

Key words: form finding, initial equilibrium state, membrane structure, minimal
surface, finite element method, isogeometric analysis.
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Uvod

Membrénové konstrukce se stale vice uplatiuji v moderni architektufe a jsou
tématem i této disertacni prace. Vzhledem ke komplikovanosti jejich celkové kon-
strukce je to velmi obsahlé téma. Fyzikalni vlastnosti (a potazmo geometrické) jsou
ovlivnény pouzitymi materidly membrany, iichyty nebo kotvenim.

Komplexni navrzeni membranové konstrukce je komplikované a probiha v né-
kolika krocich. Primérni metodou v navrhovani membranovych konstrukei byly az
kolik let. Pfelomem bylo zavésené zastieseni mnichovského stadionu, vybudovaného
pro letni Olympijské hry v roce 1972, na jehoz navrhu se podilel i Frei Otto. Jeho
rozséhla a ¢asto citovana préce, [13], popisujici metody fyzického modelovani za po-
uziti riznych materialtt (mydlové bubliny, tkaniny, lana) a doplnéna o fadu fotografii
i fyzikalnich souvislosti je posunem smérem k matematickému modelovani membra-
novych konstrukei. Nejjednodussi fyzické modely vznikaji ponofovanim dratku do
mydlové vody. Zpevnéné (nikoliv pevna) hranice, ktera predstavuje budouci lano,
se nahrazuje napi. nitkou. Podrobnéji o této analogii v oddilu 3.2.

Prvnim krokem k vytvoreni membranové konstrukce je spoleéna predstava archi-
tekta a investora. Architekt podle pozadavki, napt. na velikost plochy, kterd ma byt
zastfeSena, svétlou vysku, material (ovliviuje i svételnou a tepelnou propustnost)
nebo umisténi navrhované konstrukce (geologické tdaje mohou omezovat umisténi
kotveni a stozari), naskicuje trojrozmérny navrh, ktery zahrnuje veskeré topologické
udaje véetné umisténi lan, stozari i kotveni.

V dalsim kroku se z trojrozmérného navrhu vytvori konstrukéni model. V mi-
nulosti se vytvoril fyzicky model v daném méritku. V soucasnosti se na zakladé
fyzikalniho popisu budouci struktury vybere vhodny matematicky model, ktery
se vytvaii virtualné pomoci CAD! systémi jako je napf. AutoCAD, Rhinoceros,
IDEAS, ForTen a mnoho dalsich. Vétsina modeli pracuje s diskretizaci skute¢ného
stavu kone¢nymi prvky. Jednotlivé prvky vytvorené diskretizace se doplni o kvan-
titativni hodnoty (material, predpéti, zatizeni atd.). Konstrukéni model ovliviiuje
témer vSechny nésledujici kroky a vyzaduje dobré inzenyrské znalosti.

Poté se v zavislosti na predpokladaném zatizeni nebo predpéti a s ohledem na za-

17 anglického computer aided design, které lze volné pielozit jako poéitatové modelovani.



dané okrajové podminky hled4 podateéni rovnovazny stav’ membrany. Nekteré
rovnovazné metody jsou podrobnéji popsany v kapitole 6. Pfi nésledné analyze
rovnovazného stavu probihd mnozstvi vypocti, které overi, zda navrzené konstrukce
splituje piislusné stavebné-konstrukéni pozadavky. Zjistuje se napiiklad chovani kon-
strukce pri zatizeni snéhem nebo ve vétru.

Geometricky tvar navrzené membrany obecné neni rozvinutelna nebo po ¢astech
rozvinutelné plocha a je nutné vytvoiit st¥ihovy plan® pro rovinné dily mem-
brany. Jednotlivé stfihové dily se sesivaji nebo svaruji. Protoze pouzivané materialy
se vyrabéji v rolich, je omezujicim prvkem pro stfihovy plan Sitka role, tedy Sitka
stfihovych dilt. Pokud se jedna o tkany material, je dalsim omezujicim faktorem
smeér osnovy. Protoze se stfihovy vzor generuje z rovnovazného stavu a je nachylny
ke zkrabaceni (vlivem tepla, snéhu apod.), tvary dili se v zavérecné fazi kompen-
zuji v zavislosti na uvazovaném predpéti. Tento vstupni tdaj o pouzitém materialu
se méif na dvouosém testovacim piistroji, ktery byl navrzeny P. D. Goslingem na
Université v Newcastlu ve Velké Britanii. Vzhledem k tspoire materidlu jsou také
upfednostiovany co nejrovnéjsi strany dili. Na uspokojeni téchto a mnoha dalsich
doplnujicich kritérii se podileji dalsi riizné optimaliza¢ni numerické metody. I kdyz
se vyvijeji stale modernéjsi materialy, které dovoluji vétsi volnost tvarti, nemusi byt
tato faze celého procesu tispésna a je nékdy nutné prehodnotit prvotni néavrh, vstupni
hodnoty i prepocitat poc¢atecni rovnovazny stav membrany pro jiné hodnoty.

Pro predlozenou praci je stézejnim tématem zjisténi pocatec¢niho rovnovazného
stavu membrany. Jednim z prvotnich cila je piehled soucasnych numerickych me-
tod v této oblasti a pro vybrané z nich navrhnout piiklad, ktery by dovoloval jejich
porovnani. Dalsim zdmérem je matematicky korektné zformulovat tlohu hledani po-
¢atecniho rovnovazného stavu, zmapovat podminky pro existenci a piipadnou jed-
noznac¢nost feSeni, a navrhnout vlastni postup reseni pomoci isogeometrické analyzy,
ktera je ur¢itym zobecnénim metody konecnych prvkia (MKP). Protoze zobrazovaci
poditacové systémy vyuzivaji neuniformni racionalni B-spline (NURBS) reprezen-
tace ploch, je snahou nahradit standardni kone¢né prvky prvky na zakladée NURBS
bézovych funkci, abychom kone¢ny vysledek nemuseli transformovat z koneénych
prvki do NURBS reprezentace. Dalsim diivodem je i ¢asové hledisko. Standardnimi
kone¢nymi prvky ziskame vysledny tvar membrany priblizné pomoci velkého mnoz-
stvi uzli, které ovliviuji tvar plochy. Generovani takové sité spotiebuje mnohem
vice Casu nez samotny vypocet. Editace a nasledna tprava pomoci zobrazovaciho
softwaru je tedy naro¢na. NURBS konec¢né prvky maji lepsi spojitost a mnohem
mensi pocet fidicich bodu ovliviwjicich tvar plochy.

2Volny pieklad z anlického form finding.
3V angli¢ting se pouzivaji pro tuto fazi vyrazy production plan nebo cutting pattern.



Kapitola 1

Historie a soucasnost membranovych
konstrukci

1.1 Historie membranovych konstrukci

Textilni konstrukce existovaly jiz pred dvéma tisici lety. Tehdy se vyuzivaly stany
a rizné pristfesky. I dnes se miizeme setkat s cirkusovymi nebo vojenskymi stany
¢i jurtami pastevci. Nejedna se o membranové konstrukce v dnesnim slova smyslu.
Vétsina z nas jisté nékdy stavéla stan. Pres konstrukci se prehodi plachta, ktera se
poté napne a ukotvi. V typickych plachtovych konstrukcich je vSak plachta aktivni
prvek. Dobfe navrzena plachta by se neméla vréasnit, ptipadny vitr ji nesmi vzdouvat.

(a) Pavilon

Obrézek 1.1: Nizni Novgorod, Rusko

KdyZ pomineme tato jednoduché obydli, pak prvnim prikopnikem plachtovych
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Obrazek 1.2: Véz na éabolovce, Obrazek 1.3: Sportovni stadion, Tokio, Ja-
Moskva, Rusko ponsko

konstrukei vétsiho rozponu byl pravdépodobné rusky védec Vladimir Grigorjevic
Suchov (28.8. 1853 - 2.2. 1939). Jeho zéjmem byly prutové konstrukee, ale i jina
odvétvi védy (napiiklad patentoval pfistroj na frakei ropy). Na Vseruské vystavé
v Nizném Novgorodu v roce 1896 predstavil vefejnosti 8 paviloni na tehdejsi dobu
pisobivé velikosti. V jejich centru byla i zavéSend provazova konstrukce pokryté
tenkou membranou, Obr. 1.1(a). Pfi konstrukei vyuzival Suchov svych védeckych
poznatkl o prutovych konstrukcich, které na stejné vystavé prezentovala vodéaren-
ské véz ve tvaru rota¢niho zborceného hyperboloidu, Obr. 1.1(b). Prikladem takové
prutové konstrukce (ktera je stale funkéni) je 160m vysoka véz z roku 1922 nesouci
televizni a radiovy vysila¢, Obr. 1.2. Véz je sestavena ze Sesti na sebe posazenych
segmentii zborcenych jednodilnych hyperboloidi, ptivodné méla byt vysokid 350m
a v roce 2007 probéhla jeji rekonstrukce.

O nékolik desitek let mladsi je plavecky stadion navrzeny Kenzou Tangem v ja-
ponském Tokiu pro letni Olympijské hry v roce 1964. ZastieSeni tvori zavéSené
membranova konstrukce na stfedovém Zelezobetonovém nosniku, Obr. 1.3.

Prehlidkou moderni a odvazné architektury jsou bezpochyby svétové vystavy
Expo. Pavilon zapadniho Némecka na Expo '67, Obr. 1.4, v kanadském Montrealu
je dilem architekta Freie Otta, ktery svym talentem hojné rozvijel teorii a hlavné
praxi plachtovych konstrukei. Na Expu ’86, které se konalo v kanadském Vancouveru
je zajimavy pravé kanadsky pavilon, Obr. 1.5.

1.2 Membranové konstrukce soucasnosti
Mezi soucasné plachtové konstrukce zcela jisté patii hala mezinarodniho letisté

v Denveru, USA, nebo Sirokorozponova konstrukce Millenium Dome v Londyné ve
Velké Britanii. Denverské letisté bylo uvedeno do provozu v roce 1995. Jeho plachtové



Obrazek 1.4: Expo '67, Montreal, Kanada

Obrazek 1.5: Canada Place, Vancouver, Kanada



Obréazek 1.6: Letisté, Denver, USA

Obrézek 1.7: Millenium Dome, Londyn, Velka Britanie

zastTeSeni haly predstavuje nedaleké Skalisté hory, Obr. 1.6. Snéhova vanice v roce
2006, ktera ochromila dopravu na letisti, méla i negativni dopad na tuto konstrukci
a v bilém plasti stfechy vytvorila trhlinu.

Millenium dome, jak jiz nazev napovida, byla dokoncena v roce 1999, je nejvétsi
kopuli na svété, a protoze symbolizuje ¢as, jeji prumér je 365m, jako je dni v roce,
Obr. 1.7.

Plachty se ale pouzivaji i u staveb mensich rozméri, nez je zminovany Millenium
Dome. Pouzivaji se rizné druhy stanu a ptistfeska. Napr. Obr. 1.8 nebo Obr. 1.9
jsou navrzené americkou firmou Span Systems.

I v Praze se muzeme setkat s plachtovymi konstrukcemi: plachta zastinujici vchod
do budovy radia Svobodné Evropa, zastfeseni tramvajové zastavky K Barrandovu
nebo pristfesky na prostranstvi u zastavky metra Chodov.



Obréazek 1.8: Divadlo, Budapest, Madar- Obréazek 1.9: Dubai, Spojené arabské
sko emiraty



Kapitola 2

Vyuziti a vlastnosti membranovych
konstrukci

O membranéch se pise, vedle dieva, skla, betonu a hliny, jako o patém stavebnim
materialu. Mezi architekty ziskavaji stale vétsi oblibu. Zajimavé tvary, barevnost
a lehkost celé struktury pusobi témér vzdy velice nevsednim dojmem. Pii pohledu
na obréazky uvedené vyse je asi nejvyznamnéjsi estetickd hodnota téchto konstrukei.
Az pak hledime na jejich uzitnou hodnotu. Ale ani ta nebyva mala. Samoziejmé
funkeéni hodnota je zavisla od kvality membrany i jejtho ukotveni.

Membranové konstrukce se nejéastéji vyuzivaji jako zastieseni, ktera maji chranit
pred destém, slunce ¢i vétrem. Zastiesuji se jimi sportovni stadiony, jevisteé. Casto
jsou to konstrukce, které se premistuji z mista na misto, maji mensi naklady na
transport, protoze jsou lehké, a daji se postavit takika kdekoliv.

Membrény se daji vyuzit tam, kde potiebujeme wvelky rozpon. Maji pomérné
malou plosnou hmotnost (175-3000g/m?, [10]) a tim mensi naroky na podpiirnou
konstrukci, ale zaroveii jsou i pevné - 1-13kN /5cm, [10]. Unosnost je ale déna i tvarem
zaktiveni navrhované membrany a jejim pocatecnim predpétim.

Do vlastnosti membranového zastfeseni velkou mérou prispiva pouzity material.
Membrana muZe byt z tkané textilie (potahovana nebo nepotahovana plachta) i folie
(napf. ethylentetraflourethylen = ETFE). Plachty bez povrchové upravy se vyrabéji
napf. z bavlny, polytetrafluorethylenu (PTFE), aramidovych vlaken (aromaticky po-
lyamid), polyethylenu (PET) nebo skelnych vldken. Potazenim zékladni tkaniny lze
vyrazné prodlouzit jeji zivotnost (odolnost proti ultrafialovému (UV) zafeni, vodo-
odpudivost, odolnost proti prilnavosti znecisténi apod.), ale i zlepsit jeji materialové
vlastnosti. Bavinéné latky se impregnuji a maji pomérné omezenou zZivotnost a napf.
PET tkaniny se potahuji polyvinylchloridem (PVC) a lakuji akrylovym nebo polyvi-
nylidenfluoridovym (PDF) lakem. ETFE folie dobfe nahrazuji sklo (napf. botanické
zahrady, plavecké stadiony), jsou mnohem leh¢i (a podptrna konstrukee je tedy lev-
néjsi), propousté&ji UVA a zachycuji UVB a UVC zafeni a jsou i odolng&jsi (napf. proti



Obrazek 2.1: Zahrada Eden Cornwall, Velka Britanie

kroupam). Nejcastéji se pouZivaji ve tvaru polstait. Jako piiklad uvedme zasteseni
zahrady Eden ve Velké Britanii, kde vaha plasté z ETFE polstara predstavuje 1%
vahy skla podle konkuren¢niho néavrhu zastieseni, Obr. 2.1. Pro zajimavost uved me
Tab. 2.1 orienta¢nich (vysledky se mohou ligit podle vyrobct) fyzikalnich vlastnosti
vlédken riznych materiala.

Viastnost Sklo Aramid Ocel
(E-HTS) | (Kevlar 49) | (TaZen4 za studena)
Hustota (g/cm?) 2.55 1.44 7.86
Youngtv modul (GPa) 69 124 205
Pevnost v tahu (MPa) 2410 2760 1570
Maximalni prodlouzeni (%) 3.5 2.5 4.0
Teplotni odolnost (°C) 350 250 500

Tabulka 2.1: Fyzikalni vlastnosti vlaken riznych materiali

Jak jiz bylo feceno v tivodu, u membranovych konstrukeci se nejedné o obaleni
nosné konstrukce membranou. Konstrukce i membréana tvori celek a samotn&d mem-
bréna je pfedepjata a ma své funkéni vlastnosti. Membrany jsou navrhovany tak, aby
co nejlépe prenasely tahové sily do okrajovych lan a dale do nosné konstrukce. Pte-
nos téchto sil komplikuje jina pevnost v osnové a v titku. Zalezi tedy na sméru vldken
pri 8iti, resp. svarovani, vysledné plachtoviny. I to se samoziejmé stéle vylepsuje. Za
vSechny bych uvedla napf. francouzského vyrobce Ferrari, ktery dosahuje na plach-
tovinadch témér identickych pevnosti v obou smérech.Jednovrstvé membrany maji
omezené tepelné-izolacni schopnosti. Vicevrstvou membréanovou konstrukei z nafu-
kovacich polstari ale mizeme docilit tepelné-izolacnich schopnosti srovnatelnych se



sklem, [10]. Hoflavost je zase vyhradné zavisla na pouzitém materidlu (napf. jiné
vlastnosti ma bavlna a jiné skelna vldkna potazena silikonem). Zadna ale neodkapava
ve formé hoticich ¢astic.
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Kapitola 3

Formulace alohy

V této kapitole nejprve zavedeme potiebné pojmy z diferencialni geometrie, které
jsou vyuzivany i v kapitolach nasledujicich. Pokud neni fec¢eno jinak, pouzivame Ein-
steinovo sumadcni pravidlo (s¢itame pres opakujici se indexy). Poté se zaméfime na
dva vyznamné sméry v modelovini membréanovych konstrukei - jednim je podobnost
membrany a minimélni plochy a druhym je modelovani poc¢ateéniho rovnovazného
stavu membréany.

Pro minimalni plochu odvodime jeji rovnici z pohledu fyziky i matematiky. Po-
kud na takovou plochu prsi, voda z kazdého mista plochy odtéka. Problémem ale
miize byt snéhovéa pokryvka, ktera svoji hmotnosti deformuje membranu, znehodno-
cuje jeji dobré geometrické vlastnosti, a pri odtavani snéhu mohou vznikat jezirka
a v extrémnim pripadé poruseni membrany. Jako priklad mizeme uvést zastieSeni
tramvajové zastavky na trase Hlubocepy - Barrandov, presnéji zastavka K Barran-
dovu, Obr. 3.1, kterd méla jiz v minulosti problémy se snéhovou pokryvkou. Nebo
zastreSeni denverského mezindrodniho letisté, Obr. 1.6, které se v roce 2003 protrhlo
pod tihou snéhu. Membrany se proto predpinaji, aby mozné zatizeni snéhu vyrov-
naly. Mira predpéti se vypocitd pro klimatické podminky v dané oblasti. A tim
se od miniméalni plochy lisi, protoze minimalni plocha predstavuje z mechanického
hlediska membranovou konstrukci nulové hmotnosti bez predpéti. Neni proto ani
vhodné pro modelovani membranovych konstrukci velkych rozponi, protoze tam
je jiz tfeba uvazovat i hmotnost membrany. Tim se dostavame ke druhé skupiné
modela.

3.1 Diferencialni geometrie ploch
Tato kapitola i kapitoly nésledujici se opiraji o pojmy z diferencidlni geometrie.

Pro prehlednost a jednoznacnost pojmu uvedme definice, predpoklady a amluvy, za
kterych jsou pouzity.
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Obrazek 3.1: Tramvajova zastavka K Barrandovu, Praha

Definice 3.1 MnoZinu Q C R3, pro kterou existuje vektorovd funkce X dvou redl-
nijch proménngych 61, 0, s definicnim oborem w takovd, Ze:

e w C R? je oblast a X zobrazuje w homeomorfné (spojité a ryze monoténné) na
Q,

e X je tiridy C™", n > 1,
o vektory g—gf(@), g—;ﬁ(G) jsou linedrné nezdvislé v kazdém bodé (61, 62) € w,

nazyvdme regularni plochou tridy C™. O wvektorové funkci Fikame, Ze urcuje plochu
Q.

Obrazek 3.2: Plosny integral

12



Poznamka:

1. I kdyZ obecné piipoustime, aby w = R?, v dalsim textu pracujeme prevaziné
s omezenymi oblastmi w.

2. Homeomorfismus w na ) je prili§ omezujici podminka a v nékterych piipadech
ji zeslabime.

3. Parcialni derivace %(0) podle proménnych piseme také ve tvaru Xy, (6) nebo
jesté strucnéji X,, (@), kde dolni index znac¢i proménnou, podle které derivu-
jeme (eventudlni vySsi pocet proménnych nebo ¢iselnych hodnot za ¢arkou
v tomto dolnim indexu pak rad derivace a poradi proménnych zleva doprava

poradi derivovani).

Definice 3.2 Tecnij podprostor ToX v requldrnim bodé @ plochy X prostoru R? je
linedrni obal vektori parcidlnich derivaci Xg,(0) a Xg,(0).

Obsah velmi malé ¢asti plochy se lis{ jen malo od obsahu rovnobézniku, jehoz
strany jsou tec¢né vektory v pevném bodé plochy vynasobené zménou parametru.
Obsah rovnobézniku spoc¢teme jako velikost vektoru vektorového soucinu vektoru
jeho stran, Obr. 3.2.

Definice 3.3 Obsah A,X povrchu plochy X definujeme jako:
AL(X) = / | Xq,(0) x Xo,(0)|| A6y db;. (3.1)

Pozndmka: Urcuji-li dvé vektorové funkce tutéz plochu 2 stejné tiidy, pak exis-
tuje vzajemné jednoznac¢né diferencovatelné zobrazeni mezi jejich definiénimi obory,
které je také stejné tridy. Existuje tedy cela tfida vektorovych funkci které urcuji
stejnou plochu 2 v prostoru. Jako priklad mizeme uvést kulovou plochu a jeji rizné
parametrizace, které jsou vSeobecné znamé. Zde nastava problém s jednoznac¢nosti
pii formulaci tlohy, protoze funkcional vyjadiujici obsah plochy, aby byl dobie de-
finovany, nezavisi na volbé parametrizace. N

Definice 3.4 Necht X : w — R? je requldrni plocha tridy C? se sférickym obrazem!
v(0) : w — R3 definovanym jako

1/(0) = X9 X X92,

1

1
w(e)

Ly je jednotkové vektorové pole.
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kde W(0) = /£(0)G(0) — F2(0) = \/G11(0) G2(0) — G1,(6),
G11(0) = £(0) = Xy, - Xy, Gaa(0) = G(0) = Xy, - X,
G12(0) = F(0) = Xy, - Xo,.
Funkce G;;(0), 1,5 € {1,2}, resp. £(0), F(0), G(0) znact koeficienty proni zdkladni
formy plochy. Koeficienty druhé zdkladni formy plochy pak oznacime
B11(0) = L(0) =v(0) - Xg,0,, By (0) = N(0) = v(0) - Xp,0,,

Bi2(0) = M(0) =v(0) - Xy,0,

Pokud nehrozi nedorozumeéni, zdvislost na proménné 0 vynechdvdame.

Definice 3.5 Stredni krivost 7€ je aritmeticky primeér normdlovijch krivosti v kol-
mygch smérech z tecného podprostoru.

Pozndmka: Lze ukazat, ze stfedni kiivost nezavisi na vybéru dvojice kolmych sméri.
Vypoctem stiedni kiivosti z hlavnich sméri (pokud bod neni kruhovy, jsou v nich

kiivosti extrémni) odvodime vzorec pro st¥edni kiivost ¢, napt. v |7], kap. 1.2 :
9Lt EN —2FM
- 2(8G - F?)

3.2 Minimalni plocha

V pocatcich navrhovani membranovych konstrukei se hojné vyuzivala analogie
membrany a minimalni plochy. Odvozeni konkrétni parametrizace minimalni plochy
neni trivialni matematicka tloha, jak uvidime dale v tomto oddilu. Zjednodusené
feceno: Pro danou uzavienou prostorovou kfivku hleddme plochu, kterd ji obsa-
huje a kterd ma miniméalni povrch. Naproti tomu se tato plocha jednoduse fyzicky
modeluje napt. mydlovou bublinou, protoze mydlova bublina zaujme mezi vSemi
riznymi plochami pro dané okrajové podminky takovy tvar, ktery ma, jak nazev
ploch napovidé, minimalni plosny obsah. To hraje dtlezitou roli napt. ve spotiebé
pouzitého materialu k vyrobé membrany. Mydlové bubliny vyuzival i Frei Otto pro
své modely tehdy ,jen* plachtovych a lanovych konstrukei. Jejich fotografie 1ze na-
lézt napf. v [18]. Ze zkouméani modela pak Otto odvozoval fyzikalni vlastnosti téchto
konstrukei.

Ze zndmych minimélnich ploch muzeme jmenovat katenoid, ktery vznikne rotaci
fetézovky a je jedinou rota¢ni minimalni plochou. Podobnym unikadtem mezi piim-
kovymi plochami je i helikoid, pokud neuvazujeme trivialni pfipad - rovinu. Obréazky
nékterych minimalnich ploch najdeme v kapitole 5. Tento oddil se ale spiSe zamé-
fuje na vymezeni obecnych vlastnosti minimélnich ploch dulezitych pro modelovani
membranovych konstrukei nez vycet jiz zndmych minimalnich ploch.

14



3.2.1 Plateautiv problém

Belgicky fyzik J. A. F. Plateau se zabyval v 19.stoleti zkoumanim kapilarity a po-
vrchového napéti. Minimalni plochu pfirovnal k mydlové bubliné. Pokud zachovame
mydlovou bublinu v klidu, jeji plocha odpovida kulové plose. Foukneme-li do ni, de-
formuje se (vyrovnava tim rozdily tlaka na obou stranach membrany) a v krajnim
pripadé, pokud tlak presahne tinosnou mez, bublina praskne. Podobné vytvarujeme-
li z dratku uzavienou kiivku a ponoiime-li ho do mydlové vody, po jeho vytahnuti se
zformuje plocha (pokud mydlovd membrana nepraskne), ktera je z fyzikalniho hle-
diska v rovnovaze a muzeme tedy usuzovat, Ze existuje minimalni plocha pro danou
hranici. Z matematického hlediska nemé takovy pokus zddnou vypovédni hodnotu.
Je potieba zformulovat vstupni tidaje, které matematicky popisuji zadanou hranici
(tvarovany dratek) a definovat podminky, které spliiuje vysledna minimalni plocha.
Problém byl formulovan jiz diive italskym matematikem J. L. Lagrangem a fran-
couzskym matematikem J. B. Meusnierem a zabyva se hledanim plochy s nejmensim
plosnym obsahem pro danou uzavienou hranici. V 19. stoleti byl tento problém fte-
Sen pro ruzné typy hrani¢nich kiivek. Dostateéné obecné feseni uvedli v roce 1930
souc¢asné americky matematik J. Douglas a madarsky matematik T. Rado, i kdyz
jejich pristupy k diikazu byly odlisné.

Problém 1 (Plateauiv problém) Mé&jme uzavienou Jordanovu kiku T' C R? (jed-
noduchou prostorovou kiivku homeomorfni s kruznict) a mnoZinu ploch, které jsou
homeomorfni s otevienym kruhem, maji konecny povrch a jejich hranici je I'. Hle-
dejme mezi témito plochami takovou, kterd md neymensi povrch.

Pozdéji tuto formulaci jesté upravime, protoze je prilis restriktivni.

3.2.2 Fyzikalni vlastnosti minimalni plochy

Vezméme malou ¢ast plochy mydlové membrany, ktera se zvétsila diky rostou-
cimu tlaku, Obr. 3.3. Diky velikosti uvazované plochy, muzeme povazovat kiivky
na hranici za ¢asti kruznice. Spoc¢téme, jakou vykona praci W zvétsujici se plocha.
Velikost povrchu této ¢éasti plochy oznacme A. Plocha je ohranicenéd kfivocarym
pravothelnikem se stranami = a y.

Mnozstvi prace vykonané pti zvétsovani povrchu je stejné jako povrchové napéti
o vynasobené zménou velikosti povrchu AA. Dale pozadujeme, aby se kiivky hran
setkavaly pod pravym dhlem (tedy A ~ xy). Prirtistek velikosti povrchu plochy je
dan priblizné vyrazem:

AA = (v +dz)(y + dy) — zy
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Obrazek 3.3: Zvétsujici se povrch plochy

Délka x je délka ¢asti kruznice o poloméru R; a x + dx je délka oblouku o poloméru
Ry + du se stejnym stfedovym tthlem. Odtud méame rovnost:

T+ ox oz
Ri+déu Ry

Pokud provedeme totéz pro y, dostavame:

T+or==x 1—1—%
ou

5 — 1 =
Yy+oy=vy +R2

A upravime rovnici pro AA:

ou ou 1 1 (6u)?
AA = 14+ — 1+— ] — = gydu| — + —
m( +R1>y< +R2) Ty =Y u<R1+R2>+J:yR1R2

Pokud je du velmi malé, miizeme posledni vyraz v predchozi rovnici vynechat, a zby-
tek dosadit za AA do rovnice W = 0 A A. Ziskdame tak Laplaceovu-Youngovu rovnici
(3.2) (ktera byla objevena kolem roku 1800 T. Youngem a P. S. Laplacem) pro plochy
dané explicitni rovnici:

TYou = ocxyou| — + —
p y y Rl R2
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p=o (Ril + R%) (3.2)

Rovnice tika, ze rozdil tlaka p = p; — p2 na kazdé strané bubliny nebo membrany je
dany sou¢inem povrchového napéti o a veliciny, ktera souvisi s tvarem membrany.
Témi jsou veli¢iny 1/R; a 1/ R, - normalové kiivosti plochy v danych smérech (s od-
volanim na pocatecni pozadavek, aby se hrany setkavaly pod pravym thlem). Dalsi
veli¢ina - stfedni kiivost (jeji dvojnéasobek) je 2.2 = 1/R; + 1/R,. Podrobnéjsi
odvozeni této rovnice mizeme najit v [9].

Pokud jsou tlaky na obou strandch membrany vyrovnané, pak je 25¢ = 0.

3.2.3 Minimalni plocha zadani explicitné

Od predminulého stoleti se ndzev minimalni plocha pouzival pro plochy s nulovou
stfedni kiivosti. To dokazal jiz v roce 1760 J. L. Lagrange pro plochy dané explicitni
rovnici. V roce 1776 J. B. Meusnier pouzil pii svém dilkazu analytické vyjadieni
stfedni kfivosti a urcil dvé minimalni plochy - katenoid a helikoid.

Demonstrujme nyni nutnou podminku nulové stfedni kiivosti pro to, aby dana
plocha byla miniméalni.

Predpokladejme nyni, 7Ze X(w) = M je minimalni plocha, ktera je ¢asti grafu
funkce (pokud by pro néjaky bod m € M existovaly 8,0 € w, 8 # 0 takové, 7e
X (0) = X(0), staci vzit podmnoziny w, tak aby na nich plocha byla grafem funkce).
Necht méa plocha na hranici predepsanou kiivku X(dw) = k. Uvazujme mnoZinu
ploch M*" : X%(0y, 65) = (61, 0o, f(61, O2) + ¢ - g(61, 62)), kde g je funkce na oblasti
w, g(0w =0) at-g(h, 02) vyjadiuje odchylku od M. Pak

HX§1(617 92) X X22<617 92)“ = \/1 + f921 + f622 + 2t(felggl + f92g02) +t2(g§1 +g32>7

AW<X("t)> = / \/1 + f021 + f022 _'_ 2t(f91901 + f02g92) + t2<g31 + ggz)del d92

Protoze je M minimalni plocha, A, (X(+,¢)) nabyva minima pro ¢ = 0, tedy

t=0

thw(X(-,t)) :/ - - - - dé, db,,
J \/1 + fo, + [, + 2t(fo,90, + fo.90.) +t*(g5, + 95,)
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SR = [l g, 49,

Y A (A I

P — f91g a Q: f92g ’
\/1+f1921+f622 \/1+f921+f922

a pouzijeme Greenovu vétu, ziskdme:

Pokud oznac¢ime

/(Pde1 —Qdby) =

ow

_ /‘ f91991 + f92902 n g [f9191(1 + f922) + f9292(1 + f921) - 2f91f92f9192] del d02

2 2\3/2
N Sirz+r2 U+ 73+ 12)"

Leva strana je nulova, protoZe g(0w) = 0. Prvni ¢len na pravé strané je nulovy,
protoze 4 A, (X(, t))‘ .—o = 0. Tedy i druhy ¢len na pravé strané je nulovy. Protoze
t = 0 a rovnost plati pro v8echny funkce g spliujici pozadavky uvedené vyse, je

f9191<1 + f922) + f9292<1 + fgl) - 2f91f92f9192 =0. (33)

3.2.4 Porovnani fyzikdlné a matematicky ziskané podminky
Navazeme na oddil 3.2.3 a spo¢teme stiedni kiivost .7 pro plochu X (6, ) =
(01, O, f(01, 02)) zadanou explicitné:

) X6’191:<07 07 f9191)
1) a X—6’292:<O7 O? f0292) )
X9192:<07 07 f9192)

W:1/1—|—f921+f922, V(Uav):%(_fem_f@z?l)a

X91:(17 07 f9
X92:(07 L, f92

E=1+f; L= fo.0,
F=fo, fo a M= fo,0,
G=1+ f3, N=55 fosp,

Po dosazeni dostavame

fouo. (L4 f3,) + foo0, (L4 f3) — 2o, fo. fo.0

A= W2

coz odpovida podmince (3.3).
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3.2.5 Minimalni plocha zadani parametricky

Definice 3.6 Variace plochy’ X je zobrazeni Z : o x (—eg,g0) — R3, g9 > 0 tridy
C? takové, Ze Z(0,0) = X(0) pro vsechna 6 € &.

PouZijeme-li Taylortv rozvoj, miizeme psat Z(0,¢) = X(0) +<Y (0) +*R(0, ¢),
kde R0, ¢) je spojity zbytek fadu 2.

V kazdém regularnim bodé plochy je dédna lokalni soustava soufadna, ve které
mizeme psat Y (0) = n%(0)Xy,(0) + AN(0)v(0) *, pro ngjaké funkce n%, A\ t¥idy
CH(@). Pak

Zy, =Xy, +¢ T]gaXQﬂ + UﬁXQ(lgﬁ + AV + )\V@ai| + €2R9a.
Definice 3.7 Proni variace plosného funkciondlu A,(X) na w v X ve sméru vekto-
rového pole Y = n'Xy, + M\, kde Y € C5° (w,R?), je ddna predpisem

0AL(X,Y) = d—iAw (Z(-,¢))

e=0

Nyni upravime integrand plosného funkcionéalu 3.1 pro funkci Z a spocteme jeho
prvni variaci podle definice. V disledku Gaussovych* Xoa05 = FlBXg7 + bopr a
Weintgartenovych® vy, = —ba39”7 Xy, rovnic dostévame

Zga = Xga +¢€ [ggXG’y + I/al/] + EQRQQ,

kde jsme polozili
& =mny. + 1T 5 — bagg” A,

Vo = nﬁba[g —|— )\ga.

Vyrazy obsahujici ¢len €2 budeme nadale znagit - - - .

Spocteme
1Z6,||” = € + 25 (E1E+EF) + -+,
|1 Zo, I = G + 22 (F +63G) + -+,
(Zo, - Zo,)" = F +e [GE+ (& + &) F+ €G] + -+
Tedy

||Zt91||2 ||Z92||2 - (Z91 : Z62)2 = W? [1 + 2¢ (f% +€§) + - ] .

2Regularni plocha podle Def. 3.1.

3S¢itame pres o € {1,2}.

4Flﬂ =17 ﬂ(a) jsou Christoffelovy koeficienty, jednozna¢né uréené funkce.
SMatice (¢“?) je inverzni k matici (gag)-
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A navic
&+ & =g, + g, — Mbijg? + T
Protoze® |

baﬁgo‘ﬁ =29, [os = W

Woy,

dostavame

& +& = % [(nlw)gl + (nZW)QQ} — 20N,

Na zakladé toho, Ze pro |z| < 1 je 1+ 2z =1+ /2 + O (2?), vidime, Ze

\/HZ91||2 1 Zo, 1% — (Zo, - Zo,)> =W + ¢ [(nlw)a1 + (W), - 2%1/\/)\} L

Dosazenim upraveného integrandu dostavame
§AL(X,Y) = / [(nlW)el + (1PW),, — Q%”WA] d6; dbs.
S pouzitim Greenovy véty mame

§A,(X,Y) :/ W (n' d6, — n° db;) —Q/A%Wdel db,.

dw w

Tedy pro viechna Y € C5° (w, R?) plati

Protoze A = Y -v je libovolna funkce tiidy C§° (w, R), muzeme formulovat nasledujici
klicovou vétu.

Véta 3.1 Pruni variace 0A,(X,Y) plosného funkciondlu A, v X ve sméru vekto-
rového pole Y je nulovd pro vsechna vektorovd pole Y € C§° (w,R3) prdve tehdy,
kdyz je stredni kiivost 7 plochy X identicky nulovd.

Pozndmka: Jinymi slovy: Stacionarni bod plogného funkcionalu (a pfedevsim jeho
minima) je pravé plocha s nulovou stiedni kiivosti. Proto mizeme regularni plochu
X : w — R? tfidy C? nazvat minimalni, pokud # = 0. <

Poznamka: Ttidu minimélnich ploch lze rozsitit i na plochy s izolovanymi singula-
ritami. <

6Lze odvodit vypoctem, napt. [7].
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3.2.6 Klasicka a variac¢ni formulace tlohy

Pro klasickou formulaci problému pouzijeme znaceni z definice 3.4 a vyjdeme

7 rovnice
H(0) =0,
kterou upravime
E g F
<2—)/V2X9202 + 2—]/\}2X9191 - 22—)/\}2X0102) : 1/(0) — O

Protoze pro regularni body plochy je v(0) # 0, ziskdme soustavu tii parcialnich
diferencialnich rovnic

E g F
Z—WXGQBQ + Q—V\}?X0101 — 22_V\/2X0102 =0,

kterou muzeme prepsat v divergentnim tvaru

) (gxgl—fxg2) 9 (E:XQQ—fxgl)_O

— — A4
00, w 00, w (3:4)

Problém 2 (Klasickd formulace) At je w € R? omezend jednoduse souvisld oblast
a T € R3 wzaviend Jordanova krivka. Hleddme X(0) € C%(@, R?) N C?*(w, R3) tak,
aby platila rovnice (3.4) a byly splnény Dirichletovy okrajové podminky

X(0w) =T.

Slabou formulaci odvodime vypo¢tem prvni variace 0A, (X, Y) plosného funk-
cionélu A, (X) ve sméru vektorového pole Y.
Pro variaci Z plochy X

Z(0) = X(0) + Y (6)

rozepiSme argument plosného funkcionalu:

”291 X 292” - \/HZ91||2 HZ92H2 - (291 '292)2'

Odvodme derivace ¢lentt argumentu odmocniny ve smérech danych vektorovym po-

lem Y:

1Zo, ||” | Zo,|)* =
= (Xgl ~X91 —|—2€X91 -Ygl —|—) (X92 'X92+2€X92 'Y92—|—-") =
= (Xy, - Xyp,) (X, - Xg,)+2¢ [(Xg, - Xg,) (X0, - Yg,) + (X, - Xo,) (X, - Yo, )]+ -,
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kde t¥i tecky opét oznacuji vyrazy typu ?R(0, ¢),

d
d_€ (||ZB1||2 ||Z92||2) =2 [(X91 ’ X91) (X92 ! Y92) + <X92 ’ X92) (X91 ' Y91)] :

e=0

Podobné druhy ¢len argumentu odmocniny
(Zgl 'Z92)2 = (Xgl 'X92 +8X91 'Y92 —|—€X92 'Y01 +"')2,

d 2
— (Zy, - 7
dg( 01 92)

Zjednodusime zapis prvni variace plosného funkcionalu:

=2 (X91 : X92) (X91 ' Y92 + X92 : Y91) .

e=0

SALX,Y) =

1
= / € (Xo, - Yo,) +G (X, - Yg,) — F (Xg, - Yo, + Xp, - Yy, )] Wdﬁl df,. (3.5)

Problém 3 (Variacni formulace) At je w € R? omezend jednoduSe souvisld ob-
last a T' € R® wzaviend Jordanova kFivka. Hleddme vektorovou funkci X(0) €
C%w, R¥) N CYw, R3) tak, aby pro kazdé Y € C}(w, R3) platilo

1
/ [(GXy, — FXyp,) Yo, +(EXy, — FXy,) - Yo, Wd& df, =0

a byly splnény Dirichletovy okrajové podminky
X(0w) =T.

Problém 2, resp. problém 3, bohuzel neni dobfe definovany, protoze pro libovol-
nou zménu parametru ¢ : w — w, ktera je dané hladkym vzajemné jednozna¢nym
zobrazenim w na w plati

A, (X) = A, (X 0 ).

Je-li X FeSenim problému 2, resp. problému 3, pak X o ¢ je dalsim feSenim.
Formulaci problému 2, resp. problému 3, zpresiuje oddil 3.2.7, ktery se zabyva
i existenci a jednoznac¢nosti jejich Teseni.

3.2.7 Existence a jednoznacnost feSeni Plateauova problému

Tento oddil je souhrnem vét o fesitelnosti a jednoznac¢nosti Plateauova problému.
S nejednoznacnosti se setkdvame jiz na samém pocatku formulace tlohy, kdy se
miizeme divat na minimalni plochu jako na plochu s nulovou stfedni kfivosti nebo
jako na plochu, s nejmensim plosnym obsahem.
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V oddile 3.2.6 jsme se setkali s jinym typem nejednoznacnosti, kterou v této kapi-
tole odstranime. Podobné jako kifivku parametrizujeme obloukem, pro parametrické
vyjadieni plochy muzeme zvolit konformni parametrizaci, pro kterou

0X 90X

ST

I =[]

Pouzijeme-li opét znaceni z definice 3.4, plati € = G a F =0, a (3.5) prejde k vyja-
dreni

0A,(X,Y) = / (Xg, - Yy, + Xy, - Yo,) db; dbs. (3.6)
Tato variace, jak pozdéji uvidime, je variaci Dirichletova funkcionalu. Dirichletiv
funkcional je invariantni vaéi konformni (zachovéavajici uhly) transformaci oblasti
w sama na sebe. Grupa téchto konformnich transformaci je konecné dimenze. Do-

plnime tedy formulaci jesté o podminku tif pevnych bodi. Pak jedinou konformni
parametrizaci oblasti w sama na sebe, ktera tuto podminku spliuje, je identita.

Definice 3.8 Mejme mnoZiny

w={(01, 6) € R?; 07 402 < 1},
Ow = {(61, 05) € R* 67 + 05 =1}

a uzavrenou Jordanovu kiivku” I' C R3.
Rekneme, %e X : w — R3 je feSenim Plateauova problému pro hranici I', pokud
jsou splnény ndsledujici podminky

e Xe(Cw R)NC?(w, R?),
e zobrazeni X splnuje v w ndsledujici rovnosti

AX =0, (3.7)

0X 00X

H@@l H392

o restrikce X|,, je homeomorfismus Ow na T

Parametrizaci X plochy X (w) nazveme konformni, pokud spliiuje rovnosti (3.8).

Pozndmka:

"Jordanova kiivka je podmnozina R3, které je homeomorfni (tj. existuje mezi nimi spojité a ryze
monotonni zobrazeni zobrazeni na) s dw.
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1. Omezeni na zobrazeni z otevieného jednotkového kruhu w do R? neubira na
obecnosti, protoze podle Riemannovy véty je kazda jednoduse souvisla oblast
v R? riizna od celého R? konformné ekvivalentni (existuje prosté konformni
zobrazeni) otevienému jednotkovému kruhu.

2. C*(w, R?) znad prostor spojitych funkci z w do R?, které maji spojité derivace
az do fadu k. V tomto piipadé se jedna o spojitost vektorovych funkei, kterou
rozumime spojitost jednotlivych souradnicovych funkei.

3. w je uzavér mnoziny w a Ow jeji hranici.

4. A znaci Laplaceuv operator.

Definice 3.9 Pro vyse uvedenou oblast w a vektorovou funkci X € C°(w, R?) N
C? (w, R?) definujeme plosny funkciondl

(‘9X 0X

AX) = | |58, < o6,

df; dbs
a Dirichletuv funkciondl

.

Protoze prostor regulédrnich ploch neni uzavieny vzhledem ke stejnomérné kon-
vergenci, hledame minimum plosného, resp. Dirichletova, funkcionélu na Sobolevové
prostoru W) (w, R3), ktery tvoif funkce z Lo(w, R?) a maji spojité derivace z té¢hoz
prostoru. Ls(w, Rg) prostor je presnéji faktorovym prostorem prostoru

.,2”2 = {X, / HX(91, 62)”2(191 deg}

méfitelnych funkei definovanych na w. Moznym minimem funkcionalu A(X) je cela
tfida ploch. Nékteré ¢leny tfidy mohou mit ,vlasové vyénélky* nulové miry. Tyto
vycnélky je pak nutné odstranit. Minimalizujici posloupnosti funkcionalu D(X) maji
lepsi vlastnosti a problému se vyhneme.

o

Definice 3.10 W, (w, R?) je Soboleviiv prostor. Pro uzavienou Jordanovu krivku T
rekneme, Ze zobrazeni X : w — R3 je tiidy € (1), pokud X € Wi (w, R?) a pokud
muzeme restrikci X|,  vyjdadrit spojitym monotonnim (ne nutné ryze monotonnim,)
zobrazenim ¥ : Ow — I' z 0w na I' (tj. kaZdd Lo(Ow)-reprezentace X|,, je shodnd
s U az na mnozinu Hausdorffovy 1-dimenziondlni miry nula).
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Plosny funkcional A(X) omezime shora funkcionalem Dirichletovym D(X):
A(X) < D(X), (39)

protoze pro kazdé dva vektory u, v plati

o vl < full vl < 3l + 5 vl
V piipadé, ze X je konformni parametrizace nastava v (3.9) rovnost. Podle Lich-
tensteinovy véty, [7] s. 230, miZeme pro kazdou reguldrni plochu X € C'*(w),
0 < a < 1, takovou parametrizaci najit. Dale tedy dokazujeme véty o minimu
Dirichletova funkcionédlu pro konformni parametrizaci plochy.

Uvedeme dvé véty, které zaruci existenci minima Dirichletova funkcionélu. Toto
minimum za ur¢itych podminek spliiuje rovnosti (3.8) a je tedy zarovenn minimem
plosného funkcionalu i fesenim Plateauova problému. Existenci minimalnich ploch je
vénovana i velkéd fada knih. Popularni knihou je napt. [17]. Kdezto v [0] je téma po-
jato striktné matematicky. Asi nejkomplexnéjsi pohled z riznych oblasti matematiky
nabizi [7]. Uvadime zde jen hlavni myslenky diikazi formulovanych vét. Podrobné&ji
jsou ditkazy popséany napt. v [7], kapitola 4.

Véta 3.2 (Exzistence minima Dirichletova funkciondlu) Pokud je €' (I') neprdzdnd,
pak existuje X € € (I') takovd, Ze

D(X) = inf {D(X); X € (I},

kterd je spojitd na & a harmonickd (spliiuge (3.7)) na w. Specidlné, pro kazdou uzav-
renou Jordanovu krwku I konecné délky takovd X existuje.

Diikaz:

1. Protoze hodnoty Dirichletova integralu jsou zdola omezené a (') je podle
predpokladu neprazdné, existuje

inf {D(X), X € €(I')},
které oznacime e(I'). Déle hledame X € €(T), pro které D(X) = e(T).

2. Ukazeme, ze problém hledani minima D(X) v €(X) je ekvivalentni problému
hledéni minima v €*(I"), ktera obsahuje funkce z €'(I"), jez navic spliuji pod-
minku t¥{ pevnych bodi, tj.

X(al,l, 02,1) - Ql7 Z’ - 17 2, 3,

kde (6, 02,) jsou tii rizné body na dw a @); jsou tii rizné body na I
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. Pomoci Fourierova rozvoje homeomorfni reprezentace I' odvodime postacu-
jici podminku (nikoliv nutnou), Ze pro kazdou uzavienou Jordanovu kiivku
kone¢né délky je mnozina € (I'), resp. €*(I'), neprazdna.

. Vybereme posloupnost {X,,} >, zobrazeni X,, € €*(I") takovou, Ze
lim D (X,)=inf{D(X); X € ¢*(T)},

X, € C%w, R*) N C?*(w, R?),
AX,=0 vuw.
Jinak nahradime X,, feSenim Z,, okrajové tlohy

AZ, =0 vV w,
Z, =X, na ow,

které existuje pravé jedno a je z C%(@, R?) N C?(w, R®) N Wy (w, R3).

. Posloupnost D(X,,) konverguje a je tedy omezena. Pomoci Courantova-Lebes-
gueova lemmatu (znéni lemmatu je uvedeno za timto dikazem, ditkaz lemmatu
pak v [7] s. 239) ukdZeme, Ze ¢leny posloupnosti okrajovych hodnot X, |,  jsou
stejné spojité, tj.:

(Ve > 0)(35 > 0)(Y X, )(V0, 0 € Ow) :
16— || <6 = ||X,.(0) — X.(0)] < e.

. Navic X,,(0w) =T, tedy funkce X, |, jsou stejné omezené.

. Tim jsou splnény predpoklady Arzelaovy-Ascoliovy véty (pro stejné omezené
a stejné spojité funkce existuje stejnomérné konvergentni vybrand posloup-
nost), jejimz disledkem je stejnomérna konvergence posloupnosti X, [, k né-
jakému zobrazeni ¥ € C° (Qw, R?) na dw, které je navic monoténni z dw na
I.

. Protoze jsou funkce X,, spojité na w a harmonické v w, posloupnost konverguje
stejnomérné k néjaké funkci X*, ktera je spojita na w, harmonicka v w a spliiuje
podminku ti{ pevnych bodu. Plati X* € €*(I') a

inf {D(X); X € ¢*(I')} < D(X¥).

. Protoze posloupnost i jeji limita jsou harmonické funkce dostavame i obracenou

nerovnost. Tedy D (X*) = inf {D(X); X € €*(I')}.

26



Lemma 3.1 (Courantovo-Lebesqueovo)
Predpoklddejme, Ze X € C° (w, R3) N C? (w, R?) a sphiuje

D(X) < M

pro néjaké M, 0 < M < oco. Pak pro kazdy bod 6y = (010, 020) € Ow a pro kaZdé
6 € (0, 1) existuje polomér r € (5, V/9) takovy, Ze vzddlenost obrazi X(0'), X(8")
dvou priseciki 0" = (0}, 65), 8" = (0], 0Y) kruznice Ow,(0y), kde w,(0y) = {0 €
R%; |0 — O¢|| < 7}, s kruznici Ow je odhadnuta

AMm

IX(0) =X (") <\ 17

Véta 3.3 Kazdé minimum X Dirichletova integrdlu ve tiidé ¢ (I') je spojité na w
a harmonické na w.

Diikaz:  Pro libovolnou testovaci funkci ¥ = (U, Uy, ¥3) € Cf°(w, R?), kde
Ce°(w, R?) je tiida nekoneéné spojitych zobrazeni z w do R?® s kompaktnim no-
sicem, a pro kazdé € € R je X +eW € ¢ (I'). Protoze X je minimum Dirichletova
funkcionalu, ma kvadraticka funkce

f(e) = DX 4+ eW®) = D(X) + 2eD(X, ¥) + 2D()

minimum pro € = 0, tedy pro kazdé ¥

- 1/(35{ oF  9X oW
2 w

1 [ -~
0=D(X, ¥)=— — —F+ — - — | d01dfy; = —= | X AW db, dbs.
(X, ) 90, 90, " 6, a%) L 2/w 1o
Podle Weylova lemmatu (slabé feSeni fwf(A\Il = 0 Laplaceovy rovnice je har-
monické) je X harmonicka v w. ProtoZe navic X‘ € C%0w, R?), je take X €
Ow
C%w, R?). O

Véta 3.4 (Existence feSeni Plateauova problému) Za predpokladi véty 3.2 navic
plati, Ze minimum X* € €(I") Dirichletova funkciondlu D(X) je konformni a zob-
razugje topologicky Ow na T'.

Diikaz: Pro prehlednost rozdélime diitkaz do nékolika ¢asti a uvedeme zde pouze
jejich hlavni myslenky.
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1.

Zavedeme vnitini variaci 0D(X, Y) Dirichletova funkcionalu pro libovolné
vektorové pole Y (Y1(01, 0s), Ya(6y, 62)) =Y € C* (0, R?) piedpisem

ovi 0% |
891 092 00, 06,

0X 0X [9Y; 0Y;
2—  — | — d6, do
06, " 90, (092 - ael)] e
UkéaZeme, Ze pokud je plocha X € W}l(w, R®), Y € C! (@, R?) je libovolné
vektorové pole a 0D(X,Y) = 0, pak X spliuje rovnosti (3.8) témér viude
v w. Obracené plati, ze pokud jsou splnény rovnosti (3.8) témét vSude v w pro

n&jakou X € Wi (w, R?), pak dD(X, Y) = 0.

ID(X,Y) =

S pouzitim vnitini variace D(X) odvodime invariantnost Dirichletova funk-
cionalu vzhledem ke konformnimu zobrazeni, a kazdé feseni X* varia¢niho
problému v € (I') je minimélni plocha.

Protoze X* € €(I') je spojita v w, harmonickd v w a konformni, mizeme uka-
zat, Ze urcuje vzajemné jednoznac¢né zobrazeni Ow na I', které je topologickym
zobrazenim Ow na T

t

Nyni uvedme klicové véty o jednoznacnosti.

Véta 3.5 Pokud existuje vzdjemné jednoznacnd rovnobéind projekce krivky I na
uzavrenou rovinnou konvexni Jordanovu krivku vy, pak existuje mejvyse jedna mini-
mdlni plocha.

Diikaz: Bez jmy na obecnosti, muzeme provést rotaci soustavy souradné tak, ze
smér promitani je rovnobézny se smérem osy z a rovinou, do niz promitame, je
rovina (z, y).

1.

xova a yova slozka minimalni plochy X € ¢'(I") urcuji difeomorfismus ¢ z w
na konvexni oblast {2 uvnitt ~.

Oznacime
Z=Xop ' Z:Q—-R3

neparametrickou reprezentaci plochy X(w), ktera je feSenim rovnice minimalni
plochy, ale nemé nutné spojité okrajové hodnoty.
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3. Dikaz jednoznac¢nosti provedeme sporem. Predpokladéame, ze existuji dveé riz-
na feeni X, X Plateauova problému pro kiivku I'. Jim odpovidaji neparame-
trické reprezentace Z a Z. Pokud je projekce vzajemné jednoznaéné zobrazeni,
pak ¢ je homeomorfismus z w na Q). Diisledkem toho a diisledkem spojitosti
X, X na @, Z, Z na Q a spojitosti rozdilu Z — Z na 99 je tento rozdil nulovy.

4. 7 — 7 spliuje linearni parcialni diferencialni rovnici druhého fadu, pro kterou
plati princip maxima. Na {2 nastava shodnost obou zobrazeni.

5. Protoze X, X jsou konformni a invertibilni, X! o X je konformni z w na w.
podminka t¥f pevnych bodi zarucuje jejich shodnost.

0

Pozndmka:

1. Podminky na vzajemné jednoznacné zobrazeni lze zmirnit. Prestoze kiivka I’
obsahuje napt. Gsecku ve sméru promitani, ktera se zobrazi do jediného bodu
na 7, existuje nejvyse jedna miniméalni plocha.

v

2. Obecngjsi je i Nitscheova véta, které 1ika, ze pro kazdou regularni analytickou
kiivku, jejiz celkova kiivost je mensi nez 47 existuje pravé jedna minimalni
plocha. Jeji ditkaz je velmi obsahly a muZeme ho nalézt v [16].

3.3 Membranova konstrukce

Protoze mechanika neni hlavnim tématem této préace, jsou tvahy bez preciznich
definic a dukazu. Dale predpokladame, ze vSechny funkce jsou tak spojité a jejich
derivace existuji, aby tvahy v této kapitole mély smysl. Také predpoklddame, ze
pohyby a deformace probihaji tak pomalu, Ze nedochéazi k piisobeni setrva¢nych sil.

Polohy bodu télesa v pocatecni (nedeformované) konfiguraci jsou popsany bo-
dovou funkei X = X(6), v aktualni (deformované) konfiguraci bodovou funkeci
x = x(0). Velkd a mala pismena budou nadale rozliSovat parametry v pocate¢ni
(velkd pismena) a aktualni konfiguraci (mald pismena). Obecné jsou obé& bodové
funkce X, x : R* — R3. Polohu x bodt v deformovaném stavu vyjadieme zob-
razenim ¢, které udava aktuélni polohu bodu kontinua v zavislosti na pocatecni
(referen¢ni) konfiguraci X a case t:

= ¢(X,1). (3.10)
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Pro pevny bod P je ¢ jeho trajektorii pfi deformaci v ¢ase. Pro pevné t urcuje
¢ vztah mezi pocatecni a aktualni konfiguraci kontinua. Pokud je zobrazeni ¢ =
¢(X,t) mezi sou¢asnym x a pocateénim X stavem kontinua diferencovatelné, pak
gradientem deformace nazveme tenzor F, pro ktery

_ 09

Pozndmka: Casto se vyuziva zkraceny zapis x = x(X, t) misto (3.10), coz umoziuje
zapis gradientu deformace ve znaméjsim tvaru

F 0x
0X’
ve slozkach pak
Oz oy Oz
a 0X1 0Xo 0X3
P XL F— Ozo Oza Jza
) aX7 I‘esp‘ - 0X1 0Xo an
J Ozs Ozs Ox3

0X1 0Xo 0X3

Gradient deformace je vzhledem k dimenzi prostoru, v némz se pohybujeme, matice
3 X 3. <

Té¢lesem je v nasem piipadé membrana v rovnovazném stavu uvnitf pevné hra-

nice. Tvar membrany je vyvolan pouze pocateénim pfedpétim a nepitisobi na ni
zadné vngjsi sily (jinak je tomu napi. u nafukovanych konstrukei, kde bychom uva-
zovali tlak uzavieného plynu). Vektory napéti ptsobi jen v te¢nych podprostorech
a nevyvolavaji tak ,vrasnéni“ membrany. Pokud se tloustka membrany v pribéhu
deformace neméni (nenastava tzv. Poissonuv efekt), vyjadiime objemovy element
v zavislosti na plosném dV = H dA, kde H zna¢i konstantni tloustku membrany.
Bod P na plose je popsan bodovou funkei X = X (6, 65) pomoci dvojice nezéavislych
proménnych 6; a 65, Obr. 3.4.
Pozndmka: Protoze zanedbéavame deformace v jednom rozméru, definujeme nésle-
dujici zobrazeni ¢ (6, 62) = X (61, 63), mezi rovinnymi souradnicemi a poc¢atecnim
stavem, a ¢, (01, 65) = x(6, 02), mezi rovinnymi souradnicemi a aktuélnim stavem.
Jim pfislusné gradienty

X1 89Xy Oz dxq

891 692 8‘91 692

F. — 8(150 _ 90Xy 09Xy F. — 8¢t _ Ozy Oz
0 — 80 - 001 002 t — 80 - 001 002
0X3  0X3 dz3  Du

891 392 891 692

jsou v tomto piipadé matice 3 X 2. Pii vypoc¢tu gradientu deformace tedy zélezi
na vyjadreni slozek jednotlivych vektorovych funkei a jim pfislusnych parcialnich
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pocatecni

konfigurace
X(, 92)\

Obrazek 3.4: Deformace plochy

derivaci, napf. pro soufadnicové funkce (skalarni funkce vice proménnych) z;, © =
1, 2, vektorové funkce x

x; (01, 02) = x; (X7 (01, 02), Xo (61, 62), X5(01, 02)).

S prihlédnutim k derivaci slozené funkce, pak muzeme vyjadrit zavislost mezi jed-
notlivymi gradienty deformace rovnosti FFy = F,. N

Sloupctim gradientu deformace F; v diferencialni geometrii odpovidaji kovari-

antni vektory g; a go definované jako parcialni derivace x vzhledem k proménnym
61, 922
ox

g = 8_02'7
Tyto vektory lezi v te¢ném vektorovém prostoru plochy v bodé P, jsou tecnami ke
kiivkam x (6, +), x (+, #2) a obecné nejsou ortonorméalni.

Povrch plochy v aktualni konfiguraci odvodime nasledovné. Cast (velmi mald)
da povrchu a plochy x se priblizné rovna obsahu rovnobézniku, jehoz strany jsou ve
sméru vektora g;, i = 1,2, vynasobenych (velmi malymi) koeficienty df;, srovnejme
s Obr. 3.2. Celkovy povrch plochy vyjadiime jako:

a = /dCL = / ||g1 X g2|| d91 deg = / \/det (F?Ft) d91 d92, (311)
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kde C; = FT'F, je metricky tenzor (byva nazyvany i pravy Cauchyiv-Greentiv tenzor
deformace).
Dvojici kovariantnich vektortit mizeme doplnit o tfeti vektor - vektor jednotkové
vné&jsi normaly .
* 7 Ter gl
Koeficienty kovariantniho metrického tenzoru jsou dany vztahem

(g1 X g2).

gl]:gzgja iajzla 2737

coz se dé& schematicky zapsat jako

0
(9i5) = Ci 0. (3.12)
0 01

Pro pocatecni konfiguraci je umisténi bodu P urceno bodovou funkei X a mu-
zeme pro ni obdobné definovat kovariantni vektory G; i sourfadnice kovariantniho
metrického tenzoru Gj;.

Vyjadiime povrch A plochy v pocéatecni konfiguraci:

A:/dA:/ G, x Gol|dbf d@Z/ det (FTF,) dé df,, 3.13
A le 2H12wv(00)12 (3.13)

kde Cy = F'F( ozna¢ime metricky tenzor.
Kontravariantni vektory g!, g2 jsou definované pravidlem:

& 8 = 5j_{ 0 jinak.

A obdobné definujeme i kontravariantni vektory G¢. Absence deformace ve sméru
hlavni normaly k ploSe je i divodem pro normovéani vektoru gz, resp. Gs. Tento
fakt se dale projevi jako jedni¢ka v pravém dolnim rohu matice (3.12) metrického
tenzoru pocatecni i aktuélni konfigurace.

Pomoci tenzorového soucinu ®@° je:

F=g, oG, FI=Gw®g, F'=G g, FT=gG,

coz lze ovérit mechanicky vypoc¢tem. Pokud je plocha ,témér ve vSech® bodech
regularni, pak jsou kovariantni vektory g;, resp. G;, linearné nezavislé a matice F je
regularni.

a1b1 a1b2 a1b3
8Tenzorovy soucin vektorii a, b je (a1, az, az) ® (by, ba, b3) = [ axbi  azby  azbs
a3b1 (13b2 a3b3
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Povrch a aktualni konfigurace plochy v zavislosti na poc¢atecni konfiguraci” zis-
kdme postupnymi tpravami (3.11) pomoci (3.13):

\/det (FF,) / det(gi;)
a = da = det FTFO dHl deg ~ I dA =
/ w \/ det FTF[) \/ det(le) (314)

_ det(gz k
/det(Gk dA = /det g;) det(G")dA = /dethA

Priklad 1: Uvazujme kulovou plochu s polomérem 7 a stfedem v pocatku soustavy
soufadné jako pocatecni konfiguraci deformace. Jeji parametrizaci mizeme vyjadrit:

(e

X (0, 02) = (rcos By cosby, rcosbysinby, rsindy), 6, € [ 3 3

} 6, € [0, 27].

Aktuélni konfigurace odpovida trojosému elipsoidu s parametry a, b, ¢, stifedem
v pocatku soustavy souradné a parametrizaci

x (01, 03) = (acos b cosby, becosbysinbsy, csinby), 0 € [ 0, € [0, 27].

3l

Oznagime-li soufadnicové funkce parametrizace X = (X7, X, X3), miuzeme vyjadfit
soutfadnicové funkce aktualni konfigurace v zavislosti na soufadnicovych funkcich
pocatecni konfigurace

a b c
x (X1, Xo, X3) = <;X1, ;X2, ;X:a) :

Gradient deformace mezi poc¢atecni a aktualni konfiguraci je jednoduse

F—

S O3le
O=slc O
Sl © O

Zname-li povrch kulové plochy A = —7rr3 mizeme vyjadrit povrch elipsoidu

:/dethA: a—deA_abc/dA:émbc.
A A 3

q r3

g1
9(g;) je matice 3 X 3 a det(g;) = det ( g2 )
g3
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Minimalni plocha odpovidd membrané, na kterou nepiisobi zadné vnéjsi sily
a kterd ma nulovou hmotnost. Ozna¢me x bodovou funkci plochy, ktera minimalizuje
(3.14) vzhledem k pevné zvolenym okrajovym podminkam. Tato bodova funkce je
staciondrnim bodem plosného funkcionalu. Variace da povrchu plochy vzhledem k li-
bovolné variaci dx bodové funkce (srovnejme s oddilem 3.2.6, kde variaci odpovida
vektorové pole), ktera splije podminku y - g5 # 0, je nulova:

o(fa) - fsaman

Poznamenejme, ze povrch A plochy v pocate¢ni konfiguraci je invariantni viic¢i variaci
tvaru plochy. Po tpravach!’

0=da= dia (x + € dx) (3.15)

£

F22 F23 F21 F23 F21 F22
ddet F = det 0F — det 0Fs + det 0F s+
¢ ¢ <F32 F33> e (F31 F33> 127 e (F31 ng) 13
F12 F13 Fll F13 Fll F12
—det 0F5 + det 0F5 — det 0FHs+
¢ (F32 F33) 2 e (F31 F33) 2= ¢ (F31 F391 ) %
F12 F13 Fll F13 Fll F12
+ det 0F5 — det 0 F39 + det 0F55 =
¢ <F22 p23) s (F21 F23> 327 €¢ (F21 F22> 53

— detF (Ff;”éFn + FV6F, + FS V6 Fis+
+ FS V8 + FG V6 Fy + FS Vo Fys+
+ FGY6Fy + FS V6 F + F§;1)5F33> _

= detF (F~7 : 6F),

které vychézeji z rozvoje determinantu podle radku. Fi(j_l) znaci prvek inverzni ma-
tice na pozici ¢j nikoliv prevracenou hodnotu Fgl (3.15) pak muzeme napsat jako

da = / det F(F~7:6F)dA =0, (3.16)
kde ’
OF = 0g, @ G' = 8(;(;};)
Vyjadiime-li jednotkovy tenzor I v kovariantni bazi
I=g7g ®g;, (3.17)

10Vyjadrime-li slozky matic A = (a;;), B = (bi;), pak dvojteckovy soudin tenzortt A : B =
>_i; @ijbij. ProtoZe jsou obé& matice ¢tvercové, miZeme dale zapsat A : B = tr (ABT), kde tr(A) =
Qi
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rozepiseme integrand z (3.16)

F 7. 0F=IF":0F=[(Ig")®Gy]: (6g®@G) =
==(ng)-5gk::
= [¢9" (&" &) &) - 0gr =
= g g - gy
7 rovnosti - '
grj 97 = 0y, (s¢itame pres opakujici se index j),

ktera predstavuje devét rovnic, vypocteme g pomoci gx; a rozepiSeme (3.16)

1

\/ det(gkl)

Vysledek miizeme srovnat s vysledkem odvozenym v oddilu 3.2.6.

0=da= / [(922 g1 — g12 gz) -0g1 + (911 g2 — 12 gl) : 5g2] dod, dbs.

X u(t,) d(to)=X+u(t,)

LO(t+e)=X+u(t +e)

Obrazek 3.5: Prace

Obdobné odvodime i rovnici virtualni prace pro membranu. Zavedme posuv u

bodu P jako
u (01, 0:) =x(01,62) — X (61,06,), resp.

u(X, t) = (X, t) - X. (3.18)

Préce, kterou vykona bod odpovidajici pevnym rovinnym soufadnicim (0, 63) z po-
cateéni polohy ¢ (+, tg) = @ (X (64, 05), to) do polohy @(-, to + €), Obr. 3.5' je

rovna soucinu velikosti sily potfebné k premisténi bodu ve sméru drahy a délky

117 popisu polohy bodu jsou v obrazku vypustény rovinné soufadnice, které jsou pevné.
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dréhy. Pokud se bod pohybuje po kfivocaré trajektorii ¢ (-, ¢) v disledku sily R(-, ?)
= R(X, t) zavislé na Case, vykona praci

to+¢€ a
wie) =[R2 1
to ot
V nésledujicich dvou krocich je varia¢nimi postupy odvozena prvni variace prace:
d o
—w(-. ) =R(-. t 2t
dew( , €) («, to+¢) ot (+,1) t:to-i-e’
d o}
ow(+) = —w(- =R(-, tg) - — (-, 3.19
W)= G 9)|  =Rew)Gen| (3.19)

Pokud je pevné zvoleny bod v Case ty v rovnovazném stavu, pak pro jeho vychyleni
z této polohy libovolnym smérem je nutno vykonat kladnou praci. Pro prvni variaci
prace tedy plati:

dw(+) = 0.

Jsou-li vSechny body télesa v ¢ase ty v rovnovéaze, oznac¢ime tuto konfiguraci x =
¢ (X, tg) a vypocteme celkovou variaci prace dw télesa integrovanim pies objem
pocate¢ni konfigurace (veli¢iny vystupujici ve vyjadieni virtualni prace jsou vztazené
k pocate¢ni konfiguraci):

O

S = /V R(X, 1) S2(X, 0| av. (3.20)

t=to

Protoze pocatecni konfigurace X je nezavisla na ¢ase ¢, pomoci rovnice (3.18) pre-
piseme rovnici (3.20) do tvaru

Sw = / R(X. t) 22X, )| av. (3.21)
. ot

t=to

. du(X,t " C . .
kde c¢len % predstavuje virtualni posuv'?, ktery oznacime Ju.
t=to

Lagrangetiv variacni princip tika, Zze mezi vSemi funkcemi posuvu zachovavaji-
cich spojitost télesa a splhujicich geometrické okrajové podminky se realizuji prave
ty posuvy, které udileji potencialni energii stacionédrni hodnotu. Zakladni rovnici je
rovnice virtudlni préce vyjadiena vzhledem k pocatecni konfiguraci pomoci gradi-
entu deformace. Z pohledu mechaniky je gradient deformace F klicovou veli¢inou
a zacneme tedy s jeho zavedenim.

128etkame se i s terminem virtualni rychlost, protoze derivace drahy u podle ¢asu ¢t udavé vektor
rychlosti.
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Nyni odvodime rovnici virtualni prace pro aktuélni konfiguraci x, vyjadiime
ji pomoci gradientu deformace F vzhledem k pocateéni konfiguraci a porovnéame
s (3.21). Pokud je téleso, které zaujima v aktualni konfiguraci objem v, v rovnovaze,
pak jsou plosné t (sila na jednotku plochy) a objemové f (sila na jednotku objemu)

sily vyrovnané a plati:
/ tda+/fdv:O.
ov v

Vyjadiime-li plogné sily t = on pomoci Cauchyho tenzoru napéti'® o a jednotkové
vnéjsi normaly n, Greenovou vétou dostavame'? rovnovéahu sil vyjadienou rovnici:

/(diva+f)dv =0,

v

lokdlné v kazdém bodé télesa pak
dive +f =0. (3.22)

Rovnice (3.22) rovnovahy predstavuje klasickou formulaci ulohy. Pokud v konkrét-
nim bodé neni dosazena rovnovaha sil, pak leva strana rovnice (3.22) dava nenulovou
vyslednici sil, kterou ozna¢ime vektorem r. Vyjadieni virtualni préce vzhledem k ak-
tuédlni konfiguraci

S = / r(x) - Su(x) dv (3.23)

je obdobné rovnici (3.21). Vyuzijeme-li rovnosti pro divergenci souc¢inu tenzoru a vek-
toru
div (6" éu) = dive - du+ o : Vidu, (3.24)

kde posledni ¢len oznacuje gradient vzhledem k aktuélni konfiguraci

0 le] 0
a a—xl(Sul a—xz(5u1 %(htl
d d i)
Viou = 8—X(5u = a—ml(suz a_m(SUQ @&LQ
B Sur Ldu- 2-6u
8x1 3 8:):2 3 8%3 3

Nyni vyjadiime virtualni praci jako rozdil vnéjsi dwgx a vnitini dw;y virtualni prace

5w:(5wEX—5w1N:/f-5udv—l—/ t-5uda—/a:vx(5udv.
v ov v

13Cauchyho tenzor napéti je vlastné matice, jejiz fadky jsou vektory napéti ve smérech jednot-
kovych vektora soustavy souradné. Znédme-li hlavni normalu plosky, na kterou pusobi plosné sily,
muzeme pomoci Cauchyho tenzoru napéti urcit plosnou silu - vektor napéti - piisobici na tuto

plosku.
1413 i — (9011 4 Oo1p | Oois Oo21 o2z | Oozs 9oz | OJosz | Ooss | ; iad-
Divergence dive = (Z7 + G0 + G712, G+ 572 + G528, G-+ 52 + 83@3) je vyjad
fena vzhledem k aktualni konfiguraci x.
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7 rovnovahy momentu 1ze odvodit symetrii Cauchyho tenzoru napéti a transpono-
vany tenzor v (3.24) miZzeme tedy nahradit tenzorem netransponovanym. Upravou
gradientu virtualniho posuvu

d(ou) 0 d(0x)  0(ox) 0X 5 (Ox

ox xR =5 =% o ~O0lax

ziskdme vnitini virtualni praci vykonanou napétim télesa vzhledem k referencni
konfiguraci

> F!=¢/FF !

owry = / Lo 2 <5F F_l) detF dV =
1%

detF tx o (JFF)" | av =

detF tr (o F~" 6F") dV =

detF (o F~7) : 0F dV = (3.25)

detF (FF'oF ") : 0F dV =

I
—

(F detFF ' F~ ") : 0F dV

(FS): 6F dV,

kde S je druhyj Pioliv-Kirchhoffuv tenzor napéti. Mechanickymi Gpravami se rozepisi
oba tenzory napéti
o = aijgi X g, resp.
S=detFF'oF 7 =detF (Gi ® gi) (crijgi ® gj) (gj ® G’j) =
=detFo’ (G;®g') (g8:9g)) (8 ®Gj) =detFo’ G; @ G; =
=97G; ® G,
v soufadnicich vzhledem ke kiivocarym a obecné neortonormalnim béazim g;, resp.
G;. Ze zapisu je patrné, ze se soufadnice tenzoru vzhledem k danym bazim lisi pouze

v nasobku determinantem gradientu deformace.
Déle rozepiseme integrand

ocF T .6F = [(a‘gk) ® Gk} : ((5gl ® Gl) =
= [o% (gk : gj) gi} -O0gr =
=o0g- 08;
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a tim rovnice virtualni prace ziska tvar

0=d0w=H /O’ijgi . 5g] AV4 det(gkl) d01 d@g, (326)

kde H je tloustka membrany, kterd se béhem vypoctu neméni.

Problém 4 Pro dané konstantni vysledné pole napéti o a pevné danou pocdtecni
konfiguraci X € C'(w, R?) hledejme posuvy u € Wi o(w, R?) tak, aby platila rovnice
(3.26) a zdroven byla splnéna okrajovd podminka

I'={X(0)+u(f); 0 € ow},

kde T' C R? je zadand uzaviend Jordanova krivka (restrikce zobrazeni X +u na dw
je homeomorfni zobrazeni s T").

Protoze jsou slozky o% tenzoru napéti v rovnici (3.26) vyjadieny vzhledem ke
kiivocaré kovariantni bazi, nejsou tyto slozky obecné konstantni (srovnejme s vy-
jadrenim (3.17) jednotkového tenzoru v kovariantni bazi), i kdyZz je pro tuto ulohu
zadané konstantni pole napéti. Vektor napéti T pusobici na plosku s jednotkovou
normélou v muzeme rozlozit do roviny plosky (smykové napéti) a do sméru normaly,
Obr. 3.6. V tomto piipadé vektor T plisobi pouze v te¢ném podprostoru, tedy

¥ =0=0% i=1,2, 3.
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Obrazek 3.6: Obecny vektor napéti v kiivocarych soutradnicich
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Kapitola 4

Isogeometricka analyza

Isogeometricka analyza (IA) zaloZzend na neuniformnich racionélnich B-spline
(NURBS) reprezentacich objektii se objevuje v pracich [1], [5] jako jisté zobecnéni
metody kone¢nych prvkia (MKP) pii FeSeni varia¢ni tlohy prislusné obycejné, resp.
parcialni, diferenciélni rovnice. Geometrie objektu je reprezentovana stejnymi bazo-
vymi funkcemi, které generuji konecny podprostor prostoru feseni tlohy. NURBS
nebo anuloid reprezentuji navic presné. Jak uvidime v oddilu 4.2 zjemnovani (at jiz
zvySovanim poc¢tu prvki nebo stupné bazovych funkei) neméni ptvodni geometrii
vygenerovanou na ,,hrubsich“ prvcich nebo nizsich stupnich. I kdyz v MKP existuji
automatické generatory siti, které ale potfebuji fadu ru¢nich zasaht, a proces vytva-
feni sité je ¢asové narocny (odhaduje se, ze az 80% ¢asu celkové analyzy problému),
zjemnéni sit€é nebo designova zména objektu znamené znacnou casovou ztratu.

[A vznikla pro potfeby analyzy konstrukei navrzenych prostiednictvim CAD
systémii, které vyuzivaji prevazné NURBS reprezentaci objektt. Pokud provedeme
triangulaci této vstupni geometrie, do vypoctu jiz vstupujeme s ur¢itou chybou. Pro
minimalizaci této vstupni odchylky je tfeba zvysit pocet prvku triangulace, i kdyz
NURBS reprezentaci staci tfeba maly pocet fidicich bodi. Podobné jako v MKP,
NURBS bazové funkce maji lokdlni podporu a jejich nosi¢ je kompaktni mnozina. TA
je metoda pomérné mladé a jeji matematické vlastnosti vyzaduji jesté radu dikazu.
Nejinak tomu bylo i u MKP, jejiz rozvoj nastal v 50. letech, kdy John Argyris na
univerzité ve Stuttgartu pouzil MKP pro navrh letadla a jeho strukturalni analyzu.
V 60. letech potom Ray Clough v Berkeley pouzil MKP ve stavebnictvi. Pfesné
matematické formulace véetné jejiho ovéreni se vsak MKP dockala az v roce 1973
v publikaci [22].
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4.1 NURBS krivky a plochy

Indexovy prostor

(@
wi &2 Parametricky prostor
“g = ¢ 0, A Fyzicky prostor
U“C ~. 62 RQ
g 3
u.g UN) §52 1 R
Lo
e G 2/3
80
Mo & 113
e
o 0 112 1 g
§12

§11 §21 §31 §41 §51 §61 §71

E1= {gﬁ'&21l§31!§41!§51’§61’§71}
=1{0,0,0,1/2,1,1,1}

Obréazek 4.1: Schematicka souvislost mezi prostory

V tomto oddile zavedeme B-spline a NURBS'. Nejprve se zaméiime na sestaveni
B-spline bazovych funkci jedné proménné a potom sestrojime i baze pro funkce dvou
proménnych. Z téchto bazi odvodime dale NURBS baze jedné i dvou proménnych.
Obdobnym zptsobem se dospéje i k B-spline bazovym funkcim vice proménnych.

Definice 4.1 C’leny neklesajici posloupnosti n +p+1 cisel § < & < -+ < &niph

jsou soufadnicemi uzlového vektoru B = (&1, &, - .., Enipr1), kde & € R je i-ty
uzel, i = 1,2, ..., n+ p+ 1. i-tou uzlovou rozteci rozumime polootevreny interval
<§i7 §i+1)-

B-spline bazové funkce proméenné 0 stupné mazimdlné p definujeme na intervalu
(€1, Enypy1) Tekurentne:

NO(G) = { 1 pokud & < 0 < &1,

0 we vSech ostatnich pripadech

. 0—¢ . =0
Nig) = 278 N+ 5+LN5+11(@), (4.1)
Civj — & Sivjr1 — i
kde 5 =1, ..., p. ProtoZe souradnice uzlového vektoru tvori neklesajici posloupnost,

mohou se v rekurentnich vzorcich (4.1) wvyskytnout podily typu %, ty pak poloZime
definitoricky rovny nule.

INURBS je zkratkou z anglického non-uniform B-spline.
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Pro ¥idici polygon P = {P;}"_, bodi P; € RY, kde d znaci dimenzi prostoru
a je standardné 2 nebo 3, a proménnou 0 € ({11, &n11) definujeme B-spline kiivku

v prostoru R?:
=> NF(O)P
i=1

Poznamka:
1. Ztejmé pro kazdé i, j, 0 je Nl-j(H) > 0.

2. Pokud se uzel & opakuje k-krat, 1 < k < p+ 1, B-spline bazové funkce maji
v tomto bodé spojitost fadu p — k. Pokud je p — k = —1, pak je v tomto uzlu
nespojitost bazovych funkei.

3. B-spline bazova funkce N} je nezdporna na (&1, &,4p+1) a nenulova nejvyse na
p + 1 uzlovych roztecich (&;, &4p+1), protoze je linearni kombinaci bazovych
funkci stupné p— 1. Tato vlastnost byvéa oznacovana jako lokdlni podpora. Zmé-
nou ridictho bodu P; se zméni tvar ¢asti kiivky odpovidajici pouze intervalu
(&5 &ivpt1), zatimeo mimo tento interval zistane tvar kiivky zachovan.

Priklad 1: Pomoci (4.1) sestavime B-spline bazové funkce stupna 0, 1, 2 a 3 pro
uzlovy vektor E = (=3, =2, —1, 0, 1, 2, 3, 4). Parametrické vyjadfeni je uvedeno
v Tab. 4.1 a grafické na Obr. 4.2. N

Nésledujici znac¢eni az na indexy kopiruje definici 4.1 a je ilustrovano Obr. 4.1.

Definice 4.2 Je ddna fidici sit P = {P, ;, }.2"2 _, bodii Py, ;, € R, kde d znact

11=1,i2=
dimenzi prostoru a je standardné 3, stupné polynomu P1, P2, @ uzlové vektory By =

(51,17 §a1y - e s §n1+p1+1 1) By = (51 2, §22, - §n2+p2+1 2) Po cdstech polynomadlni
funkce N{' (01), Ni2o(02) jsou B-spline bazove funkce promeénnyjch 6, € <€p1+1 1 §nt11)s

b € (Epoti 2, §n2+1,2> stupmii p1, pa, odpovidajici uzlovym vektorim 2, E,.
B-spline plocha v prostoru R je definovdna

ni n2

X(Qla 62 Z Z Nz]ill 12 2(92)})’511’52 .

i1=110=1
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-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Obrazek 4.2: B-spline bazové funkce nultého az 3. stupné (barva odpovida i-
té bazové funkci; segmenty jednotlivych bazovych funkci jsou zvyraznény pravi-

delné se stridajici riznou tloustkou; zasedlé ¢asti intervalu znaéi pasivni intervaly);
2=(-3,-2,-1,0,1,2, 3, 4)

Definice 4.3 Necht kazdému bodu Fidiciho polygonu P = {P;};_,, P; € R?, od-
povidd nezdporné redlné cislo w;. Toto ¢islo oznacujeme jako vadha. NURBS bdazové
funkce RY stupné p proménné 0 definujeme jako:

NP(0)w;
RY(0) = =g (4.2)
Zj:l Nf(ﬁ)wa'
kde NF(0), i =1, ..., n, jsou B-spline bizové funkce definované podle definice /J.1.
Pro fidict polygon P = {P;}._,, vdhy w;, i = 1, ..., n, uzlovy vektor E =

(&1, &2, - oy Engpr1) a proménnou 6 € (§,41,&p+1) definujeme NURBS krivku:

X(0) = zn: RP(9)P;.
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Priklad 2: Pomoci (4.2) sestavime NURBS bézové funkce stupnu 0, 1, 2 a 3 pro
uzlovy vektor B = (-3, =2, —1, 0, 1, 2, 3, 4) a vSechny vahy konstantné rovny 1.
Parametrické vyjadreni je uvedeno v Tab. 4.2 a grafické na Obr. 4.3. <

f
-3

1
4

Obréazek 4.3: NURBS bazové funkce 1. az 3. stupné (barva odpovida i-té béa-
zové funkci; segmenty jednotlivych bazovych funkei jsou zvyraznény pravidelné se
stiidajici riznou tloustkou; zaSedlé Casti intervalu znadi pasivni intervaly); E =
(=3, -2, —1,0, 1, 2, 3, 4), vahy konstantné rovny 1

Nasledujici znaceni az na indexy kopiruje definici 4.3.

Definice 4.4 Je ddna Fidict sit P = {P;, 4, }:1"2 . bodii Py, i, € RY, jejich vdhy

i1=1,ia=1
Wy, 4y, STUPNE polynomi py, pa, a uzlové vektory By = (§11, §2.15 -+ s Enytpra11)s B =
(€12, €225 « oy Enptpat12). Zavedeme NURBS bdzové funkce dvou proménngch
NP2 (01) N2o(02) wiy
Ry (01, 02) = Ll 22 - (4.3)

Do Dy NP (00N o (02)wiy iy
kde N' (8,), N”*

i 129(02) jsou B-spline bdzové funkce proménngjch 61 € (§p, 11,15 §nit1,1);
0y € (§p2+172, Enot1.2), Stupmid py, pa, odpovidajict uzlovym vektorim By, Bs.
NURNS plocha je definovdna

ny ng
P1,P2
X(Ql, 192 E E Rll io 01, 62 Pil,ig-
11=119=1
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Obrazek 4.4: Homogenni soufadnice v R?

NURBS kiivka, resp. plocha, v R? je projektivnim zobrazenim B-spline kiivky,
resp. plochy, v R%!. Napi. kuZelosecky mohou byt vytvorené projektivnim zobra-
zenim po ¢astech kvadratickych kiivek. Kazdému bodu P = (z, y, 2) trojrozmér-
ného Eukleidovského prostoru R? prifadme smér? PV = (wz, wy, wz, w), w # 0,
¢tyfrozmérného prostoru (perspektivni zobrazeni mezi nadrovinami v R*). Opa¢né
kazdému sméru P* = (X, Y, Z, W) je pfifazen pravé jeden bod (%, %, %), po-
kud W # 0. Druha moznost, kdy W = 0, vede k zavedeni nevlastnich prvku, které
ptidanim k Eukleidovskému prostoru R? vytvoii jeho projektivni rozsifeni. Situace
v R? je zobrazena na Obr. 4.4. Nyni pro body {P;};_, Fdictho polygonu a véhy

{w;}_, sestavime homogenni soufadnice P¥ = (w;z;, w;y;, w;z;, w;). Pro uzlovy
vektor 2 = (&, &, ..., &uipra) a Fidici polygon {P¥}) ;| definujme B-spline kiivku
X"(0) =Y NP(O)PY (4.4)

i=1

stupné p proménné 0 podle definice 4.1. Z homogennich sourfadnicovych funkeci

X(0) =Y N Oywiwi,  Y(0) = NI(O)wiy,

Z(Q) = Z Nf(g)wz‘zi, W(0) = Z Nf(@)wi,

vyjadiime pomoci perspektivniho zobrazeni Eukleidovské soufadnicové funkce

x(0) = X(0) = > i NY (O)wiz;
W(O) > Nj (0w,

2Pro dané z, ¥, z piedstavuji dvé riizné nenulové hodnoty w, w jeden smér.
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CZ(0) Y N
A= W) Y NP

J=1°"J

a srovnanim s (4.2) vyjadiime NURBS kfivku

X(0) = (x(0), y(6), 2(0)) N (0)w

(Q)wj 7
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4.2 Zjemnovani NURBS bazovych funkci

Podobné jako u zjemnovani v metodé konecnych prvki se v tomto oddile zamé-
fime na zptisoby zjemnovani B-spline bazovych funkci a na nasledné vyuziti téchto
zjemnénych B-spline bazovych funkei pro zjemnovani NURBS bézovych funkei. V li-
teratufe jsou podklady k této pasazi ,roztrousené® v ruznych c¢lancich a publikacich.
Nemalym cilem této kapitoly je tedy poskytnout jejich uceleny a provazany souhrn
doplnény o vlastni dikazy, pokud diikaz v ptivodni literatuie chybél nebo pokud byl
proveden pouze naznak dikazu. Véty a dilkazy jsou prizpusobeny znaceni a indextim
zavedenym v této praci. Klicové dikazy jsou uvedeny v plné siti hlavné proto, ze
algoritmy v nich uvedené se pouzivaji pti praktickych vypoctech.

4.2.1 Vkladani uzla

Déleni (nebo pileni) intervali (praméru h) ve standardnich definicich konec-
nych prvka (napi. ,stfechy“) odpovida vkladani novych uzla do uzlového vektoru.
Proto se pro tento typ zjemnéni pouziva termin h-zjemnéni. Nejprve ukazeme vlo-
zeni jednoho uzlu pro B-spline kiivku (analogicky se vloZi vice uzli) a poté postup
zobecnime na NURBS kfivku. Konkrétni poc¢itacové algoritmy pro vkladani uzla se
stale vylepsuji, aby byl vypocet jemnéjsich krivek, ploch nebo téles rychlejsi.

Méjme B-spline kiivku X(0) = Y7 | NP(6)P; stupné p proménné 6, definovanou
pro uzlovy vektor 2 = (&, &, ..., uipr1) a Tidici polygon P = {P;}" | podle
definice 4.1.

Do uzlové roztece (&, Eprr)s & < Eni1, viozme uzel € € (&, &11) a vytvoime
tak uzlovy vektor

E=0G=8 0 8 =8 & =& Sor2 = Ehrts - Sntitprt = Sngprl)-

Oznacme Vg,
rozteCi B, resp. 2. Protoze 2 C B je zfejmé Vg CC Vz a dim(Vg) + 1 = dim(Vz).
Pridanim uzlu se nezméni geometricky tvar kiivky X(6) ani jeji parametrizace. Po-

rovnanim parametrickych vyjadrent

resp. Vg, vektorové prostory B-spline kiivek definovanych na uzlové

n+1

SNOP =3 NP0)Q.
=1 =1

a dosazenim n + 1 vhodnych 6 do obou stran rovnosti, vzhledem k bazovym funkcim
stejného stupné p ziskdme regularni (v tomto piipadé i pasovou) soustavu n + 1
rovnic pro n + 1 neznamych Q;.
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Véta 4.1 Pro bazové B-spline funkce N(0),i=1, ..., n, NJP(Q), j=1,...,n+1,
stupné p, proménné 0 a definované na nosicich Z, = plati ndsledugici vztah:

4 A

N7 (0) 1<i<k-p—1
NP = S8 frey 4 2T E X ) h_p<i<hk
§i+p+1 - gl £i+P+2 - §i+l
| N, (0) k+1<i<n

Diikaz: Protoze se v literatufe ditkaz ziejmé kvili jeho grafické naro¢nosti prakticky
nevyskytuje, je zde pfedstaven alespon vlastni ndznak mozného ditkazu. Uvahu pro-
vedeme indukci pres stupen p B-spline bazovych funkci. Pro p = 0 a zjednodusené
Zapsa‘ny uZlOVS’ vektor B = (517 SRR §k7 57 §k+17 SRR §n+p+1> je NIO(Q) = Nzo(e)u pro

i€ {1, ..., k}, protoZe jsou uzly & shodné s uzly & Podobns N2(6) = Nﬂrl(ﬁ), pro
ie{k+1,....,n+p+1}
Pro i = k jsou nenulové pouze:

I na& <0< &,
MO =1 nag<o<E
1 na & <6 <&,

~

coz odpovida (4.5) pro p = 0, kdyZz si uvédomime rovnost i1 = €.
Vyjadreme N?(0) pro p > 0 a predpokladejme, Ze (4.5) plati pro p — 1. Rozepsa-

nim 9 9
= SN+ S ) (4.6

NP(O) = ]
(0 Sivp — & ' Sitpt1 — &in

snizime stupen a upravime v zavislosti na 7.
Pro 1<i<k—p—1 je (4.6):

0—¢&

NP (g) 4 2t =Y g1 je(g),
fi—i—p - &

7 i+1
£i+p+1 - gi—‘—l

Pro i =k — p nastavaji rovnosti uzli & = &, &1 = &1, itp = éiera Sitpt1 =
€i+p+27 a (46) je:
0 —&p Npil(e)—i- Ekro — 0 A§ — ﬁkrp+1 Nl ) + Skr2 — & Ap-l

2 o k—p k—p+1 k—p+2
fk - gk—p

€k+2 - £k—p+1 £k+1 - gk—p—l—l €k+2 - ék—p+2
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Postupnymi tpravami s vyuZitim rovnosti - Ebhopts 55_5’}‘3’
k+1—"Sk—p

- = 1 dostavame:
Ektr1—Ek—pr1

S8y |06y NEZ(0) + ﬁjv,fjgﬂ(e)
§t1 — Ek—p |k — Ek—p

é]{:+2 - 5 AQ - ékrp+1 Np—l (0) + ék‘+2 -0 Np—l (9)] _

+

€1 — Sh—pt

+= ~

k—p+1 z 2 k—p+2
Ekt2 — Ek—pt1 | Ekt1 — Ek—pt1 P Ehvr — Ehpra
E—Ep o Epp2— € o
:%Né}_p(e) + f]\[}f_p_i_l(@).
Ekr1 — Ep—p Skr2 — Sh—pi1

. Pro @ =k nastavaji rovnosti uzli & = &, &1 = v, Sivp = Sivpr1s Sivpr1 =
Eivpras a (16) je:

3 -0 .
+/€W+—2AN,§+21(9).

9 - é-k Ag - £kA Nk{)—l(e) + A£k+p+1 _Af Np—l(e)

k+1

~

€k+p+1 - fk §k+p - £k fk+p+1 - §k+1 §k+p+2 - fk+2

Postupnymi tpravami s vyuzitim rovnosti Shprif , et 1 Josta-
Ehtp+1—Ek+1 Ehtpt2—Ek+1

vame:

5 - Sk Ae - gkA N5_1<0) + A§k+p+1 - 0 Np—l(e)

~

Srrpr1 — Sk | Skrp — Sk Ehtpt1 — Er1

+—= -
Sktpr2 = k1 | Ehtrpr1 — Skt

k+1 o 2 k+2
Ehtpr2 — Sht2

ék+p+2 - 5 _ 9 - ék+A1 Np—l(e) + ék+P+2 - 9 Np—l(e)] _

—— é-_gk _ ]\7—5(9) + A£k+p+2 _,\5 N£+1(9)
§k+p+1 - ék £k+p+2 - £k+1

Pro k+1<i<n je (4.6):
Mm—l(m + MN?*(@) — NP, (9).
i+1 i+2 i+1
Sivpr1 — Giv1 Sivpra — Siv2

Pokud je p > 2, pro k—p+ 1 <i <k — 1 nastava varianta (4.6):

0 — 52 Ag - giA sz_1<9) + A§i+p+1 _Af Nlp—i_—ll(e)
§i+p - gz _€i+p — &

~

+

Sivpr1 — &iv1

~

Sivpr2 — ito

i —0 —&; N A,' —¢ . _
N Sivprl i § §+} NPL) + itpt2 Af NaOIB
Citpt1 = Gt | Eippr1 — G
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Postupnymi tpravami s vyuzitim rovnosti uzli &§ = &, §i+1 = &it1, &ivp = Sitpt1s
§itp+1 = Sitpr2 dostavame:

& [ 0-& - e — 0
76 | 078 gy S =0 gy |
Sitpr1 —&i | Sitp — & Eitpt1 — &in
+ A§i+P+2 _Ag _ 0 — §Z+} Nip—fll (6) + A£i+P+2 _Ae sz—ijzl(e) _
Sitpr2 — Git1 | Sitpt1 — Sit1 Sivpra — Cire

— L&AN;’(@) + MNf+l(9).
- & Sivptr2 — &it

Tim jsme vycerpali vSechna piipustna ¢ a dikaz je hotov.

§i+p+1

V dusledku této véty muzeme zformulovat nasledujici:

Véta 4.2 (Boehmiiv algoritmus) Parametrické vyjadrent B-spline kirivky X(0) vzhle-
dem k uzlovému vektoru = je

n+1

X(6) = N(O)P:,

kde
P, = { (1-a)Pii+aP;  k—p+1<i<k (4.7)
Py k+1<i<n+1
- £—& E-& (48)

§i+p —& fi+p+1 —&
Diikaz: Dukaz muzeme najit napt. v [12], str. 209. Vzhledem k tomu, Ze béazové

funkce i parametrické vyjadreni B-spline kfivky, které se vyskytuji v dikazu, jsou
zévislé na stejné proménné ¢, nebudeme ji psat. Déale v dukazu vyuzivame fakt, ze
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X = ) NP, =
i=1

k—p—1

k A ~ ~ A
_ E:Nﬁn+§:(————4W+Jﬁﬂiilm;>m+
i=k—p

i=1 §Z+p+1 gz §i+p+2 - fi—i—l
+ > NP =
i=k+1
k—p—1 k o o
— Z pri+ﬂ]\fp Py + Z Af—éNPP+
i=1 €k+1 — Sk—p i=k—p+1 £i+p+1 - 51
§z+p+2 Np P £k+p+2 P
Z i+1 i+— k+1 Kkt Z z+1
i=k—p €1+p+2 §2+1 £k+p+2 - §k+1 i=k—+1
k—p—1 k ~ ~
= Z NpP + — gkAp le_pPkfp—i_ Z &P’L -+
k+1 — gk —p i=k—p+1 £i+p+1 - fz
ﬁﬂiﬁqm—@ifmﬁ+2%f—
itpr1 — & Skpr2 — Skr1 =kl
k—p
= > NP+ Z [a; P; —|—(1—al)Pz1N”+Z ».P
i=1 i=k—p+1 i=k

Priklad 3: Do uzlového vektoru 2 = (0, 0, 0, 1, 1, 1) vlozme uzel £ = % Pro pivodni
vrcholy Fidictho polygonu

P, =(0,0), Py;= (57 1), P3=(1,0)

dopoc¢teme podle (4.7) nové vrcholy tidiciho polygonu

R . 11 - 3 1 -
Pl = (07 0)7 P2 - (Zv 5)7 P3 - (Z? 5)7 P4 - (17 0)

Pivodni parametrické vyjadieni

X(0) = (0, —20° + 20)
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Obrazek 4.5: Vlozeni uzlu

ani geometrie, Obr. 4.5, takto zadané kiivky se neméni. <

Pro vlozeni vétstho poc¢tu uzli, feknéme m, mizeme definovat funkce vychaze-
jici z predchozich dvou vét vytvorenim rekurentni funkce (odpovidad hodnotam o
z predchozi véty pro jednotliva vlozeni). Pridavame-li vicendsobné uzly a chceme-li
zachovat geometrii a parametrické vyjadieni ptivodni kiivky, hlidame jejich nasob-
nost, aby se nesnizil fad spojitosti.

Pri vkladani uzlu é do uzlového vektoru & NURBS kiivky X postupujeme tak, ze
NURBS kfivku zobrazime perspektivnim zobrazenim na B-spline kiivku X* v pro-
storu o jednu dimenzi vétsim, provedeme vloZeni uzlu podle véty 4.2 a zobrazime
inverznim perspektivnim zobrazenim.

Priklad 4: Pro praktickou ukazku vkladani uzlu do uzlového vektoru NURBS kfivky
v R? (pFesndji kruznice) stupné p = 2 zvolme uzlovy vektor

1113
== e |
(07 07 07 47 27 27 47 Y 9 >7
(

ridici pOlngIl P1 = (1, 0), P2 = (1, 1), P3 = —1, 1), P4 = (—1, O), P5 = (—1, —1>,

Ps = (1, —1), P; = (1, 0) a vahy w = (1, %, %, 1, %, %, 1). Tyto podminky urcuji

kruznici se stfedem (0, 0), polomérem 1 a parametrickym vyjadienim

B 40 —1 420 — 1)0 1
X(0) = (_892—49+1’ _802—40+1)’ b {0’ 5)’

X<9)2< 46 — 3 4(292_39+1))7 96{171)

(4.9)

8602 — 120 +5" 802 —120+5 2
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Vynasobenim souradnic bodi fidictho polygonu jejich vahou ziskdme jejich ho-
mogenni soufadnice a odpovidajici B-spline kiivku v R3.

P,=(1,0) w=1 P¥=(1,0,1)
P2:(17 1) wQ—% Pg):<%7 %7 %)
P3:(_17 1) U)3—% Pq?f):<_%> %7 %)
P,=(-1,0) ws=1 PY=(-1,0,1)
P5:(—1, —1) U}5—% Pg]:<—%, —%, %)
P6:(17 _1) wﬁ_% Pg}:<%a _%7 %)
P;=(1,0) wy=1 P¥=(1,0,1)
Do uzlového Vektoru = Vloiime hodnoty f = %, é = % a ziskame uzlovy vektor
(0 0,0, 1 T Z’ %, %, D Z’ 1, 1, 1) pro ktery dopoc¢teme nové vrcholy fidictho
polygonu podle (4.7) a prejdeme od homogennich soutadnic zpét
PY =PV —=(1,0,1) P, =(1,0) Wy =1
Py =Py =140 Py=(1, 1) Wy =1
PY=(1—-a3)Py +asPy=(0, 3, 3) P;=(0, 1) Wy =13
Pi-(l-a)Py+aPi=(-55 D Pi=(LD i}
PY =PV —=(—1,0, 1) P;=(-1,0) as5=1
P =Ps5 =(-3 —3 3) Ps=(-1, —1) ws=3
Py =(1-as)Py +agPy = (0, -3, 3) P;=(0,-1) dy=3
15;3”:(1—0(7)13%)4—047137 :(%a _%7 %) P :<1a ) wSZ%
Py =PV =(1,0, 1) Py=(1, 0) wWe=1,

kde a3 = % = a5 a a4 = 0 = ay. Vysledné fidici polygony muzeme porovnat na
Obr. 4.6, Obr. 4.7 a Obr. 4.8. Parametrizace je shodna s (4.9).

KdyZz se zamétrime na soufadnice uzlového vektoru, nevlozili jsme zadné nové
hodnoty, jen jsme zvysili nasobnost dvou uzli. Presto se ale zvétsil pocet bodi
fidictho polygonu a tim i moznosti ovlivnit tvar kiivky.

Pro zajimavost jesté nabidneme dalsi NURBS kiivku X (0), ktera ma s predchozi

. N9
shodny uzlovy vektor E i fidici polygon {P} , ale odligné vahy
i=1
2 2 2 2
W (1\/_1\/_1\/_1\/_1>,

W = PN RPN N B
2 2 2 2
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a tim padem jinou rovnici:

X(0) = V240 - 10+ 1+V2) 4240 —2-V2 b _o 1)

B 3202 —80+2++v2 3292—89+2+\/_ T 4)

X(0) = V2(40 — 1)(40 =3 - Vv2)  2v2(40 +V2)(20 — 1) b 1 1)
o\ 3202240 4+6+v2 T 3202240+ 6+ /2 472)°

() = V2(40 — 1+ v2)(40 — 3) 2240 — 4 — V2)(20 — 1) 96'1 §)
o\ 3202 —400+ 1442 T 3202 — 4004 14+ /2 274)°
X(0) = _\/5(49—3)(49—5—\/') 44/2(40 — 2+ /2)(0 — 1) be |3 1)
3202 — 560 + 26 + V2 | 3202 — 560 + 26 + /2 4 )
Nejedna se tedy o zjemnéni, jak jsme ho zavedli vyse. <

Poznamka: V nésledujicim pododdile odvodime tvrzeni pro ukotvené B-spline, resp.
NURNS, kiivky a plochy. Pro uzlovy vektor ukotvené kiivky plati, Ze se prvnich p+1
uzli shoduje a poslednich p + 1 uzli shoduje. Tedy

:..:(CL, e, Q, gl, cey gl, ...755, e gs, b, cey b),
—_——— —— ——— ) ——
p+1 mi ms p+1
kde {a, &, ..., &, b} tvofi rostouci posloupnost, uzly &, i = 1, ..., s, nazyvame
vnitini. Pfirozené ¢islam;, ¢ = 1, ..., s, uréuji nasobnost vnitinich uzlt a p je stupen

béazovych B-spline funkci. Disledkem toho vzniké na zacatku a na konci p uzlovych
roztec¢i nulové délky a ukotvend kiivka interpoluje krajni body Py, P,,. Libovolnou
B-spline, resp. NURBS kfivku, lze pfevést opakovanym vkladanim krajnich bodu
podle véty 4.2 na ukotvenou. Obdobné je tomu i u ploch.

<

Pozndmka: Pro zjemnéni uzlovych vektoru plochy postupujeme analogicky jako
u zjemnéni uzlového vektoru kfivky. Vlozeni uzlu & do uzlového vektoru B, =

(&11, -5 Cnaprt11) @ & do uzlového vektoru By = (&19, - .- nyapy+1,2) Zhamend
“ P w2 . R TV . ni,ng

dopocteni jednoho fadku a jednoho sloupce v Fidici siti P = {P;, 4, }i1:17i2:2. Postup

je naznacen v nésledujicim prikladu. <

[I]

Priklad 5: Pro uzlové Vektory g2, =1(0,0,0,1,1,1), 2, = (0,0, 0, 1, )abody
Pll - (07 07 O)? P12 - (07 29 O) P13 - (0 ]- 0) P21 - ( 0 0) (%7 29 )
Pos = (3, 1,0), Py =(1,0,0), P = (1, 3,0), P33 = (1, 1, 0) r1d101 sité ziskame
B-spline plochu stupné 2 znédzornénou na Obr. 4.9 s rovnici

X (61, 02) = (04, 02, 40,05 (61 — 1) (62— 1)). (4.10)
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Py P Ps Py

Obrazek 4.6: Zjemnéni uzlového vektoru NURBS reprezentace kruznice

Vlozenim uzlu € = % do uzlového vektoru =; ziskdme zjemnény uzlovy vektor 2, =
(0, 0, 0, %, 1, 1, 1) a pro kazdé i, = 1, ..., 3 spocteme nové Fidici body podle véty
4.2:

P, =Py =(0,0,0),

P, = (1 = a9)Pi + ag Py = (411
Psi = (1 — az )Py + a3 Py = (3,
Py =Py = (1,0, 0),

I:)12 =P = (0, 3, 0),

Py = (1 — a21)P1a + anPop = (4117 %, %)7
Py = (1 — az1)Pay + a3 Ps = 3,1, 3),
Py =Py =(1,4,0),
P13 =P3=(0, 1, 0),
Py = (1 = ag)Pi3 + agPo3 = (4117 1, 0)7
Py = (1 — az)Pas + a3 Ps3 = (3,1,0),

Py =Ps3 = (1, 1, 0),

kde a9 = % = as31.

Vlozenim uzlu & = % do uzlového vektoru E, ziskame zjemnény uzlovy vektor
5, = (0,0, 0, %, 1,1, 1) a pro kazdé i; = 1, ..., 4 spocteme nové ¥idici body podle
véty 4.2:
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Obréazek 4.7: Kruznice X(0) v R? vytvorena projektivnim zobrazenim po &astech
kvadratické B-spline kiivky X" ()

:E)ll - Pll - (07 07 0)7

P,=(1- Oélz)f)n + apPry = (O, %, 0)7
Pis=(1- 0613)1512 +aPy = (0, %; 0),
Py, =Py3= (0, 1, 0),
Py =Py = (4,0,0),
Py = (1—- alz)f)m + a19Pyy = (i, i, %),
Py = (1-— a13)f’22 +a3Pys = (4117 %; i);
Py =Py =(},1,0),

Py =Py = (3,0,0),

Py = (1 — a19)Ps1 + a1nPas
Pys = (1 — aj3)Pas + a3Pas
Py =Py = (3,1,0),

Py =Py =(1,0,0),

Py = (1 — a12)Pas + 1Py = (1, 1
Py = (1 —a3)Py +apPys = (1, 3.0),
Py =Py =(1,1,0),

I
—~

I
—~
EN[SSEN[IL)

0o s =
e
SN—"

1_

kde 19 = 3

a13.
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Obréazek 4.8: Kruznice X(0) v R? vytvorena projektivnim zobrazenim po &astech
kvadratické B-spline kiivky X" ()

Vysledna plocha je zobrazena na Obr. 4.10. Je sloZena ze 4 ploch (odliseno ba-
revné) nad intervaly [0, 3] x [0, 3], [0, 3] % [3, 1], [5, 1] x [0, 3], [3, 1] x [3. 1],
které odpovidaji piuvodni rovnici (4.10). q

60



Obrazek 4.9: B-spline plocha véetné ridici sité pred zjemnénim

Obrazek 4.10: B-spline plocha véetné fidici sité po zjemnéni
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4.2.2 ZvySovani stupné

Zvysovani stupné B-spline bazovych funkci odpovida zvySovani fadu koneénych
prvki. Zvysenim stupné docilime vlozeni potifebného poc¢tu uzli a tim zvyseni po-
¢tu bodu ridictho polygonu. Zvysi se tedy pocet velic¢in, kterymi je mozno ovliv-
nit tvar kfivky. B-spline kfivka je po castech polynomiélni a kazdou polynomi-
alnf kiivku X(0) = Y7 a;0" stupné p miazeme vyjadrit jako polynomialni kiivku
X(0) = Zfi& ;0" stupné p + 1, polozime-li a,;1 = 0. V tomto oddilu pracujeme
s ukotvenymi B-spline kfivkami. Mé&jme tedy uzlovy vektor

:‘:(CL?""CL?’Ylﬂ"'7717"'7757"",}/5’b7"'7b)7
—_——— ——— —_——— ——
p+1 mi ms p+1
kde {a, 71, ..., 7s, b} tvori rostouci posloupnost a prirozena ¢isla m;, i =1, ..., s,

urc¢uji nésobnost daného uzlu. Predpoklddame dale spojité B-spline kiivky, tedy
nésobnost kazdého uzlu je nejvyse p, jinak bychom kazdou c¢ést Tesili samostatné.
Déle méjme Fidici polygon P = {P;};_,, kde n = p+1+>""_, m;, a B-spline kiivku
X(6) stupné p podle definice 4.1. Hledame uzlovy vektor Z tak, aby byl zachovan
fad spojitosti mezi jednotlivymi uzlovymi rozte¢emi (zvysime-li stupen o 1, kazdému
uzlu zvysime nasobnost o 1):

[

=@y ey Ay YLy ey YLy ooy Vsy ey Vsy Dy oy b), (4.11)
—_— —— —_—
p+2 mi+1 ms+1 p+2

a novy Tidici polygon P = {f’l}n ckde i =p+s+2+ 37, m;. Pokud pracujeme
s NURBS kfivkami, fidime se Fadem spojitosti odpovidajici B-spline kiivky X*(6)
v homogennich souradnicich definované jako v (4.4), ktery miuze byt nizsi (srovnejme
s piikladem 4 této kapitoly).

Algoritmu pro zvysSeni stupné B-spline kfivky pfi zachovani jeji parametrizace
i geometrického tvaru je vice. Autori se zaméruji zvlasté na rychlost provadéni této
operace. Zde uvedme preciznéji postup, ktery je ramcové bez dikazt publikovany
v [19]. Tento postup je matematicky pomérné prihledny a rychlost je velmi dobra.
Pro snazsi orientaci ho rozdélime do tif krokti. Nejprve vlozime vnitini uzly tolikréat,
aby jejich vyslednd nésobnost byla rovna stupni p B-spline bazovych funkci. To
provedeme nékolikanasobnym pouzitim véty 4.2. Kazdym vloZenim jednoho uzlu se
zvysi pocet bodt fidictho polygonu o 1 a vyslednou B-spline kiivku muzeme rozdélit
na jednotlivé segmenty Bézierovych kiivek. Ve druhé fazi zvysime stupen jednotli-
vych segmentt (pocet Fidicich bodu kazdého segmentu opét vzroste). V posledni
fazi se zbavime nadbyte¢nych uzla a tim i bodu fidictho polygonu, abychom dosahli
uzlového vektoru =.
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Protoze vkladani uzli tesil predchozi pododdil, pfistoupime az ke druhé fazi.
Novy uzlovy vektor oznac¢ime pruhem

[

:(aa"'aavvla"'vvla"'7787"'a,}/8ab7"'7b)7
—_— — —_— Y—
p+1 D p p+1

a podobné i nové body ridici polygonu P = {152}?:1 a bazové funkce N?P(0), kde
n = (s+ 1)p+ 1. Nejprve zadefinujeme Bézierovu kiivku a uvedeme dvé véty, které
ndm umozni rozdélit pivodni B-spline kiivku na segmenty - Bézierovy kiivky -
pro kazdou nenulovou uzlovou rozte¢ uzlového vektoru Z. Body {P1+kp}iz jsou
krajnimi body segmentii. Dalsi véta vytesi zvySeni stupné kazdé Bézierovy kiivky
o 1.

Definice 4.5 At je P ={P; I.’ill 7idict polygon. Pak Bézierova kiivka je

2

p+1

X() = Bl(0)Ps,

kde

P _ p)p—ipi P
prgy < ()A-0r70, i=0,...p,
0, jinak.

jsou Bernsteinovy polynomy proménné 6 € [0, 1] stupné p.
Véta 4.3 Necht je ddn Fidici polygon P = {P; fill a uzlovy vektor

Ep:(O,...,O, 17"'71>:(€17"'7§2p+2)'
p+1 p+1

Potom je B-spline kivka X(0) = S_7 P;NP(0) na intervalu 6 € [0, 1] pro 6 € [0, 1]
Bézierova krivka.

Diikaz: Néznak dikazu je uveden napf. v [11], str. 40. Staci ukézat, ze N7(0) =
B? (0) pro kazdé i = 1, ..., p+ 1. Pouzijeme rekurentni vztah (4.1) pro B-spline
bazové funkce a déle indukci podle stupné p. Pro p = 0 je pro uzlovy vektor E; =
(0, 1) jedina nenulova bazové funkce N a ta je rovna Bj). Vypoc¢teme bazové funkce
stupné p a predpokladéame, zZe pro p — 1 véta plati:

0—¢&; _ i —0 _
NP = —SNZP LS &LNZQHI —
Sivp — &i Sivpr1 — Siv1
ey e
gz—i-p fz Sz-&—p-ﬁ-l gz—i-l
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Posun o dvé mista v dolnim indexu je zptsoben indukénim predpokladem, ktery

plati pro uzlovy vektor

=, =0, ...,0,1,...,1)
—— Y——
p p

(jeho délka je zavisla na p) a B-spline bazové funkce, kterych je v tomto piipadé
o dvé méné (odpadla prvni a posledni nulova bazova funkce). Déle jiz pracujeme
s Bernsteinovymi polynomy. Pro ¢ = 1 je podle definice B” ]1 = 0 a obdobné pro
i=p+1je Bb"' =0. Pro i = 1 upravime

NP =(1-0)By " = By,

proi=p+1
-1
NP = 0By = By,
a koneéné proit =2, ..., p
Np _ 0 — 51 Bp—zl + €i+p+1 -0 Bp—ll _
' Sip— & 77 Gipr1 — &1
= (" L (1—-1)P" 24 (1-0 p—1 (1—0)Pipi-t =
71— 2 1 —1

)
= (1—epitg Kf:gl) i (5:11)] P

Pozndmka: Pokud je obecnéji 6 € [a, b], pak maji jednoduchym prepoctem Bern-
steinovy polynomy tvar

g

—i i1 L
Blp(9>: (f)(b_e)p (9_0‘) m7 Z_07"‘7p7

0, jinak.

<
Véta 4.4 Necht je ddn stupen p, uzlovy vektor
E = (:}/07 "'7797:}/17 BRI 71/7 "-7:)/37 SR PY§7:YS+17 "'>’YS+11) =
pi1 o P pil
= (fla SRR §2+(S+2)p)7

kde pro kaZzdé k = 0, ..., s je v < Vry1, B-spline bdzové funkce NP(0), které od-

povidaji uzlovému vektoru 2, a Fidici polygon P = {Pi}:’;l’ kden = (s+ 1)p+ 1.
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Potom je B-spline kiivka na intervalu 0 € [V, Vis1], kde k = 0, ..., s, identickd
s Bézierovou krivkou:

1+(k+1)p 1+(k+1)p
Z P N Z P Bkz 1— kp(e)
i=1+kp i=1+kp

kde

—1 i 1 .
Bp (9) _ (1;) ('Yk+1 - 9)1’ (9 - ’Yk) Mrr1—m)P? 1= O, o, D,
ki -
0, ginak.

Diikaz:  Dukaz probiha ve stejném duchu jako diukaz véty 4.3. Dofesime pouze
bazové funkce Nf+kp(0), kde k =1, ..., s, které jsou nenulové pro 0 € [yx_1, Vkt1)
a prispivaji svymi hodnotami k By_, () i B} (6). Podle rekurentniho vztahu (4.1)
je

0 — &tk —p—1 Eot(kr1)p — 0 1
NP (6 P___NP7L(0) + P NPT (6

1+kp( ) §1+(k+1 gl—i—k 1+kp( ) €2+ Kt 1)p €2+kp +kp( )
Protoze

Nlp_t,_lip(e) =0 pro 0 ¢ (£1+kp7 £1+(k+1)17) = (fykflv 7’6) )

NZL(0) =0 pro 0 & (Sorup, Savteriyp) = (Vo Yos1) s
je pro 0 € [Yk—1, V&)

0 — Y1 1 ® 0= Y1 5p1
NV (0) = ———=NV () 2 ——B? 0) =
1+kp( ) V& — Vk-1 1+kp( ) V& — Vk-1 k_l’p_l( )

S
Ve — V=1 \P — 1) (v — Y—1)P ! k=Lp?

—0 &) Vi1 — 0 —p g
N”19:LN”19:—B199:
Fale) = TSN e)® TS pr)

_ Vi1 — O ( ) (Pka _ 9)1)-1 _
Yit1 =W\ O ) (Vo1 — )P

V rovnostech (é) nedochézi k posunu o 2 mista v dolnim indexu Bernsteinova
polynomu, protoze B-spline bazové funkce jsou definované na uzlovém vektoru o 2
uzly kratsim, nez je tomu ve vété 4.3:

a pro 0 € [Yi, Vit1]

b]

:("'7’}%717"'77]6*177]67"'7fyk77k+17"'7fyk+17"')'
- ~ - s N\ g

Vv Vv
p p p

65



Véta 4.5 (ZvySovani stupné Bézierovy kFivky)
~ - p+2
Méjme Fidici polygony P = {P;}'* a P = {PZ} , pro které plati
i=1

Pl = Pl;

~ b — 1
Pi = (]_ - OZZ>P1 + Oéz‘Pi_l, kde a; = !

p+1

i=2 ..., p+1,

Ppro = Py

a Bézierovy kiivky X(0), stupné p proménné 0, a X(Q), stupné p + 1 proménné 0,
definované podle definice J.5:

p+1

0)=3 " B,(O)P

p+2

Z Bp—i—l

Pak
X(0)=X(6) profe|0,1].

Diikaz: Provedeme pifimym vypoctem.

p+2 p+1
X(0) = Z BYY(0)P; = BYTHO)P1+ > BI(O)P; + B ()P =
=2
+1 +1
- (o (s
p+1
+3 (1= ai)P; + oyPi_y] B (0) =
1=2
= (1—0)BY(O)P, + B2 (0P, +
p+1 . .
p+2—1 1 —1 } (p+1)! 2—i pi—1
+ P, +—P, Bt 1—g)yrt2igit =
2;{ p+1 p+1 ! (p+2—z)!(z—1)!( )
p+1 p+1
= (1-0)> Bl (0)P;+60> Bl ,(0)Pi_y + 6BL(O)P,; =
=1 =2
p+1 p+1

= (1=0)> B (OP:+0) B, (0)P; =X(0).
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Pro kazdou nenulovou uzlovou rozte¢ mame Bézierovu kiivku stupné p+ 1. Body
s+1

{P1+k(p+l) }k

mentu se nezménily, P14, = P14x(p+1), @ nezmeénil se ani tvar kiivek, miuZzeme spojit

jsou krajnimi body segmenti. Protoze koncové body kazdého seg-
0

tyto Bézierovy kiivky v jedinou B-spline kiivku s Fidicim polygonem P = {f’,} ,
i=1
kde n = (s+1)(p+ 1) + 1, uzlovym vektorem

—
=

BE = (A ooy Gy Y1y ooy Vs oeoy Vg ovos Vs 0y oovy D),
—_— — —_—— Y—
p+2 p+1 p+1 p+2

a s odpovidajicimi B-spline bazovymi funkcemi Nf H(G) podle véty 4.4.

Srovname-li tento uzlovy vektor s uzlovym vektorem (4.11), vidime, Ze nékteré
uzly jsou pridany zbyteéné. Odebrani uzlu je pfi zvySovani stupné méné nérocny
proces nez obecné odebrani uzlu pro NURBS kiivku, resp. NURBS plochu, kdy
po provéreni spojitosti jednostrannych derivaci nasleduje uziti nize uvedeného algo-
ritmu, srovnejme s [23]. Pii zvySovani stupné vime dopiedu kolikrat lze ktery uzel
odebrat. Kazdy uzel «, odebereme (p — m,)-krat, kde r = 1,..., s. Pocet bodi
fidicitho polygonu na nezbytné nutny ke zvySeni stupné B-spline bazovych funkci
snizime o sp — Y °_; m,. I kdyZ z nasobnosti vnitfnich uzlia plyne, Ze B-spline ba-
zové funkce jsou pouze spojité, samotna B-spline kiivka mutze mit Fad spojitosti
lepsi. Odebrani uzlu pii zvySovani stupné je inverznim krokem k vlozeni uzlu (ode-
branim uzlu nezménime parametrizaci ani geometricky tvar kiivky). Bazové funkce
sestavime pro uzlovy vektor = a pouzijeme obracené vétu 4.2 pro nalezeni nového
fidictho polygonu.

Pro jednonésobné odebrani uzlu v, ve vété 4.2 polozme k = (r+1)(p+1). Prvnich
r(p+ 1) a poslednich (s — r)(p+ 1) + 1 bodu se tedy shoduje:

p. — Q; 1<i<r(p+1)
Q-1 (+DE+)+1<i<n

(2

Rekurentné tedy muzeme spocitat Q; (zamérné zna¢ime Q, protoze teprve po ode-
bréani posledniho nadbyte¢ného uzlu, dostavame body P) pomoci Q; 1 a P;:

Oznacime-li uzly podobné jako ve vété 4.2:

é = (51, cee §(s+2)(p+1)+2> )

je gk—i—l = 7r & vyrazy

_ I — gf‘(pH)H S (g (o
Qr(p+1)+1 = 7 = = ,
Er+1) ()42 — Er(p+1)+1 Yr4+1 — Vr—1
a; =0, rip+ 1) +2<i<(r+1)(p+1).
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Pokud je tieba odebrat uzel ~, vicekrat, cely postup opakujeme: pro uzlovy vektor
bez jednoho 7, upravime k pro vétu 4.2. Ve druhém kroku budou dvé nenulova «;
atd.

Priklad 6: Ukotvena kubickd B-spline kfivka je urcena uzlovym vektorem = =
(0, 0,0, 0, v, 72, 1, 1, 1, 1) a fidicim polygonem P = {P?}?:l. Protoze pii vypoctu
nez pouzivani ruznych akcentii. Poc¢atecni stav je oznacen indexem 0. Nejprve vlo-
zime dvakrat uzel v, poté dvakrat uzel v a rozdélime kiivku na jednotlivé segmenty,
které jsou Bézierovymi kiivkami. Postupny vypocet bodi fidicich polygont je patrny
z Tab. 4.3 a graficky je situace znadzornéna pro konkrétni ~;, v, na Obr. 4.11b.

Ktivka je nyni rozdé€lena na 3 segmenty - Bézierovy kiivky. U kazdého segmentu
zvy$ime stupen (zvySujeme stupenn o 1 a pocet fidicich bodu kazdého segmentu
se zvysi o 1, tedy dohromady o 3). Protoze po¢ateéni a koncovy fidici bod kazdého
segmentu ziistava nezménén, provedeme zvyseni stupné vsech ti{ segmenti v jednom
kroku, Tab. 4.4 horni index 5, Obr. 4.11c. B-spline kfivka stupné 4 s ridicimi body
{Pf’}llil ma uzlovy vektor

é = (07 07 07 07 07 Y1y Y1y V1 V15 V25 V25 V25 V2 17 17 17 17 1) .

Abychom dosahli zachovani Ffadu spojitosti mezi uzlovymi roztecemi i po zvySeni
stupné, ridici vektor by mél mit tvar

‘é = <07 07 07 07 07 Y1 VY15 Y25 V2 17 17 17 17 1)

Toho docilime vynechdnim dvakrat uzlu ~; a dvakrat uzlu 5. V dutsledku toho se
snizi pocet bodu fidiciho polygonu na 9, Tab. 4.4 horni index 6, Obr. 4.11d. Pro pi-
vodni i novou kiivku plati stejn& parametrizace. Uvedme zde alespon parametrizaci
odpovidajici Obr. 4.11, pro kterou v; = %, Yo = % aP?=(-1,-1),P) = (—%, 0),
Pi=(-1,1),P{=(1,1), P = (3,0), P§ = (1, —-1):

117 81 9 27 27 1
XO)=(——F+—0*—=0-1, —0>——0*+90 -1 0 =
(6) ( 8 +4 2 ! 2 9 )7 6{0’3)7

9 27 27 3 1 2
X@)=(-=(20—-1) (56> =50 —1), ——6*+ =0 — = 0 = =
(30— 1 -s0-1), T+ To-2), <[33).

117 189 63 127 27 9 D 2
X(0) = (2203 L 22902 02y L Al 2l T, 0 1
() ( O — S~ 0 49+4>, 96[3, )
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(3d — &d)

Qxlﬂ
TL—2L

nzn [uepeA nyposnp A nuodAjod oyoIpll npoq 3090d4a Audnysod ¢ eq{mqe],

ed = 5d
ed = 0d
ed=73d
+od =4d
od =d
ed=id
td=1d
id=1d
dd=1id

(2d — zd)

(¢d — 2d)

;\|._”
TL—2f

;\|._”
TL—2f

+2d =

+3id =

od
|
od
od

ed

(5d —Td) % +

od = 1d
od = 1d
od = id
(6d = 6d) " +5d = 1d
(fa—fa) 7 +fa="tda
od = td
od = 1d

i
od
Ed

%
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P? = P!
Pj= P}~ {(P}- P}
P =P -5 (P;—P))

Pi=Pi—§(Pi-P)

Pi — P!

P§ =P — 3 (P;—P))

P7 =Pg -5 (Pg - Pg)

P{ = P73 (P - Pg)

Pj = P7

Pl =Py — 1 (Py—P7)
Pl =Py — 5 (Pg—Py)
P?zzpilo_%(P%o_Pg)

5 _ p4
P13 - PlO
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P} = P
P} = P;
P} = P;

Pi =P+ 2 (P} — P}

PS = P}

6 _ P> 1-7m
Ps =P} + 1=,

1 (P?O - P?l)

P? = P?l
PS =P,
PS = P?&:

Tabulka 4.4: Postupny vypocet bodi ridiciho polygonu v dusledku zvySovani stupné



T T T T
-1 -0.5 0 0.5 1
~0.54
14

-0.5

-1

W

(a) Pavodni B-spline kiivka stupné p =3 ) VloZeni uzlt a rozdéleni na segmenty Bézie-

rovych krivek

‘ »
/”—_\
0.5 1 0.5
¢ °
N 05 0 05 i N 0 05 i
. ]
-0.5 0.54
-1- -1 ¢
(¢) Zvyseni stupné jednotlivych segmentii (d) Odstranéni nadbyte¢nych uzla

(e) Vysledna B-spline kiivka stupné p 4+ 1

Obrazek 4.11: ZvySovani stupné
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4.3 Isogeometrickd metoda
Pro ptehlednost nejprve shriime algoritmus isogeometrické metody pro slabou for-
mulaci problému na konecné dimenzionalnim podprostoru prostoru feseni:

e volbou uzlového vektoru, resp. uzlovych vektoru, uréime sit na oblasti w pa-
rametrického prostoru, Obr. 4.1,

e isogeometrické prvky predstavuji nenulové uzlové roztece oblasti w,

e zvolime stupen B-spline bazovych funkci, vihy fidicich bodi a sestrojime
NURBS bézové funkce podle (4.3),

e reprezentujeme geometrii objektu i hledané velic¢iny stejnymi béazovymi funk-
cemi,

e Dirichletovy okrajové podminky ovliviuji fidici body:

— homogenni podminky jsou splnény automaticky a presné,
— nehomogenni podminky jsou aproximovany v prostoru generovaném bé-
zovymi funkcemi,

e TeSeni soustavy rovnic.

[sogeometrické prvky zavedeme na dvourozmérné oblasti w, kterda standardné
predstavuje interval (0, 1) x (0, 1). Pro stupné p,, a € {1, 2}, a oteviené’ uzlové
vektory 2, definované obdobné jako v definici 4.2:

Ea = (O - fl,cw 52,0(7 ceey gna+pa+l - 1)

zavedeme mnozinu

Q (B, B2) ={Q = (&1, &i1+1.1) X (&in2s Eint12); Q# 0, po +1 <iig <ng — 1}

neprazdnych dvoudimenzionalnich otevienych uzlovych rozteci, ktera je délenim
(0, 1) x (0, 1) na 2-dimenzionalni prvky Q. Kazdé uzlové rozteci

Q= (&1, &+11) X (Ein2s Cint12)
pritadime jeji rozsiteni
Q = (éilfphlv £i1+p1+171) X (£i2*1’2727 £i2+p2+172)'

Pro zvolené stupné a vahy plati nekteré dulezité vlastnosti NURBS bazovych
funkei sestrojenych podle (4.3), které vyplyvaji z vlastnosti B-spline bazovych funkei
sestrojenych jako v definici 4.1 :

3Krajni uzly jsou (p, + 1)nasobné.
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1. Pro kazdé iy, io, 61, 6o, p1, p1 je RYVP?(64, 63) > 0. Naproti tomu v MKP

11,12
nabyvaji bézné bazové funkce vyssich stupni i zépornych hodnot.

2. Pro kazdé (0., 65) € [0, 1] x [0, 1] plati rozdéleni jednicky:

ni n2

SO R, 6y) =

i1=112=1

3. Na kazdé nenulové uzlové roztedi je nejvyse (p1+1)(p2+1) nenulovych NURBS
bazovych funkeci.

4. Kazda NURBS béazova funkce je (p; — k;)krat diferencovatelnd vzhledem 6;
v uzlu nasobnosti k;.

Na nékteré body algoritmu se nyni zaméfime vice. Definujeme prostor splini,
obdobné jako v [1],

S = S (Eo“ pa) - Span {Ngll 7,2,2}?1177;271'2:1

jako linearni obal B-spline bézovych funkci odpovidajicich uzlovym vektorim Z,,
a =1, 2, a stupnum p,, a NURBS prostor
—_ D2 | M2
N N(‘:‘a7 poc) - Span {Rfll 722}1‘1:171'2:1
jako linearni obal NURBS bazovych funkci odpovidajicich uzlovym vektorim =,
a = 1, 2, stupiitim p, a vaham w;, ;,. Dale povazujeme stupné B-spline bazovych
funkci a vahy za pevné zvolené. Pro mnozinu uzlovych roztec¢i Q oznac¢ime maximalni
prumér
h = max {hg; Q € Q}.
uzlové roztece. Dale pfedpokladame, ze {Q}, je tvarové reguldrni (podil nejmensi
strany kazdé uzlové roztece @ a jejiho priméru hg je omezen). Geometrie objektu
je zadané v nejhrubsi siti a jak je zfejmé z mechanismt odvozenych v oddilu 4.2.1
pro zjemnovani uzlovych vektori se geometrie v disledku zjemnovani neméni. Pro
dvojici ()1, Q2 sousednich (spoletnéa strana) prvka definujeme kg, o, jako pocet
(zavisi na nasobnosti vnitinich uzli) spojitych derivaci pres jejich spole¢nou hranici
0Q1 N 0Q5. Dale zavedeme prostor
v € Ly ((0, 1)%);
k
) Qe Qe WHQ),
VQl, QQ : (an ﬂan 7é @) , Vi € N, 0< [ < min{le,le{? — 1} ’
! !
Vi(vlg,) = Vi(vlg,) na 0Q1 N OQ,
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kde L, je standardni Lebesguetiv prostor, W¥ Soboleviiv prostor a V! znaéi operator
parcialnich diferenci Itého fadu, specialné V% = v. Prostor H* je dobfe definovany
Hilberttiv prostor se seminormu

2 2 .
Hi = E |U|W2¢(Q)» 0<:<k,
QeQ

lv

a normu

2
Hi*

k
2
lollfe = > v
=0

Kazdou mnozinu i prostor oznac¢ime odpovidajicim indexem h. Ziskdime tedy mno-
ziny {Qnty,, {Snt, {Nnh,, {Hﬁ}h Pro feSeni hledana v prostoru {Hi}h jsou v [1]
odvozeny aproximacni vlastnosti v zavislosti na zjemnovéani uzlovych vektori.

[sogeometrickd metoda zaznamenava v posledni dobé velky rozvoj. Pribyvaji
odhady chyb aproximace a rozvijeji se dalsi moznosti zjemnovani, jako je napiiklad
k-zjemnéni, které navic zlepsuje spojitosti bazovych funkei, [3].
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Kapitola 5

Modelovani minimalnich ploch

5.1 Minimalni Bézierova plocha

5.1.1 Formulace Plateauova-Bézierova problému

Tento oddil vychazi z ¢lanku[l5] a [11]. Vysledky lemmatu 5.1, uvedené v této
préci, doznaly jemnych zmén, jejichz ptivod je patrny z provedeného ditkazu za timto
lemmatem.

Pozndmka: Pro jednoduchost prejdeme v tomto oddile od znaceni proménnych 6y,
05 ke znaceni u, v. N

Definice 5.1 At je P = {P;};"" ridici sit bodii a Bézierova plocha je vyjddiena
X(u, v) =Y > BI"(u)B}(v)Py,

i=0 j=0

kde
(”7)(1 —u)™ M, 0<i<m,

B"(u) = ¢ .
0, Jinde.
jsou Bernsteinovy polynomy promeénné u stupné m.
Povrch Bézierovy plochy at je definovany funkcionalem (3.1), kde w = [0, 1] X

[0,1]. Upravou velikosti vektorového sou¢inu a pomoci koeficientis £, F, G prvni
zékladni formy plochy muzeme (3.1) vyjadrit jako

Au(X) = / VEG — P dudv. (5.1)
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Hranice Bézierovy plochy je urcena fidicimi body {P;;}, kdei =0,m a j = 0,n.
Cilem je tedy sestavit 3(m — 1)(n — 1) podminek pro vypocet soufadnic vnitinich
boda.

Problém 5 (Plateauiiv-Bézieriv) Pro pevné dané okrajové tidici body {P;;}i=om
7=0,n
hledegme vnitrni body tak, aby viyslednd Bézierova plocha méla nejmensi povrch mezi

vsemi Bézierovymi plochami se stejnymi okrajovymi Tidicimi body.

Protoze obecné plati

\/EQ—J’-QS\/@Sngg,

2

muzeme shora omezit plosni integral (5.1) Dirichletovym integréalem:

LX) < DX =5 [ (4 @) dudo = [ (X + K[ dude. (52

Rovnost v (5 2) nastava v pripads, ze £ = G a F = 0, tedy v pfipadé konformni
parametrizace!. Dirichlettiv funkcional je tedy zavisly na parametrizaci, zatimco
plosny funkcional neni.

Oba funkcionaly v 3(m — 1)(n — 1) proménnych nabyvaji minima v Bézierové
smyslu, protoze jsou zdola omezené (integrujeme nezaporné funkce £, F, G), spojité
(spojité funkce soutadnic (m — 1)(n — 1) vnitfnich bodu fidici sité) a nabyvaji svého
infima (miZeme se omezit na vhodnou kompaktni podmnozinu R)?.

Pozndmka: Protoze je parametrizace X zavisla na fidici siti, zjednodusime zapis
plosného A, (X), resp. Dirichletova D, (X) integralu na A(P), resp. D(P). q

Vysledky nasledujictho lemmatu prevedou dany problém na feSeni soustavy li-
nearnich rovnic.

Lemma 5.1 Bézierova plocha s Tidici siti P = {P”}” _, Je extrémem v Bézierové
smyslu® Dirichletova funkciondlu s predepsanou hranici pravé tehdy, kdy?

2

0= G D < ) ( ) mZA (N) s = )
Tamt 17;2(271 —1) ( ) (n j 1> T:li)lA (m) P =P 09

ITeéné vektory X (u, -), X (-, v) kfivek v kazdém bodé plochy jsou stejné dlouhé a vzajemné
kolmé.

2Pokud se nékteré body fidici sité velmi vzdaluji od Fidicich boda hranice, zvétsuje se i povrch
plochy.

3Na mno#iné Béziérovych ploch.
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pro kazdé i € {1,....m—1} aj€{l,...,n— 1}, kde

™o (m—d)2m -1 —i—k) (2n70)

Diikaz: Vypocteme gradient Dirichletova funkcionalu vzhledem k soufadnicim bodi
P = (x};, 23, 2%;). Pro kazdé a € {1,2,3}, i € {2,.. —1laje{2,....n—1}

mame oD oX 0X
(P) :/ (<—",Xu>+<—v,XU>) du dv.
81’% w 81’% (9.1'%

Spocteme parcialni derivace:

0X, 0 0 o 0 0 _m n o
ore. &U;‘j ('9uX a %&E% N %Bi (U)Bj (w)e* =

= m (B (u) — B () By(v)e",

J

kde e! = (1,0,0), e* = (0,1,0) a € = (0,0, 1). Analogicky

X, . e mi\a
O —n(BE) - B 0) B (w)e

ij

Potom

22P) [ o (B ) - B ) B) (X +
)

n (BI7 (v) — B ' (v)) B*(u) (¢, X,)) dudv =

:/ (m (Binifl(u)_Bzm_l(u)) <€ m Z B )(Pk+1l—Pkl)>+

k,l=0

n(BJ’.‘_l( ) — B!~ Y(v)) B <e n Z B (u) B (v) (Pryia —Pk7l)>> du dv.

k,l=0
Vyuzueme li nynl toho, Ze pro libovolné m € N a pro libovolné ¢ = 0,...,m je
fl B"(t)dt = +1, dostaneme
0D(P) _
oxs.

v

e, Pyi1y — Pra) +

_ m’ (D) e Y D6
(2m = 1)(2n +1) Z( D D) ) (1) <

k,1=0 i+k—1 i+k
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n’ RSN D B R IR AN
+(2m—|—1)(2n—1) kl2:0< (]?fl—_Ql) (2]7:12) > (22:2) (€, Prit1 — Pry) -

Protoze vyjadieni Bézierovy plochy je linedrné zéavislé na koeficientech bodii jsou

. il 1o D? )
druhé parcialni derivace aag;a éfb) konstantni. O
iJ kl
Pozndmka: Pro ¢tvercovou Fidici sit (m = n) je podminka (5.3) jednodussi. q

Dalsim krokem je dokézat jednoznacnost feSeni.

Véta 5.1 FExtrém Dirichletova funkciondlu na mnoziné Béziérovych ploch s pevnou
hranict je urcen jednoznacné.

Diikaz: Protoze je extrém feSenim soustavy linedrnich rovnic, muzeme psat
AP =B,

kde B je sloupcovy vektor spocitany z fidicich bodi na hranici, P je sloupcovy vektor
vnitinich fidicich bodu a A je ¢tvercova matice, jejiz koeficienty jsou nezavislé
na fidicich bodech (zaviseji pouze na ,dimenzi“ fidici sité). Lze ukazat, ze hodnost
matice A je maximéalni (existuje jediné feseni). Homogenni soustava linearnich rovnic
odpovida hledani minimalni plochy pro okrajové body sité ve tvaru P; ; = (%, Z, 0),
kde i € 0,m, j € 0,n. Podle Bernsteinovy véty o minimalni ploge (pfesna formulace
véetné dikazu napf. |7], kapitola 2.4, str. 65-67) je pouze rovina minimalni plochou,
ktera je grafem funkce. Pro konformni parametrizaci roviny zvolme fidici sit ve tvaru
P = {#, %, O}Z’ZO. Pak Bézierova plocha je ve tvaru X(u,v) = (u,v,0). Tato plocha
je minimaln{ a konformné parametrizované, proto je minimem Dirichletova integralu
pro dané okrajové podminky. Pro jinou ridici sit Py, jejiz alesponi jeden vnitini fidici
bod m& nenulovou treti souradnici, plati

D(P) = A(P) < A(Py) < D(Po)-

Pro tidici sit Py, jejiz vnitini fidici body maji nulovou tfeti soutfadnici, ale generuji
nekonformni parametrizaci, plati

D(P) = A(P) = A(Po) < D(Py).
Proto je P jedinym Dirichletovym extrémem. U

Pozndmka: Pii hleddni extrému Dirichletova funkcionalu v Bézierové tvaru do-
staneme jedno TeSeni na rozdil od hledani minimalni plochy pro zadanou hranici.
Uvazujme katenoid (rota¢ni plocha s nulovou stiedni kiivosti, Obr. 5.1) s paramet-
rickym vyjadfenim X(u,v) = [cosht cosu, coshtsinu, t], kdet € (—k, k), u € [0, 27).
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Pokud by hranici tvorily dvé kruznice v rovinach z = =k, pak plochu této casti
katenoidu mizeme vyjadrit jako 7 (62k + 4k — e%) Plochu dvou kruhi vyjadiime
jako 2w cosh®k. Pro k = ky = %W(%) + % = 0,639 jsou oba povrchy stejné*, pro
0 < k < kg je povrch katenoidu mensi a pro k& > kg je obsah kruhu vétsi. O tomto
chovani se muzeme presvédcit i na pokusu s draténymi oky a mydlovou bublinou.
Pokud budou kruhy dostate¢né blizko, bublina modeluje katenoid, pokud je budeme
od sebe oddalovat, v ur¢itém okamziku se plocha rozpadne a bublina vyplni obé oka
dratu. Dalsi pfipad nejednoznacnosti je na Obr. 5.2. <

w

IN)

&

Obrazek 5.1: Katenoid

Zbyva ukazat, jak posloupnost Bézierovych ploch, které minimalizuji Dirichlettav
funkcional, konverguje k minimalni ploge.

Véta 5.2 A X : [0,1] x [0,1] — R? je konformni parametrizace plochy se zada-
nou hranici s minimdlnim plosngm obsahem. Ddle at je Y, extrém Dirichletova
funkciondlu stupné n s okrajovou kiivkou, kterou definuji krajni body site P, =
{X (1 l) }ijo’ na mnoziné Bézierovyjch ploch. Pak

n’n

lim A(Y,)=A(X).

n—oo

Diikaz: Ozna¢me X,, parametrizaci Bézierovy plochy pro fidici sit P,,. Z Bernstei-
nova dikazu Weierstrassovy véty plyne, Ze posloupnost {X,,} -, konverguje stejno-

4W je Lambertova funkce
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meérné k X. Navic
lim A(X,)=A(X)=D(X)=lim D(X,),

protoze X je plocha s minimélnim povrchem a je parametrizovana konformné.

Pokud je Z,, parametrizace plochy s minimélnim povrchem a stejnou hranici jako
Y., pak A(Z,) < A(Y,).

Navic Yn € N, A(Y,) < D (Y,).

Protoze Y,, je extrém Dirichletova funkcionélu stupné n a ma stejnou hranici
jako X,,, mame D (Y,) < D (X,,).

Souhrnem predchoziho dostavame Vn € N nerovnost:

A(Z,) <A(Y,) <D(Y, <D(X,).
Limitnim pfechodem této nerovnosti ziskame

lim A(Z,) < lim A(Y,) < D(X) = A(X).

n—oo

Protoze hranice Z,, konverguje stejnomérné k hranici X, je lim,,_,o 4 (Z,) = A(X).

g

Poznamka: Vysledky véty 5.2 ale nejsou vyuzitelné pro konstrukei dobré aproximace
nizkého stupné. Pokud fidici body uvazujeme jako funkéni hodnoty plochy, vysledna
plocha nenf jeji ptilis dobrou aproximaci pro nizké stupné. <

5.1.2 Demonstrac¢ni priklady

Priklad 1: Nejznaméjsi polynomialni minimalni plochou je Enneperova plocha, Obr. 5.3.
Ridici sit, Tab. 5.1, jejiz vnitini body jsou feSenim soustavy rovnic (5.3), urcuje pa-
rametrizaci (5.4) Bézierovy plochy.

1
X(u,v) = (g(m —1)(120* — 4u® + 4u — 120 + 5),
1
§(2v —1)(12u® — 4v* — 12u+ 4v + 5), 4(u — v)(u + v — 1)) (5.4)
Tato parametrizace odpovida parametrim u € [0,1], v € [0,1]. Pouzijeme-li
[~

transformaci parametri u = %, v = %, jsou s € [—1,1], t € [—1,1] a ziskdme
znaméjsi tvar parametrizace

1 1
X(s,t) = (—533 + st? + s, —§t3 +ts® 4 t, 8% — t2>
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(=513 550 (G50 G:L3)
(=550 (Ls-3) (Ls-3) (50

Tabulka 5.1: Ridicf sit Enneperovy plochy

této plochy. Tato plocha je minimalni na celém R2. Pro interval [—\/g, \/g} X
[—\/5, \/g] nastava dotyk, Obr. 5.4, a pro interval [—2, 5; 2, 5] X [-2, 5; 2, 5] uz plocha
protina sama sebe, Obr. 5.5.

<

Priklad 2: V tomto ptikladé se zaméfime na tzv. Schwarzuv problém. Zjednodusené
feceno hleddme minimalni plochu, jejiz hranici je zborceny ctyithelnik. Znamou
plochou, jejiz hranici muze byt zborceny ¢tyttuhelnik, je napt. hyperbolicky parabo-
loid. Jeho stfedni kiivost ale neni nulova a nesplnuje tak nutnou podminku. Hranici
tvofené tseckami (rohy (0,0,0), (1,0,1), (1,1,0), (0,1,1)) odpovidaji Fidici body
v Tab. 5.2. Vnitini body (8edé) jsou body dopoc¢tené. I kdyz zvolime stupenn Bézie-

000 (033 (022 @1
(03) (1Y) (3D (1Y)
(03 (1) (i) (G

(1,2,4) (1,1,0)

Tabulka 5.2: Ridici body pro zborceny ¢tyFahelnik

win

rovy plochy 3, vysledkem je hyperbolicky paraboloid (kvadraticka plocha), Obr. 5.6,
s rovnici

X(u,v) = (u,v,u+ v — 2uw). (5.5)
ZvySovanim stupné Bernsteinovych polynomii neziskame jiny vysledek nez hyperbo-
licky paraboloid. <
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Obréazek 5.2: Hranice, kterou by mydlova bublina diky jeji symetrii mohla vyplnit
dvéma zpiisoby

Obrazek 5.3: Enneperova plocha s fidici siti
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Obrazek 5.4: Enneperova plocha pro parametry s,t € [—\/5, \/§]

Obrazek 5.5: Enneperova plocha pro parametry s,t € [—2,5;2, 5]
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Obrazek 5.6: Hyperbolicky paraboloid
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5.2 Minimalni B-spline plocha

5.2.1 Formulace Plateauova B-spline porblému

Tento oddil vychazi z ¢lanku [24], s tim rozdilem, Ze postupy a dikazy jsou v této
praci mnohem podrobnéjsi. Situace je podobna jako v kapitole 5.1. Hranice B-spline
plochy je urcena ridicimi body {P,;}, kde i = 1,m a j = 1,n. Cilem je tedy sestavit
3(m — 2)(n — 2) podminek pro vypocet souradnic vnitinich bodi.

Problém 6 (Plateauiv B-spline) Pro pevné dané okrajové tidici body {P;;}i=1,m
j=1n
hledejme vnitrni body tak, aby viyslednd B-spline plocha méla nejmensi povrch mezi

vsemi B-spline plochami se stejnymi okrajovyma idicimi body.

Poznamka: Pro jednoduchost zavedeme v tomto oddile nésledujici znaceni. Pro-
ménné polynomu ozna¢me u, resp. v. Stupen polynomu proménné u, resp. v, oznacme
p, resp. q. Posloupnost m +p + 1, resp. n + ¢ + 1, ¢isel uy < ug < -+ < Uppgpya,
resp. v < Vg < o+ < Upgqy1, Predstavuje slozky uzlového vektoru.

Pro fidici sit P = {Pw}:r;; a parametry u € [Upi1,Umi1], UV € [Ugs1, Unii]
definujeme parametrizaci B-spline plochy:

X(u,0) =) > NF(w)NJ(v)Py,

i=1 j=1

kde NP(u), resp. N;] (v), jsou bazové B-spline polynomy stupné p, resp ¢, proménné
U, Tesp. v. <

Protoze se v tomto oddile zaméiujeme na B-spline plochy, které jsou pouze po
¢astech polynomiélni, uvazujme stupné p, ¢ alesponn 3 (vysledna plocha ma spojité
parcialni derivace az do fadu 2), pokud se hodnoty v uzlovém vektoru neopakuji.
Pokud by se nékteré opakovaly, odpovidajicim zptsoben zvysime stupen. Stejné jako
v kapitole 5.1 se omezime na hled4ani minima Dirchletova funkcionéalu podle (5.2).

Vysledky nasledujictho lemmatu, ktery je obdobny lemmatu 5.1, pfevedou dany
problém na TeSeni soustavy linearnich rovnic.

Lemma 5.2 B-spline plocha s idici siti P = {PZ]}?EZI je extrémem Dirichletova
funkciondlu mezi B-spline plochami s predepsanymi Tidicimi body na hranici Tidici
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sit€ a predepsanymi uzlovymi vektory prdvé tehdy, kdyz

2

T~ (€% Poy — P
) D) DR e Ly eI

Uivp — Wi \—5 755 Ug+p — Uk
2 mon a
P (€, Py — Pre_11) 1,
Uitlp — Uivl \— 5 Uk+p — Uk w (5 6)
2 m.on a )
q e, Py — Py -1
sy L [ cnart duaoe
Vitg — V; Vjiag — U
J+a J h=1 1=2 l+q l w
2 m n
o q (e?, Prg — Pk:,l—l> OP qud
. 0 _ ikj+1,0 AL AY;
Vjt14q = VUj+1 —1 1—2 Ul4q — Ul w

pro kazdé i € {2,....m—1} aje{2,...,n— 1}, kde

W = [Upt1, Umnt1] X [Vg41, Vnta],
Clie = N7’ (W) Ni (w) N (0) N/ (v).

Diikaz: Vypocteme gradient Dirichletova funkcionalu vzhledem k souradnicim fi-
dicich bodi Py; = (z};,2%,2};). Pro kazdé a € {1,2,3}, i€ {2,....m—1}aj €

1) igo Vig
{2,...,n — 1} mame

9D(P) :/ (<%,XU> + <%,XU>) du dv.
81:% w 8:6% (9.1'%

Spocteme parcialni derivace:

X, 0 0. 00 0., .
dxg;  Ox %X ~ Ou 895%.X - auNz' (u)N,(v)e® =
- —Np - —Np Nq a
(ui-i-P — Uy ! (U) Uit14p — Wit i+1 (U)) g (?J)e ,

kde e! = (1,0,0), e = (0,1,0) a €3 = (0,0,1). Analogicky

8Xv(q

ox? - ¢

ij

NT () — #Nﬁ(v)) NP(u)e".
Ujtg =V 7 Ujsiag — Vi1
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Potom

0D(P)
o0z,

v

- /w [(LN?H(“) -V )) Ny (v) (e, X,) +

Uitp — Ug Uit14p = Uit1

+( (I QR — e T >)N5’<u><ea,xv>]dudv=
Ujtq = Uj Uj+1+4q

Uj+1

J
A () R )N‘? v)-
/|:(uz+p U; ( ) WUit14+p — Uit ZH( ) ]( )

n

>3 Z — P NP )N (v) (e, Pyy — Py1y) +

uk+p — Ug

k=2 =
q—1 q q—1 P
+( ANj (v) — — — N (v ))N( )
Vj+q — Uj+1t+q = Uj+1
m n
§ : E : q—1 D a _
v s N ( )Nk (u) (e ,Pk,l — Pk,l—1> dudv =
—1 =2 l+q l
2 m.on a
P e, Pry — Pr_1y)
R E E (e, Zk]l L Qo do+
Uitp — Uy =2 =1 Uk+p — Uk
2 m n a
4 e, P,y — Pr_1, 1
e < ) > Cp q du dv+
W — w U —u i+1,k,7,0
i+1+4+p i+1 —2 1—1 k+p k
2 m n a
q e Pk,l - Pk,l—l -1
e (e, ) Crat dudo
Uj+q — Uj Vitq — Ul w
k=1 (=2
2 m n
q <ea7 Pk‘,l - Pk,l*l) p,q—1
- C’Z A du dv.
. oy _ J+LL
Vj+1+q Uj+1 k=1 =2 Ultq Uy

Protoze vyjadieni B-spline plochy je linedrné zavislé na soufadnicich bodi, jsou
oD (P)

Do, konstantni. O

druhé parcidlni derivace

Zbyvé ukazat jednoznacnost a konvergenci reseni.

Véta 5.3 FExtrém Dirichletova funkciondlu na mnoziné B-spline ploch s pevnou hra-
nici a predepsanymi uzlovymi vektory je urcen jednoznacné.

Diikaz: Ve stejném sledu jako diukaz véty 5.1. U

Poznamka: 7 dikazu lemmatu 5.1 je patrné, Zze vyslednad podminka pro Bézierovu
minimalni plochu nezavisi na Bernsteinovych polynomech (bézovych funkeich). Pod-
minky (5.6) pro B-spline plochu ale zaviseji na bazovych funkcich N} (u), Nj(v),
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a tedy i na uzlovych vektorech (ui,...,Umips1); (V1,..., Vniqi1). Uzlové vektory
obecné urcuji i jinou hrani¢ni kiivku. V oddilu 5.2.2 je uveden piiklad 3. <

Véta 5.4 At X : [0,1] x [0,1] — R3 je konformni parametrizace plochy se zada-
nou hranici s minimdlnim plosngm obsahem. Ddle at je Y, extrém Dirichletova
funkciondlu stupné n s okrajovou krivkou, kterou definuji krajni body site P, =
{X (%, %) }ijo, na mnozin€ B-spline ploch s predepsanymi uzlovymi vektory. Pak

lim A(Y,)=A4(X).

n—oo
Diikaz: Do obou uzlovych rozteci vliozime kazdy stavajici uzel tolikrat, aby nasob-
nost kazdého vnitiniho uzlu byla rovna stupni polynomu a nésobnost pocate¢niho
a koncového uzlu jesté o 1 vétsi nez stupen polynomu (algoritmus je podrobné po-
psan v oddilu 4.2.1). Podobné jako ve vété 4.3, na kazdé nenulové uzlové roztedi je
urc¢ena Bézierova plocha, pro kterou plati véta 5.2. O

Pozndmka: Pokud je zvoleno vice bodu pro ur¢eni hrani¢ni kiivky, napt. {P,;},
kde ¢« € {1,...,mg,mq,...,m}, 7 € {1,...,ng,n1,...,n}, 0 < mg < my < m
a0 < ng < n; < n, pak plati podminky (5.6) pro i € {mg+ 1,...,m; — 1}
aj € {nyg+1,...,n — 1}. Jednodussi postup, jak ziskat pozadovanou kiivku na
hranici, je vyuziti ukotvenych B-splint, které obsahuji na zac¢atku a na konci p + 1,
resp. ¢ + 1, nasobnych uzli, tedy volba nosic¢t

{u1:U2:...:up+1Sup+2§...SumSum+1zum+2:...:um+p+1},

{’U1:’U2:...:'Uq+1Svp+2§...S/UnSvn+1:'vn+2:...:vn+q+l}.

Navic ukotvena B-spline kiivka se da prevést na otevienou. Specialné pro volbu

(Ul, <o Upt1, Uty - - - ,Um+p+1) == (0, e ,O, 1, ey ].),
resp.
(’Ul, « o Ug4+1, Ung1, - - - ;Un+q+1) = (0, c. ,O, 1, e 1),
ziskdme plochu vyjadienou jako Bézierovu. <

5.2.2 Demonstrac¢ni priklady

Priklad 3: Tento priklad ukazuje zavislost hrani¢nich bodu sité (ovliviiuji kiivku na
hranici vysledné plochy) na volbé uzlového vektoru. Zvolme shodné stupen polynomii
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p = 3 = q. Pro tabulku 5.3, dopoc¢teme 4 vnitini body. Nejprve pro uzlové vektory
U, = (0,0,0,0,1,1,1,1), V3 = (0,0,0,0,1,1,1,1} a poté pro uzlové vektory Uy =
(—3,-2,-1,0,1,2,3,4), Vo = (—3,-2,—1,0,1,2,3,4).

Pro prvni variantu ziskdme tabulku totoznou s Tab. 5.1 a Enneperovu plochu
vyjadienou rovnici (5.4)°. Obrézek by byl totozny s Obr. 5.3. Pro druhou dvojici
uzlovych vektoriu ziskdme Tab. 5.4, parametrizaci (5.7) a Obr. 5.7.

Obrazek 5.7: B-spline plocha

X(u,v) =

2 — 1

U 2 117600uv(u + v — wv — 1) + 611020(v — 1) + 252498u(u — 1) + 51313],
607041

2u — 1

607041

[117600uv(u + v — uv — 1) + 61102u(u — 1) 4+ 252498v(v — 1) + 51313],

—;(u o) (utv— 1)) (5.7)

Parametrizace (5.7) neodpovida Enneperové plose, protoze je vyssiho stupné. Ze
spoleéného obrazku, Obr. 5.8, obou ploch ale zfetelné vidime, Ze nemaji spole¢nou
hrani¢ni kiivku a povrch druhé plochy je podstatné mensi.

N

5Pro tuto volbu uzlového vektoru ziskavame plochu vyjadienou jako Bézierovu.
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)
0 (Lsi—g) (Lg—3)

Tabulka 5.3: Ridici sit (hranice)

(330 (L-h-) 04D GEo)
Ch-LY) GERERO CHRERO G-
(b8 (ME-EE0 CES-EB0 (1Y)
(350 (LhH k) G

Tabulka 5.4: Ridicf sit (po vypoctu)

R £
LRI KKK
0”%"0'\\\\\\‘:«%‘0 X
00%"""/50"\‘\\;._\;.;“%%‘.00‘0

Obrézek 5.8: B-spline plocha
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Priklad 4: Opét zvolme shodné stupen bazovych funkci p = 3 = ¢. A uzlové vektory
U, =(0,0,0,0,1/6,1/3,1/2,2/3,5/6,1,1,1,1),

Vi = (0,0,0,0,1/6,1/3,1/2,2/3,5/6,1,1,1,1),
U, = (0,0,0,0,1/8,1/4,1/2,3/4,7/8,1,1,1,1),
Vo =(0,0,0,0,1/8,1/4,1/2,3/4,7/8,1,1,1,1).

Pro dvojici Uy, Vi vypoc¢teme body v krajnich polich Tab. 5.5, aby kfivka na hranici
odpovidala hranici Enneperovy plochy dané parametrizaci (5.4). Po dopo¢teni vniti-
nich boda v Tab. 5.5 (Sedé), dostaneme na vSech podintervalech intervalu [0, 1] X [0, 1]
stejné parametrické vyjadieni, a proto ho mizeme shrnout do vyjadieni totozného
s (5.4). Pro dvojici Uy, V5 vypocteme body v krajnich polich Tab. 5.6, aby kiivka
na hranici opét odpovidala hranici Enneperovy plochy dané parametrizaci (5.4).
7 Tab. 5.5 a Tab. 5.6 je patrné, Ze i vypocet hrani¢nich bodi je zavisly na uzlovém
vektoru. Po dopoéteni vnitinich bodu v Tab. 5.6 (8edé), dostaneme na vSech podin-
tervalech intervalu [0, 1] X [0, 1] opét stejné parametrické vyjadieni, které shrnuje
vyjadieni (5.4). N

Priklad 5: Pro stupen bazovych funkci p = 3 = ¢ a uzlové vektory
U, =(0,0,0,0,1/6,1/3,1/2,2/3,5/6,1,1,1,1),

V1 =1(0,0,0,0,1/6,1/3,1/2,2/3,5/6,1,1,1,1),
Uy=(-1/2,-1/3,-1/6,0,1/6,1/3,1/2,2/3,5/6,1,7/6,4/3,3/2),
Vo=1(-1/2,-1/3,-1/6,0,1/6,1/3,1/2,2/3,5/6,1,7/6,4/3,3/2),

vypoc¢teme hrani¢ni body, které jsou uvedené v Tab. 5.5 pro Uy, Vi, resp. v Tab. 5.7
pro Us, V5. V obou piipadech ziskdme parametrické vyjadreni (5.4) na vSech aktiv-
nich podintervalech. V prvnim piipadeé se jedna o ukotvenou B-spline plochu a fesime
soustavu pro 64 vnitinich bodu (Sedé body v Tab. 5.5). Ve druhém piipadé, fesime

soustavu pouze pro 9 bodu (Sedé body v Tab. 5.7), ale je zase pocetné mnohem
naro¢néjsi najit 72 bodu jako vstupnich hodnot. <
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Kapitola 6

Modelovani pocéatecniho
rovnovazného stavu membranové
konstrukce

Nejcast€ji vyuzivané numerické metody pfi hledani vhodného tvaru membranové
konstrukce shrnuje tato kapitola. U nékterych metod je v poznamce uveden anglicky
nazev kvili nejednoznacnosti ¢eskych prekladi. Vyklad pojmi z mechaniky nalez-
neme napft. v [4].

Mezi numerickymi metodami jsou dvé vyrazné skupiny. Jedna pfirovnava mem-
branovou konstrukei k lanové siti (pracuje s hustotami sil a délkou lan) a druha
skupina, ktera se divd na membranu jako na plochu (aproximovanou kone¢nymi
prvky, protoze hledani parametrického vyjadfeni obecné je prakticky nemozné).

Pro srovnani jednotlivych metod byl vybran jednoduchy piiklad (pevnou hra-
nici je zborceny ¢tyiuhelnik), aby na néj byly vSechny metody aplikovatelné. Srov-
navacich kriterii mize byt mnoho - naro¢nost zadavani vstupnich dat, vypoctova
rychlost nebo t¥eba prakticka vyuzitelnost vysledku (pro vstupni hodnoty existuje
feSeni, které ale neni pouzitelné v praxi, a vstupni hodnoty je nutné prehodnotit
a upravit). Programy jsou napsany v programu Maple, vstupni data (pokud je jich
mnoho) jsou zadavana v Excelu.

6.1 Metoda sité !

Metoda sité je jednou z nejjednodussich. Jeji zaklady mitizeme nalézt v [21]. Je
zalozena na faktu, Ze horizontalni sily jsou v rovnovéaze a neznamé vysky uzlt miizky
jsou vypocitany pii urc¢ovani rovnovahy vertikalnich sil. Membranovou konstrukci
modeluje ¢tyfuhelnikova lanovéa sit, o niz predpokladédme, Ze kolmé priméty lan

LGrid Method.
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jsou ortogonalni v kazdém uzlu a Ze spojnice mezi uzly jsou tsecky. Pro jeden uzel,
Obr. 6.1, muzeme z nelinearni rovnice rovnovahy

ri — T; T — T4 T — T Tm — X;

T, T, T, g, T T p 6.1
I, T thmp thmmpo— (6.1)
Yi — Vi Yk — Ui Y — Vi Ym — Yi

T, T T T F, =0, 6.2
Ly % Lp v, et T (6.2)
Zi — Z; 2k — %4 21 — % Zm — %

T,5 "% 7, T, T "% L F, =0, 6.3
A T (6.3)

kde (z;, yi, ;) je soufadnice uzlu i, a podobné pro j, k, I, m, F = (F,;, Fy;, F.;)
vektor vnéjsi sily pusobici na uzel ¢ (v tomto pfipadé uvazujeme nulové horizontalni
sily, tedy F,; = 0 = F;), L;; je délka spojnice mezi uzly i a j, a T;; velikost vektoru
napéti, kterym ptisobi uzel j na uzel 7, odvodit rovnovazny stav horizontalnich sil

(akce a reakce ortogonalnich sil) dosazenim do rovnic (6.1), (6.2):

Al Al
Tijj— — Ty— =0,
PO AL |
’ sz’ ‘ Lzm o

kde Al je rozte¢ ¢tvercové miizky. Velikosti horizontélnich slozek vektoru napéti ve
smeérech os x a y jsou tedy konstantni. Diky tomu:

I (2 =2z + 2) + T (zk — 22+ zm) + F.i = 0, (6.5)
Ly Ly,
kde podobnost uzavorkovanych ¢lent s diskrétnimi tvary druhych parcidlnich deri-
vaci neni nahodna.
Rovnici (6.5) sestavime pro kazdy volny uzel a ur¢ime pevné velikosti horizon-
talnich slozek. Ziskdme soustavu linearnich rovnic pro neznédmé z-ové souradnice
volnych uzlu.

Priklad 1: Zvolme pevné zborceny ¢tytthelnik nad ¢tvercem s velikosti strany 10m.
Protilehlé vrcholy zborceného ¢étytuhelniku lezi ve vyskdch Om a 3m. V tomto pfi-
padé maji vrcholy zborceného ¢tyiuhelniku soutadnice [0, 0, 0], [10, 0, 3], [10, 10, 0],
[0, 10, 3]. Ocislovani uzli je patrné z Obr. 6.2. Uzly na hranici (zborceny c¢tyrfthel-
nik) maji pevné souradnice, které se béhem vypoc¢tu neméni. Pro kazdy volny uzel
T;; T;

T Tesp. - jsou konstantni podél

celého lana rovnobé&zného s rovinou (z, z), resp. (y, z). Mizeme tedy zadat 18 riz-

sestavime rovnici (6.5). Pfipomenime, ze podily

. . Ty ‘ - L
nych hodnot. Oznac¢me ¢, = L—;, resp. Qny = ZZZ’ pro pfipustna, j,kan=1,...,9.
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horizontalni
sit

Obrazek 6.1: Metoda sité

Vysledné plocha na Obr. 6.3 je spocitana v jediném kroku pro zvolené hodnoty: na
kazdy uzel pusobi ve svislém sméru gravitacni sila o velikosti 0,5 N (F,; = —0,5);
kazdé spojnici je piifazen pomér ¢,, = ¢n, = 50 N m~".

Pii zadani F,; = —0,5,kdei =1,...,81, ¢ps = quy =1 Nm ' kden=1,...,9,
je patrné z Obr. 6.4 citlivost této metody na urceni vstupnich hodnot. Lanova sit je
v tomto piipadé provésené.

Posledni ukézka na Obr. 6.5 je pro stejné zatizeni jako pfedchozi dva pripady
s tim rozdilem, Ze pro kazdé lano je volen jiny pomeér, konkrétné

(o = Qoo =Gy =qoy = 1Nm,
Gor = Qs = oy = qsy = 2Nm™',
(30 = Qe = @3y = qry = SNm ',
Qo = Qoo = Qay = oy = 32N m™",
G5z = G5y = 128 N m L.

Ze zobrazeni lan je patrné jejich ,zvInéni“, které je pro membranovou konstrukci
nezadoucim jevem. <

97



=

<\ (2 () ) () () IS () ()

&/ &/ &/ &/ &/ N &/ &/ &/
ﬁo/ (=) IS () <) (o) () =) () () IE mu
) &/ O/ &/ &/ N N & N N S
ﬁgj () ) () () (<) (o) (<o) () TN\ IS mu
) &/ O/ &/ &/ N &/ & O/ N &
ﬁs/ () () <) () () (<) (o) (<o) I4Q\ I mv
e/ O/ N &/ &/ N N & O/ O/ S
ﬁ.x/ () ) S\ () ) () (<) (o) (<) Ic mu
) "/ &/ &/ &/ N N N O/ O/ S
ﬁe/ 1S () () () (<) () () (<) A\ I& mu
) O/ &/ &/ &/ N N & N N S
ﬁ5/ (o) ) () ) ) <) () (N (<) g %U
e/ N &/ &/ N N N N O/ O/ S
ﬁ4/ )\ (o) IS () ) S\ (=) ) D IE %u
e/ N &/ &/ N &/ N N O/ N S
ﬁs/ (<) (o) (<o) () () () ) () () e wu
) "/ &/ &/ N &/ & & N N &
m/_J () (<) (o) (o) () () (o) )\ (2 Ic %U
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o/ o/ =/ o/ o/ =&/ o/ o/ =&/

Obrazek 6.2: Ocislovani sité
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Obréazek 6.4: Vysledna sit pro nevhodné zvolené vstupni podminky
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Obrazek 6.5: Vysledné sit pro rizné podily
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6.2 Metoda hustoty sily °

Zakladni myslenka metody hustoty sily opét spoc¢iva v modelovani membranové kon-
strukee siti, [20], a 1ze ji pokladat za jisté zobecnéni metody sité. Prvky sité jsou uzly
a spojnice (lana nebo tyce). Cilem metody je nalézt stav, ktery by zaujala tato sit
pri zavéSeni v pevném ramu nebo mezi danymi pevnymi body. Sit se ustali v rovno-
vazné poloze a v kazdém uzlu je tedy vyslednice sil nulova. Na rozdil od metody sité
zde nepfedpokladame, Zze kolmymi priméty je ortogonélni sit a vypocet ovliviuje
vSechny tfi soufadnice uzli. Vypocet je stejné jako u metody sité jednokrokovy.

Zakladni princip demonstrujme na obdobném piikladu jako u metody siti - hle-
déme soutadnice volného uzlu 7, ktery je spojen s uzly j, k, [, m tseckami. Neli-
nearita rovnic (6.1)-(6.3) rovnovéhy v uzlu ¢ spociva v zavislosti délek L;;, Lix, Ly,
fé, resp. Z’Z ,
v odpovidajicim sméru. Obdobné zde zavedeme novou veli¢inu - hustotu sily (pomér
sily a délky). Rovnice (6.1)-(6.3) rovnovahy pak prevedeme do tvaru

L;,, spojnic na soutadnicich uzli. V metodé sité je podil konstantni

¢ij(rj — x;) + qie(r — ;) + qu(z — ) + Gim(Tm — ;) + Foy = 0, 6
¢ (Y — vi) + iUk — vi) + qa(yi — vi) + Gim(Ym —vi) + Fi = 0, (6.7)
Qij(zj — zi) + Q26 — 2i) + qu(z — i) + Qim(2m — 21) + Fu 6

|
o

kde gi;, gix, Gi1, Gim jsou hustoty sily.

Protoze metoda hustoty sily nabizi vétsi volnost topologie sité, vyuzijme v tomto
oddile zna¢eni pouzité v [20]. Vektoru (mald tu¢na pismena) odpovida diagonélni
matice (velkd tu¢na pismena), napt.

1 1 0 0
a=1|] 2 A=10 20
3 00 3

Tento zapis zjednodusi sestaveni matice soustav.

Priklad seskupeni n vrcholi a m spojnic schematicky zachycuje graf Obr. 6.6.
Matice C = (C,|C,) odpovidajici tomuto grafu je vypsana tabulkou Tab. 6.1. Cisla
uzli jsou v hornim radku Tab. 6.1, ¢isla spojnic v levém sloupci. Hodnoty 1 a —1
znac¢i zacatek a konec spojnice. Volnym n, bodim odpovida ¢ast C, matice C
a nachazeji se pred druhou svislou ¢arou. Pevnym n, bodim odpovida cast C,
matice C a nachézeji se za druhou svislou ¢arou. Tecka (odpovida nulové ¢Eiselné
hodnoté) znaéi, ze vrchol neni koncovym bodem odpovidajici spojnice. Ziejmé n =
ny + n,. Uzly P; maji soufadnice (i, Yui, 20i)s © = 1y.. Ny, T€SP. (Tpis Ypis Zpi)s
i =1,...,ny, podle toho zda jsou volné, resp. pevné. Soufadnice vytvoii vektory x,,
Vv, Z, dimenze n,, resp. vektory x,, y,, z, dimenze n,,.

2Force Density Method.
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1 2 3 4 516 7 8 9
1 (1 -1
2 1 -1
3 1 -1
4 1 -1
5 -1
6 -1
7 1 -1
8 1 -1
9 1 -1
10 | 1 -1
11 1 -1
12 1 -1

C, C,
Obrézek 6.6: Graf uzli a spojnic Tabulka 6.1: Matice uzlta a spojnic
Délky [;, « = 1,...,m, spojnic urcuji vektor 1 a vnitini sily ¢;, 2 = 1,...,m, ve

sméru spojnice ¢ vektor t. V i-tém uzlu jsou slozky zatiZeni f.;, fyi, f. ve sméru os

x, y, z a tvorf vektory £, f,, £..

Slozky vektoru u, v, w predstavuji rozdily z-ovych, y-ovych a z-ovych soufadnic

krajnich uzli jednotlivych spojnic:
u=C.x, +C,x,,

v=C,y, + Cpr7
w = C,z, + C,z,.

Vyjadienim Jakobiho matic vektorové funkce 1, kde I; = y/u? + v? + w?,

(az,) = (CJ“> — cluL, <8—l> —cI'vL!
(?ZE]' ll 8y]~

upravime rovnice rovnovahy do tvaru

ClUuL 't =f,,
CI'VL 't =f,,
CTWL™ 't =f..

Polozime-li v rovnicich (6.9)
q=L""t,

102

al;
' 82’]'

) = CTWL™,



ziskdme

Cl'Uq=f,,
Cl'vq =1, (6.10)
CIwq=*..

Slozky ¢;, © = 1,...,m, vektoru q jsou poméry mezi silou a délkou spojnice, tedy

hustoty sily. Srovnejme s (6.6)-(6.8).
Vyuzijeme-li faktu, ze U, V, W, Q jsou diagonalni matice, rovnosti

Ug=Qu, Vq=Qv, Wq=Qw,
prevedou (6.10) na tvar

CIQC,x, + C.QC,x, = f,,
C.QC,y, + CLQC,y, = f, (6.11)
CIQC,z, + C]QC,z, = f..

Oznacime-li D, = CI'QC, a D, = C[QC,, rovnice (6.11) se transformuji na

D,x, =f, — D,x,,
D,y, =f, — D,y,, (6.12)
D,z,=f., - D,z,.

(6.12) jsou t¥i soustavy linearnich rovnic pro z-ové, y-ové a z-ové soutadnice. Kazda
soustava ma n, fadka a n, neznamych. Pokud uvazujeme piedepjatou sit (g; >
0), pak je matice D, pozitivné definitni. S pfedepsanym zatiZenim, soufadnicemi
pevnych bodi a danou hustotou sil v jediném kroku vypocéteme

x, =D, (f, — D,x,),

yo =D (f, — D,y,), (6.13)

z, =D, (f.—D,z,).
Tento rovnovazny stav je povazovan za piredbézné priblizeni tvaru membréany, pro-
toze v praxi je tvar jesté ovlivnén dal$imi podminkami vedoucimi na feSeni neline-
arnfho problému. Nevyhodou této metody je, Ze ne vzdy pfedem znédme konecnou
délku lan, ktera vystupuje ve vypoctu. S touto metodou se kombinuje i metoda
hustoty plogného napéti®.

3Surface Stress Density Method.
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Zminénou metodu vcetné nelinearnich modifikaci vyuziva napt. profesionalni
software ForTen 3000® spoleénosti TSI pro hledani tvaru membrany.

Priklad 2: Zvolme zborceny ¢tytuhelnik nad ¢tvercem s velikosti strany 10m. Pro-
tilehlé vrcholy zborceného ¢tyfahelniku lezi ve vyskach Om a 3m. Ocislovani uzlu
a spojnic je patrné z Obr. 6.7. Vzhledem k velikosti matice C uzli a spojnic ji zde
nebudeme uvadeét. Jeji sestaveni je patrné z jednoduchého obrazku Obr. 6.6 a tabulky
Tab. 6.1. Zde m = 180, n, = 81 a n, = 36. Casova nevyhoda u této metody nespo-
¢iva ve vypoctu samotném (matice C je ridka), ale v zadavani vstupnich hodnot do
matice C, které je velmi pracné. Vysledné plocha na Obr. 6.8 je spocitana v jediném
kroku pro zvolené hodnoty: na kazdy uzel ptsobi ve svislém sméru gravitacéni sila
o velikosti 0,5 N (f.; = —0,5); kaZzdé spojnici je piifazena hustota 50 N m~!.

Pti zadani f,;, = —0,5, kdei = 1,...,81, ¢ =1 Nm™! kdei = 1,...,180, je
patrna z Obr. 6.9 citlivost této metody na urceni vstupnich hodnot. Lanova sit je
v tomto pripadé provésena.

Zatim se muze zdat, Ze metoda sité je pouze specialnim piipadem metody hus-
toty sily. Metoda hustoty sily ale dava mnohem vétsi volnost pii zadavani hodnot.
Ze zborceného ¢étytruhelniku zafixujeme pouze jeho vrcholy (tedy konkrétné body
[0, 0, 0], [10, 0, 3], [10, 10, 0], [0, 10, 3]). Spojnice ocislujeme jako na Obr. 6.10.
Spojnicim prifadime hustoty:

¢ = 200 Nm™, pro ¢ = 181,..., 220
¢ = 100 Nm™!, pro i = 145,..., 180
¢ =50Nm proi=1,..., 144,

Vysledna plocha je na Obr. 6.11. Na rozdil od metody sité zde mtuzeme zadat podily
sily ku délce u kazdé spojnice zvIast. <
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Obrazek 6.7: Ocislovani sité

105



Obrazek 6.8: Vysledné sit metodou hustoty sily

Obrézek 6.9: Vysledna sit pro nevhodné zvolené vstupni podminky
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Obrazek 6.11: Vysledna sit metodou hustoty sily - fixované ¢tyii body
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6.3 Metoda hustoty plosSného napéti

Tato metoda modeluje membranovou konstrukei trojihelnikovou siti a zanedbava
smykova (te¢na) napéti, [13]. Na rozdil od metody sité a metody hustoty sily metoda
hustoty plosného napéti poskytuje inZzenyrim informace o rozdéleni napéti v mem-
brané a ne pouze v lanech. Pro tuto metodu je volen materidl membrany izotropni
- ve vSech smérech ma stejné vlastnosti. Slozky tenzoru izotropniho Cauchyho na-
péti vzhledem k lokalnim (7,7, %) kartézskym soufadnicim jsou oy;, 4, j = 1, 2, 3.
Protoze se jedna o dvojrozmérny piipad (lokilni soufadny systém je umistén do
roviny trojihelniku) je o3; = 0. Pro tenzor izotropniho tahového napéti je charakte-
ristické polozit o153 = 0 (smykové napéti) a 017 = 022 = 0¢ > 0 (norméalova napéti).
Pro kazdy prvek trojuhelnikové sité se pocet slozek tenzoru napéti, Obr. 6.12 snizi
nésledovneé:

011 012 013 ol o2 0 op 0 O
o= 021 022 023 = o921 022 0 = 0 o9 O = (00).
031 032 033 0 0 0 0 0 O

GHZT(E‘\)

NI
N

(a) Obecny pfipad (b) Rovinny izotropni p¥ipad

Obrézek 6.12: Slozky tenzoru napéti

Pak
T; = L;Hoy,

kde H je tloustka membrany, T; jsou velikosti ti sil umisténych ve vrcholech troju-
helniku a kolmych k protéjsi strané délky L;, Obr. 6.13. Velikost vektoru se shodnou
transformaci soustavy souradné neméni. Uréime tedy jednotkovy smér vektoru sily
vzhledem ke globélni soustavé souradné a vynésobime ho touto velikosti. Dale zna-
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Obréazek 6.13: Sily ve vrcholech trojahelnikového prvku

¢ime soutadnice bodi s pruhem v lokalni soustavé souradné a bez pruhu v globélni
soustavé soufadné. Pro trojuhelnik ABC, Obr. 6.14, vyjadiime vektor napéti T,
kterou pusobi trojuhelnikovd membrana ABC na bod C, jako:

TC = Tcl/ = LHO'()I/,

kde v je jednotkova normala protilehlé strany o délce L. Soutadnice bodu P jsou
dany:

l
$P=1’A+Z($B—$A), yP:yA‘l'z(yB_yA)v ZPZZA+E(ZB—ZA),

kde L = ||AB|, | = |ABLAC‘. Protoze v je vzdélenost mezi body C a P, v =

—) 2
\/ HAC’H — [2, piSeme jednotkovy vektor normaély ve tvaru:

1— 1 —
v=-CP To=-LHoyCP.
v v

Pokud oznacime S = 2L muZeme psat predchozi rovnici ve tvaru:
)

2
- (@5
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Obrézek 6.14: Vnitini sila v bodé C

kde je mozné konstantni faktor H/2 zahrnout do 0. Pomér Qg = ¢ mezi koefici-
entem izotropniho napéti oy a plosnym obsahem trojihelnika je koeficient hustoty
plosného napéti.

Pro n trojuhelniki, které maji spole¢ny vrchol C' je celkova vnitini sila F¢o vy-
jadiena v globalnich souradnicich

Fc = zTc@' = ZIQSz’L?C—P;

kde Qg; = 2. Znaceni je zfejmé z Obr. 6.15. Polozime-li

n

N, = Qsilirpi,  Ny=)Y QsiLiypi,  N.=>» QuLizpi,  (6.14)
i=1 i=1 i=1

D = Z QSiL?7
i=1
ziskame vyjadieni slozek F¢
FC:E = Nx — Dl‘c, Fc'y = Ny — Dyc, FCZ = Nz — DZC, (615)

kde z¢, yo, zo jsou globélni souradnice bodu C'. Rovnovazny stav membrany je
dosazen iteraci. Pokud je v bodé C dosazeno statické rovnovahy, pak Fo = 0 pro
libovolny bod C. To je zaruceno, pokud

_Nx _Ny _Nz
xc—D, yC_D’ Zc—D-
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A P, L B

Obréazek 6.15: Celkové vnitini sily v bodé C'

Spocteme nové globalni souradnice bodu C'. S témi se zméni polohy bodu P;. Spoc¢-
teme nové hodnoty (6.14).Ty dosadime zpét do (6.15). Délky L; a plogné hustoty
napéti Qg; se neméni. A iteracni postup se zopakuje. Pro (k + 1). iteraci je

Nw,k _ Z?:1 QSiL?l’Hi,k

— = 6.16
XCk+1 D Z?:l QSZLZQ ) ( )
kde l
i T 5 A~ | B~ LA
Tpik = Tai + fk (Tpi — Tas) = Tai + (’AiBi - A G BL—QA) :
Oznacenim

Qsi

4% == A 72
Zj:l QSJ'Lz2

vyjadiime rovnici (6.16)
TC k+1 = QzalC ik + AzyYC k + Qrz20C K + bm;

kde

by = Z i [(yai — Ypi) (Tpiyai — Taiymi) + (240 — 2Bi) (TBizai — Taizpi)),
i=1

- 2
Agy = Z q; (IL“Bi - xAz‘) s
i=1
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Ay = Z q; (33131' - iUAi) (yBi - yAi) )
=1

n
(r: = Y i (T5i — 2ai) (251 — 2ai)

i—1
a obdobné
YO kt1 = QyaTe ) + QyyYo k + ayz2ok + by,
20 k+1 = Qag®Ck + QYo i + G222k + b

V maticovém zapisu mizeme zjednoduSené napsat:

TC k+1 Qrg  Qgry Qg Tk bx
Yo, k+1 = Qyy  Qyy Ay Yok + by )
20 k+1 Qzy Qzy Qzz 20k bz

coz je ekvivalentni se zépisem
Cry1 = Acy, + b,
kde A je symetrickd matice 3 X 3, A i b jsou zavislé na poloze bodu C', vrcholech

A;, B; a koeficientu Qg;.
Pokud vektor cg odpovida pocateéni poloze bodu C', pak

k
Ciy1 = Ak+1C0 + (Z Az) b, (617)

i=0
kde
1 00
prok=0 AF=E=]|01 0 |,
0 01
Ci4+1 — Ck = A" [(A—E)Co—l—b]
V dodatku ¢&lanku |13] je ukdzéno, Ze pro k — oo ¢len A* — 0. Tedy rozdil ciyq —

cr — 0 a ¢ konverguje k soufadnicim rovnovazné polohy bodu C'. Navic z (6.17)
mame
i1 = Affley + (E— AFY) (E—A) 'b,
a déle
Cit1 = Ak+1 [CO — (E — A>_1 b} + (E - A)_l b,

tedy
lim ey = (B - A) 7 'b.
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Priklad 3: Zvolme opét zborceny ¢tyfuhelnik nad ¢tvercem s velikosti strany 10m.
Protilehlé vrcholy zborceného ¢tyituhelniku lezi ve vyskach Om a 3m. Zvolime symet-
rickou m¥izku, tj. body (i, j,0), kde 7,5 € {2, ..., 9}. Triangulace je schematicky na
Obr. 6.16. Protoze je prubéh vypoctu této metody komplikovanéjsi, je jeho proces

shrnut vyvojovym diagramem na Obr. 6.21. Po¢atecni data jsou graficky znazornéna
na Obr. 6.17 a kone¢ny stav je na Obr. 6.18. Pro srovnani uvedme jesté pripad, kdy

jsou pocéte¢ni data vnitinich bodi mfizky volena (i, j,3/2), Obr. 6.19 a Obr. 6.20.

V prvnim pfipadé je pocet iteraci 52 a ve druhém 14 (za stejnych podminek iterace).

N

Obrazek 6.16: Trojuhelnikova sit

10,0 -
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-
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== 7 10,0

Obrézek 6.17: Pocatec¢ni stav
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Kone¢ny stav

Obrazek 6.18:

10,0

Obrazek 6.19: Pocatecni stav

Obréazek 6.20: Konecny stav

115



@ Vstupni data

Diskretizace
geometrie

Formovani dat
(ur€eni vazeb)

Nacteni zformovanych dat

Vypocet
Iteracni Lokalni vypocet na
podminka jednom trojuhelniku
Globalni matice
Reseni soustavy
Cil

Obrazek 6.21: Programovaci schéma metody hustoty plosného napéti
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6.4 Metoda aktualizovanych referenc¢nich konfigu-

raci *

Tento oddil shrnuje algoritmus zasadni numerické metody vychazejici z mechaniky
kontinua pro nalezeni predepjatého stavu membréany publikovany v [28]. Tento algo-
ritmus doplnény o kabelové prvky a pevné podpéry (Zebra) membranové konstrukce
je soucasti zasuvného modulu RhinoMembrane® softwaru Rhinoceros® spole¢nosti
McNeel.

Zakladni rovnice, o kterou se tato metoda opira, je rovnice virtualni prace vy-
jadfena vzhledem k pocatecéni konfiguraci pomoci gradientu deformace. Pokud je
membréana v rovnovazném stavu, pak plati rovnice (3.26), kterou zde pfipomeneme:

0=d0dw=H /O'ijgi . 5g] AV4 det(gkl) d¢91 d@g,

kde H je tloustka membrany a o% jsou slozky tenzoru napéti v aktualni konfiguraci
vzhledem ke kfivocaré bazi. Odvozeni této varia¢ni tlohy v mechanice kontinua
je patrné z oddilu 3.3 a proto se jim zde blize nezabyvame. Okrajové podminky
této ulohy byvaji zadany jako Dirichletovy na celé hranici (pevné zadany okraj
konstrukce) nebo pouze na jeji ¢asti nebo jen v izolovanych bodech. Na zbylé ¢asti
jsou pak zadany dalsi elastické podminky.

Rovnice (3.26) je feSena numericky pomoci linedrnich/bilinearnich kone¢nych
prvki. Geometrie plochy a posuvy jsou aproximovany pomoci standardnich linear-
nich /bilinearnich kone¢nych prvki.

Priklad 4: Pro kazdy prvek zavedeme lokalni soustavu soutradnou, ve které jsou
lokalni bazové funkce. Napft. pro ¢tyfihelnikovy prvek to jsou funkce:

Ni(01, 02) = 411(1 +601)(1 + 65) Ny (01, 03) = }1(1 —01)(1 + 69)
Ny(0y, 0) = }1(1 —0)(1 - 6) Ny(0y, 0) = }1(1 +00)(1 — 6)

Lokélni souradnice uzli aproximujicich pocatecni konfiguraci tohoto prvku oznacme
X, a jejich posuvy u;, kde ¢ =1, ..., 4. Jeden takovy prvek v poc¢ateéni konfiguraci

vyjadiime:
4
X =Y XN
i=1

4 Updated Reference Strategqy Method
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a jeho posuv

V zapisu nerozlisujeme mezi skute¢nou a aproximovanou funkei. Nezndmé soutradnice
u; sefadime do sloupcového vektoru, ktery oznacime b, s ndf slozkami. Variace
tecného vektoru je vyjadiena vzhledem k témto neznamym:

Oz o1, ON; B 8g2 B o1, ON;
5g1 = b, "I — b, Zabr 5 P 0gs = 0b,—2 = §b, Zabr e

Jak uvidime pozdé&ji neni nutné pocitat parcialni derivaci vektoru gs vzhledem k b,.
<

Diskretizované rovnice (3.26) je splnéna pro libovolné db. Tim ziskdme nelinearni
soustavu ndf rovnic:

((;1)1) =H /Uijgi : gfj v det(gr) doy dfy = 0, r=1, ..., ndf, (6.18)

k jejimuz feSeni pouzijeme Newtonovu-Raphsonovu metodu. Linearizace (6.18) vede
na soustavu linearnich rovnic

LIN (gg") — R, + K, 0b, =0, kder,s=1,....ndf.

Soutadnice diskretizovaného a linearizovaného wvektoru zatiZeni jsou

R, = H/ oilg,; - ?9%] v/ det(gy) dOy dbs, (6.19)

kde 0% jsou slozky Cauchyho tenzoru napéti, ktery zde sice predstavuje konstantni
pole napéti, ale jsou vyjadiené vzhledem ke kovariantni bazi a jsou tedy zavislé na
parametrizaci. Pro izotropni pole napéti tedy

g1
ob,

0 1
+ (911 g2 — J12 g1) . 0%2} det(g )
T kl

kde & je konstanta. Slozky diskretizované a linearizované matice tuhosti jsou

rs— H/@b { g (‘)b det(gkl)}dﬁldé’Q, (621)
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0

kde miizeme vyuzit faktu, Ze parcialni derivace
.

izotropni pole napéti mame opét

Krs:H/

F vzhledem k by jsou nulové. Pro

_ _ 0]
{{(ngmgl —012912g2) : g1+

0
b, b,
(6.22)

_ _ 0o 1
+ (6% —o'? : } }d@ db,.
( g11 82 g12 gl) b, dot(gn) 1 Ab2

Matice tuhosti je singularni, protoze posuvy uzli v te¢nych podprostorech k plose
generuji stejné feSeni. Tento problém miizeme ilustrovat na rovinné hranici a isotrop-
nim poli napéti - vysledkem je ¢ast roviny ohrani¢ena touto hranici. Rtizné polohy
uzli v roviné jsou tedy feSenim soustavy, srovnejme s vysledkem modifikované me-
tody na Obr. 6.24. Jednou z moznosti je omezit posuvy uzli pouze na posuvy ve
sméru hlavnich normal. Tim se snizi pocet stupnu volnosti, ale zvysi se i vypocetni
naroc¢nost kvili zjistovani vektoru hlavni normaly. Dalsi moznosti stabilizace této
metody je vyuziti homotopniho zobrazeni jako v [28].

dwy = Aéw + (1 — A\)dw =
_)\H/ (cF ) :6F dethAJr(l—)\)H/ (6 F ") :0F det FdA =
A A

:)\H/ (cFT): 6F dethA+(1—)\)H/(FS):5FdA
A A

Programové schéma s aktualizaci pocatecni konfigurace a s aktualizaci kontinuac-
niho faktoru je shrnuto na Obr. 6.22. Protoze je napéti ¢astecné zadané pomoci
druhého Piolova-Kirchhoffova tenzoru napéti S vzhledem k pocate¢ni konfiguraci, je
vysledkem vnitini smycky iteraci pro pevné \ pouze pole napéti, které se postupné
blizi zadanému poli napéti o. Ve vnéjsi smycce iteraci se méni kontinuacni faktor
a upravi se referen¢ni konfigurace.

V [3] je napt. singularita potlacena pfidanim ¢lenu, ktery minimalizuje deformace
na jednotlivych elementech, ale nema zadné jiné mechanické opodstatnéni. Nasim
cilem je vyuzit isogeometrické prvky, oddil 6.5, které maji vétsi hladkost.

Tato metoda je, stejné jako predchozi, citliva na ,rozumné“ zadani vysledného
pole napéti. I v tomto pripadé byly publikovany ¢lanky, které optimalizuji nevhodné
zadani, ale toto téma jiz nebylo pfedmétem naseho zajmu.
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Vstupni okrajové
@ Qmechanické podmin@

Nacteni dat Tvorba pocatecni
pocateéni konfigurace konfigurace

Vypocet

VnéjSi smycka
(vzhledem k 1)

Smycka pres
pocet prvk

Zvyseni koeficientu Lokalni vypocet na
kontinuace jednom prvku

Globalni matice

y

Reseni soustavy
(vnitfni smycka)

Aktualizace
konfigurace

Cil

Obrazek 6.22: Programovaci schéma metody aktualizovanych referen¢nich konfigu-
raci
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6.5 Modifikovanid metoda aktualizovanych referenc-
nich konfiguraci

6.5.1 Teorie

Rovnice (3.26) je feSena numericky pomoci isogeometrické metody, které je vy-
budovéana v kapitole 4 obdobné jako v [5]. Geometrie plochy a posuvy jsou aproximo-
vany pomoci isogeometrickych prvkia. Abychom se vyhnuli nepfehlednému znaceni,
zjednodusime si ho:

P={Puiti1 =,  NpO) =N, (00),  M(6:) = N/5(02),

(1

= =, \I':|=|2.

Protoze nehrozi zédmeéna indextd miizeme vynechat indexy p, ¢ i proménné 6y, 6.
Také nedélame zadny rozdil ve znaceni mezi skute¢nou a aproximovanou funkei.
Aproximované funkce pak jsou:

X = ZMkNlPkb u—szNlUkb X—ZMkNl Pkl+Ukl)
k=1 k=1 k=1

V klasické metodé kone¢nych prvki realnd funkce interpoluje uzly, zde body Py,
ridici sité obecné na plose nelezi. Hledané posuvy jsou zde tedy posuvy bodi fidici
sité. Soufadnice posuvu jsou uspofadény do sloupcového vektoru b dimenze ndf
(poCet stupiu volnosti). Kazda slozka predstavuje x, y nebo z soufadnici posuvu
Uy, tidictho bodu. Variace gradientu deformace je vyjadiena jako variace vzhledem
k témto nezndmym:

OF - 0gi i
5F—a—bT(5bT—Z(5bra—br®G, pror=1,..., ndf,

kde
8g1 aMk GUM (9g2 M aNl GUM
0b,—— = —N, 0b,—= M, ———=
T T g;l ¥ 90, o,

Jak uvidime pozdé&ji neni nutné pocitat parcialni derivaci vektoru gs vzhledem k b,.
Diskretizované rovnice (3.26) je splnéna pro libovolné db. Tim ziskdme nelinearni
soustavu ndf rovnic:

ow
ob,

OF
0b,

:H/detF(aF—T): =0,
A
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ktera je stejné jako (6.18) a k jejimuz feseni pouzijeme opét Newtonovu-Raphsonovu
metodu. Linearizace (6.18) vede obdobné na soustavu linearnich rovnic

LIN <§Z’> — R 4+ K yAby=0  kder,s=1,..., ndf,

jejiz vektor zatiZeni i matice tuhosti odpovida symbolicky rovnicim (6.19), (6.21).
V této modifikaci jsou ale odlisné vyjadreni pocatecni i referen¢ni konfigurace. Vy-
fesime vzniklou soustavu linedrnich rovnic a feseni pouzijeme jako vstupni hodnotu
pro dalsi iteraci standardni Newtonovy-Raphsonovy metody. Struktura programu je
patrna z Obr. 6.23, ktera je v porovnani s Obr. 6.22 jednodussi.

Vstupni okrajové
a mechanické podminky

Nacteni dat Tvorba pocatecni
pocate¢ni konfigurace konfigurace
Vypocet
IteraCni Smycka pres
podminka pocet prvki
1
Aktualizace Lokalni vypocet na
konfigurace jednom prvku
1
Reseni soustavy Globalni matice
Cil

Obrazek 6.23: Programovaci schéma modifikované metody aktualizovanych referenc-
nich konfiguraci
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6.5.2 Demonstrac¢ni priklady

Priklad 5: Méjme dané vysledné izotropni pole napéti ¢ = 1. Resenim je tedy
minimalni plocha. Zvolime-li rovinny ¢tyiuhelnik, vyslednou plochou je rovina. Dale
zvolime stupen obou mnozin bazovych funkeci roven 2 a ukotvené uzlové vektory:

:@:@ﬂﬂéﬂﬂﬂ)

Uzlové vektory urcuji ¢tyti nenulové uzlové roztece. Tvar plochy, vzhledem ke stupni
bazovych funkei, ovliviiuje 16 fidicich boda. Na hranici jsou fidici body (celkem 12
bodi) pevné dané (navic jesté rovnomérné rozmisténé) a souiadnice zbyvajicich
bodu predstavuji stupné volnosti. Za¢neme s tmyslnym vychylenim (vertikdlnim
i horizontalnim) ¢tyf vnitinich bodu:

(1]

(0,0,0)  (0,1/3,0) (0,2/3,0)  (0,1,0)
(1/3,0,0) (1/5,1/5,1/4) (1/5,4/5,1/4) (1/3,1,0)
(2/3,0,0) (4/5,1/5,1/4) (4/5,4/5,1/4) (2/3,1,0)

(1,0,0)  (1,1/4,0) (1,2/3,0)  (1,1,0)

Po tiech opakovanich celého cyklu se vyska vnitinich bodt rovna pfiblizné —2-1075.
7 Obr. 6.24 je navic patrné, ze se tihel soutradnicovych kiivek na plose blizi k pravému
thlu (tedy jako pro konformni parametrizaci plochy) a vnitini body se pfizptisobuji
rovnomérné rozmisténym bodim na hranici. <

Priklad 6: Mé&me dané vysledné izotropni pole napéti o = o1. Regenim je opét mi-
niméalni plocha. Zvolime zborceny ¢tyttuhelnik, stupen obou mnozin bazovych funkci
roven 2 a ukotvené uzlové vektory:

E:W:@ﬂﬂéﬂjﬂ)

Uzlové vektory urcuji ¢tyri nenulové uzlové roztece. Tvar plochy ovliviiuje 16 fidicich
bodu. Na hranici jsou fidici body (celkem 12 bodii) pevné dané a soufadnice zby-
vajicich bodi predstavuji stupné volnosti. Ridicf sif pocatecni konfigurace je dana
tabulkou:

(0,0,1/4) (0,1/3,1/12) (0,2/3,-1/12)  (0,1,—1/4)
(1/3,0,1/12)  (1/4,1/4,0)  (1/5,4/5,1/4) (1/3,1,—1/12)
(2/3,0,—1/12)  (3/4,1/4,0)  (4/5,4/5,1/4) (2/3,1,1/12)

(1,0,—1/4)  (1,1/4,-1/12) (1,2/3,1/12) (1,1,1/4)
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(a) Pocate¢ni stav (b) 1. krok

(c) 2. krok (d) 3. krok

Obrazek 6.24: Ukazka konvergence k minimalni plose

(a) Podatecni konfigurace (b) Po dvou iteracich

Obrazek 6.25: Isogeometrické B-spline prvky druhého stupné
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Na Obr. 6.25 je vidét pocatecni konfigurace a membrana po dvou iteracich. <

Priklad 7: Méjme dané vysledné izotropni pole napéti o = o1. Resenfm je minimalni
plocha. Zvolime zborceny ¢tyrihelnik, stupen obou mnozin bazovych funkeci roven

2 a ukotvené uzlové vektory:
1
=WV = (0,0,0, 2 1,1, 1).

Uzlové vektory urcuji ¢tyfi nenulové uzlové roztece. Tvar plochy ovliviiuje 16 fidicich
bodii. Na hranici jsou fidici body (celkem 12 bodi) pevné dané a soutadnice zby-
vajicich bodu predstavuji stupné volnosti. Ridicf sif pocatecéni konfigurace je dané
tabulkou, kde ¢tvrta souradnice je vahou daného bodu:

(1

(0,0,1/4,1) (0,1/4,1/8,1) (0,3/4,—1/8,1) (0,1,-1/4,1)
Pocatec¢ni konfigurace je zamérné znacné vychylena, aby byla patrné rychlost kon-

vergence. Na Obr. 6.26 je vidét poc¢atecni konfigurace a membréana po dvou iteracich.
q
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(a) Pocatecni konfigurace

(b) Po prvni iteraci

(c) Po druhé iteraci

Obréazek 6.26: Isogeometrické NURBS prvky druhého stupné
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Zaver

Na stézejni téma této préace - zjisténi pocatec¢niho rovnovazného stavu membrany
- je pohlizeno z nékolika stran. Fyzikalni modelovani pocatec¢niho rovnovazného
stavu je vzhledem k masivnimu vyuziti vypocetni techniky pfesunuto do pozadi.
Velmi podrobné se prace zabyva matematickym modelovianim pocatec¢niho rovno-
vazného stavu minimalni plochou a s vyuzitim rovnice virtualni prace jako slabé
formulace problému. Vzhledem k nelinearité daného problému pfistupuji matema-
tické modely k dalsimu zjednodusSovani - diskretizaci problému, napf. metoda sité
nebo metody hustoty sily nahradi membréanu lanovou strukturou, tedy jednodimen-
zionalnimi prvky; ostatni metody jsou zalozeny na dvoudimenzionéalnich kone¢nych
prvcich.

Vybér jednoduchého srovnavaciho piikladu (hranice membrany je pevna a tvoii
ji zborceny ¢tyituhelnik) umoznil demonstrovat vSechny popsané metody a poskyt-
nout srovnani. Zatimco metoda sité a metoda hustoty sily jsou jednokrokové me-
tody, jejich vysledek je FeSenim soustavy linearnich rovnic (matice soustavy je navic
fidka), ostatni metody se Fesi iterac¢né a vysledky jsou tedy zavislé na poctu iteraci.
Navic pro metodu aktualizovanych referencnich konfiguraci je nezbytna linearizace
vzhledem k posuvtm.

Tato préace byla béhem mého studia podporena témito granty: Interni grantova
soutéz CVUT 2006 CTU0613011, Studentska grantova soutéz CVUT 2010 OHK1-
062/10.

Mym hlavnim vlastnim piinosem v této praci byl zejména:

e Piehled vybranych soucasnych numerickych metod pro modelovani pocatec-
niho rovnovazného stavu membranovych konstrukei.

e Detailni rozpracovani téchto vybranych metod pro modelovani membranovych
konstrukei, které jsou doplnény o priklady, kapitola 6. Vystupy ptikladi jsou
z vlastnich programii napsanych pro software Maple. Vstupni data jsou naci-
tana ze softwaru Excel. V kapitole 6 jsou uvedeny i jejich programovaci sché-
mata a dalsi priklady modeli membran.
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e Formulace dvou dil¢ich problémii pro modelovani membréanovych konstruket,
kapitola 3, podpofena souhrnem jiz existujicich vét o fesitelnosti.

e Navrzeni vlastni metody modelovani minimalnich ploch B-spline kone¢nymi
prvky doplnéné o ditkazy existence feSeni a sestaveni vlastniho programu, od-
dil 5.2, publikovano v [24].

e Modifikace metody aktualizovanych referen¢nich konfiguraci pro néslednou
implementaci isogeometrickych NURBS prvki, sestaveni vlastniho programu
a doplnéni o vystupy z tohoto programu, kapitola 6.5.

I kdyz byly hlavni cile prace naplnény, dana problematika je soucésti mnohem
komplexnéjsi teorie a nabizi mnoho oblasti dalsiho vyzkumu. ZvIasté navaznost hle-
déni pocatecniho rovnovazného stavu na generovani stiihového planu pro moznou
realizaci konstrukce je klicova. Dalsi nezodpovézené otézky jsou i v oblasti isogeo-
metrickych prvki, napf. jejich aproximacni vlastnosti vzhledem ke zvySovani stupné
nebo nejnovéji v souvislosti s metodou ,k-refinement, ktera zlepsuje hladkost béa-
zovych funkei. V neposledni fadé se nabizi pfimé ovlivnéni vypoctu hledéani poca-
tecniho rovnovazného stavu konkrétnimi materialovymi vlastnostmi membrany.
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